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Bemerkungen 
uber die Schwingungsenergie der Molekeln CO und CO,. 


Von Frank Matossi in Giefen. 
(Kingegangen am 19. Oktober 1926.) 


Die Deformierbarkeit « der Molekeln CO und COg wird aus dem elektrischen 
Moment der Molekeln berechnet. Die Berechnung von « aus den Rigenfrequenzen 
gelingt nicht, da der gewéhnliche Energieansatz versagt. 

Kennt man die Energie einer Molekel, so kann man deren Eigen- 
schwingungen nach bekannten Methoden berechnen. Der gewéhnlich be- 
nutzte Energieansatz beriicksichtigt die elektrostatische Angiehung der 


, . 1 ‘ : 
Ladungen, eine AbstoSung proportional —, die quasielastische Energie 
r 


der von den Ladungen erzeugten Dipole und die Anziehung zwischen 
Ladung und induziertem Dipol. Das induzierte Dipolmoment ist p = « ©, 
wo © die induzierende Feldstairke und « die Deformierbarkeit des Ions 
bedeuten. 

H. Kornfeld!) hat auf diese Weise die Eigenfrequenzen der CO,- 
Gruppe in guter Ubereinstimmung mit der Erfahrung berechnen kinnen, 
wenn auch gewisse Schwierigkeiten bleiben *). 

Ich habe dieselbe Rechnung fiir CO und CQO, ausgefiihrt und ge- 
funden, da8 es unméglich ist, die Gleichungen fiir die Eigenfrequenzen 
mit verniinftigen Werten von « und » zu befriedigen. Dasselbe findet 
F. Hund®) fiir Molekeln mit H-Atomen. Er verl&iSt den oben be- 
schriebenen Ansatz und berechnet die Energie fiir Entfernungen in der 
Nihe der Gleichgewichtslage aus den Daten der Bandentheorie. Dieser 
Weg ist fiir uns nicht gangbar, denn die Eigenfrequenz gehért zu diesen 
Daten; auBerdem fehlen die aus der Feinstruktur der Banden zu ent- 
nehmenden GroSen. Weiter wird das Glied, das die lonendeformation 
beriicksichtigt, fiir kleme Abstiinde abgeiindert. Das letztere Verfahren 
kann ersetzt werden durch Verkleinerung von «; beim Eindringen der 
Ladung in die Elektronenhiille des Ions nimmt die Deformation ab. 


1) H. Kornfeld, ZS. f. Phys. 26, 205, 1924. 
2) S. Chapman und A. E. Ludlam, Phil. Mag. 50, 822, 1925 und 
P. A. Taylor, ebenda, S. 1158. 
3) F. Hund, ZS. f. Phys. 32, 1, 1925. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XL. 1 


Krank Matossi, 


bo 


Ich michte noch darauf hinweisen, da’ der zuerst erwiihnte Ansatz 
auch bei den Alkalihalogeniden versagt. Rechnet man mit dem aus der 
32 nt | hss 
Molekularretraktion bekannten « —= ————,—— (L = Loschmidt- 
4nLn® + 2 
sche Zahl pro Kubikzentimeter), so erhilt man falsche Werte fiir die 
Kigenfrequenzen [bei NaCl etwa 19m statt 52u]"). Nimmt man die 
Eigenfrequenzen als bekannt an, so ergeben sich negative o. 

Man kann nun auch « aus dem elektrischen Moment der Molekel 
berechnen. Hierbei vermeidet man den Einflu8 des speziellen Knergie- 
ansatzes und behilt nur die Ungenauigkeit im induzierten Dipolmoment, 
die sich, wie erwihnt, durch Verkleinerung von «% beheben liBt. 


Die Rechnung liefert fiir CO: 


Es sei p das Gesamtmoment —= 1,18.10-?° [H. Weigt?)], 
7 == Entiernune C—O == 1,13) LOSS resent 


Dann ist 


a 4+ 2 Ae 
(| 9 Cities pe 
Hieraus folgt « = 1,10.10-%, dagegen aus der Molekular- 
Memeedetoyals Kee —— Ih ita) WB 


Die Molekulardimensionen sind den Messunyven von Cl. Schaefer 
und B. Philipps*) entnommen. Die Molekularrefraktion ist fiir die 
D-Linie berechnet. 


Fiir CO, erhalten wir folgendes: ‘ 
Ks sei 
y = Entfernung C—O = 0,985. 107-3, 
h = Héhe des CO,-Dreiecks = 1,86.10-®, 
y = Winkel an der Spitze = 158°14’, 
p = Gesamtmoment = 1,42.10-! [H. Weigt”), W. Kliefoth 4)], 


P, — Komponente des induzierten Dipolmoments der O-Atome in 
Richtung der Héhe. 


Dann ist 


= 4¢0 
p =4eh—2p, = 4ehn—2 —z~ COs res 
ih 2 


p) M. Born und W. Heisenberg, ZS. f. Phys. 28, 388, 1924. 
2) H. Weigt, Phys. ZS. 22, 643, 1921. 


8) Cl. Schaefer und B. Philipps, ZS. £. Phys. 86, 399 (CO) und 86, 
641 (CO,), 1926. 


*) W. Kliefoth, ZS. f. Phys. 89, 402, 1926. 


Bemerkungen tiber die Schwingungsenergie der Molekeln CO und COs,. 3 


Kis folgt 
o = 4,58. 10-35, 
aus der Molekularrefraktion : 
Oo LaaerOaes. 

Bei beiden Molekeln ist also das aus dem Moment errechnete o 
kleiner als das optisch berechnete. Das letztere ergibt ein negatives 
elektrisches Moment. 

Berechnet man fiir CO, p ohne Riicksicht auf die Lonendeformation, 
so bekommt man einen zehnmal zu groBen Wert. Man erhalt das 
richtige p, wenn man mit einer ,effektiven Ladung* ¢ ~ a rechnet, 
deren Wert sich nach Dennison’) aus den Intensitiiten der Higen- 
schwingungen berechnen labt. Im obigen kann man eine anschauliche 
Deutung der effektiven Ladung erblicken. 


1) D. M, Dennison, Phil. Mag. (7) 1, 195, 1926. 


L* 


Uber die Ionisation durch Elektronen 
in einem homogenen elektrischen Felde’). 


Von F. M. Penning in Eindhoven’ (Holland). 
Mit 1 Abbildung. (Eingegangen am 19. Oktober 1926.) 


Die Berechnungen von Hertz iiber Elektronendiffusion und die Messungen von 

Compton und yan Voorhis tiber die Ionisierungswahrscheinlichkeit werden an- 

vewandt auf die Bewegung von Elektronen in einem homogenen elektrischen 

Felde, Es wird die Anzahl der StéBe, der Energieverlust durch elastische StiBe 

und die Anzahl der Ionisierungen pro Lingeneinheit berechnet. Die Resultate 
werden angewandt auf eine Entladung in Neon. 


§ 1. Fiir Berechnungen im Zusammenhang mit der Ziindspannung 
der Edelgase ist die folgende Frage wichtig. Wenn eine Anzahl von 
Elektronen V, ohne Anfangsgeschwindigkeit von einer unendlich grofen 
ebenen Platte in einem gaserfiillten Raume ausgeht, in welchem ein 
homogenes elektrisches Feld herrscht — wo werden dann diese NV, Elek- 
tronen ionisieren und wieviel StéBe haben sie zuvor ausgefiihrt’ Man 
kann diese Frage beantworten, wenn man alle Energieverluste vor der 
Ionisation vernachlissigt und voraussetzt, daB Elektronen und Atome 
sich bei den StéSen verhalten wie vollkommen elastische Kugeln kon- 
stanten Durchmessers ”). 

Fiir diesen Fall hat Hertz®) eine Formel abgeleitet, welche’ die 
Zahl der Zusammenstéfe angibt, waihrend die Wahrscheinlichkeit der 
lonisierung durch einen Elektronenstof von bestimmter Geschwindigkeit 
aus den Messungen von Compton und van Voorhis abgeleitet’ werden 
kann *). 

§ 2. Als Einheit der Lange wihlen wir den Abstand, in welchem 
man senkrecht zur Kathodenoberfliche fortschreiten mu, damit die 


1) Diese Arbeit wurde ausgefiihrt auf Vorschlag von Dr. G. Holst, in Zu- 
sammenhang mit der Theorie von Holst und Oosterhuis tiber den Ziindvorgang 
(Physica 1, 78, 1921; C. R. 175, 577, 1922; Phil. Mag. 46, 1117, 1928). 

*) Der Wirkungsquerschnitt des Atoms fiir Elektronen wird also von der 
Elektronengeschwindigkeit unabhingig angesetzt. Fiir die meisten Kdelgase ist 
das nicht erlaubt, wir wollen diese Berechnungen aber anwenden auf Neon; fiir 
dieses Gas ist die Anderung des Wirkungsquerschnitts mit der Geschwindigkeit 
nur gering (C. Ramsauer, Jahrb. d. Radioakt. 19, 345, 1922). 
= oe Hertz, ZS. f. Phys. 82, 298, 1925. Vgl. A.D. Fokker, Physica 5, 
v04, 40, 


*) K. T. Compton und ©. C. van Voorhis, Phys. Rev. 26, 436, 1925 und 
27, 724, 1926. 
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Spannung um einen Betrag gleich der Jonisierungsspannung JV; des (sases 
zunimmt. Wenn wir alle Energieverluste vernachlassigen, so ist nach 
Hertz, fiir den Fall, daf die Anode sich in einem Abstand a von der 
Kathode befindet, die mittlere Zahl der Zusammenstéfe eines Elektrons 
zwischen # und # + dx 


Be 


2 


“ 
log —d x (1) 
A L 


(x == Entfernung von der Kathode, 4 = freie Weglange der Elektronen, ’ 


beide in der oben angegebenen Einheit). In dem oben formulierten Problem 
soll man sich jedoch die Anode in unendlich grofer Entfernung von der 
Kathode denken. Den Ausdruck (1) kénnen wir aber dabei benutzen, 
wenn wir darunter verstehen: die Zahl der Zusammenstéfe, welche ein 
Elektron im Mittel ausiibt bis zu dem Moment, in welchem es zum ersten- 
mal in die Entfernung « von der Kathode kommt. Fiir eme Anzahl V 
von der Kathode ausgehender Elektronen wird also fiir diesen Fall die 
Gesamtzahl der Zusammenstéfbe betragen : 


3 Naz “ 
rE log 


Weiter kénnen wir fiir jedes dieser Elektronen die Sto$zah] im ge- 


—d¢x. (2) 
2 

nannten Raumelement berechnen zwischen dem Moment, in welchem seine 
Entfernung von der Kathode zum erstenmal a, und dem, in welchem sie 
zum erstenmal a+ da ist. Wir bekommen die Summe dieser Zahlen 
durch Differenzierung von (2), sie ist also: 


3 Na 
2 


dada. (3) 
a 


d 

Diesen Ausdruck wenden wir nun auf das genannte Problem an. 
Von den N, Elektronen, welche die Kathode verlassen, wird nur eine 
gewisse Anzahl] N eine Entfernung > a erreichen kénnen, weil die an- 
deren (N, — N) schon auf geringerer Entfernung ionisiert haben und wir 
jedes Elektron, das ionisiert, von diesem Moment ab auBer Betracht 
lassen. Die Zahl der Zusammenstibe, welche jedes dieser N Elektronen 
in der Zeit erfahrt, in welcher seine Entfernung von der Kathode von a 
bis a -+ da zunimmt, ist unabhaingig von dem Wege, welchen es zuvor 
zurtickgelegt hat; fiir alle N Elektronen zusammen wird diese Zahl also 
auch jetzt noch durch (3) gegeben. Um die Zahl der lonisationen, die 
bei diesen ZusammenstéBen stattfinden, zu berechnen, fiihren wir die 
Wabhrscheinlichkeit ein, daf beim Zusammensto$ Jonisierung auftritt. 
Diese Wahrscheinlichkeit ist eine Funktion der Elektronengeschwindig- 
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keit, also in diesem Falle von x. Setzen wir sie gleich k(x), so wird 
bei der durch (3) gegebenen Zahl der ZusammenstiBe die Zahl der Loni- 
sationen und ebenfalls die Verringerung der betrachteten Elektronenzahl 


sein: 


: 3 Ne 
te Pa 


k(a) dada. ak ©.) 


Die Gesamtzahl der Ionisationen fiir alle N Elektronen in der Zeit 
zwischen den maximalen Entfernungen a und a+ da wird: 


3 Nd 
—dN = 73 2 [ok@ae, 
0 
und das gibt fiir NV: 
a a 
N 3 (da 
lees = 7s|G | ek@ae (5) 


Was die Funktion /(#) angeht, so ist aus den Messungen iiber die 
[onisierungsspannungen bekannt, da diese gleich O ist fir 0< # <1; 
weiter folgt aus den oben zitierten Messungen von Compton und 
van Voorhis, da8 k(#) von « = 1 ab zuerst nahezu linear zunimmt. 
Wir fiihren darum fiir nicht zu grofe Feldstarken als geniigende An- 
niherung ein: 

k(x) = 0 fir «<1, | (6) 
k(c) = @@—1)) firs 1 


Wir bekommen dann fiir a< 1: N — WN, und fiir a > 1 nach (5) 


a a 


NN Stadia 
Wye == Se SS || = I ¢ — wv 
"8 FF aac 1) da, 
1 1 
also: 
N=WN, fir a<l, 
Se de eS Segoe ey (7) 
IN = Nee emp fie @h SS Ih, 


Diese Ausdriicke gestatten es, fiir die betrachteten N, von der Ka- 
thode ausgehenden Elektronen verschiedene GréSen zu berechnen, z. B.: 


1. die Zahl der Zusammensti8e pro Lingeneinheit (B), durch (3) 
bei konstant gehaltenem x, nach a zu integrieren von a — x bis a = co; 


2. die Zahl der Ionisationen pro Lingeneinheit (J), durch (4) bei 
konstant gehaltenem x, nach a zu integrieren von @ = w bis a@ = co; 


= 
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3. den Energieverlust durch elastische Zusammensté8e pro Lingen- 
einheit (#), unter der Voraussetzung, daf ein Elektron im Mittel beim 


Zusammenstof mit einem Atom einen Energiebetrag 
2m a 2m V 
—-e@ Y = —] = 
M M VY; 


verliert (m, e, V bzw. Masse, Ladung und Geschwindigkeit des Elektrons, 


Y, 


- M = Masse des Atoms). Setzen wir die Energie e V; —= 1, so wird 


2 
der Energieverlust an der Stelle x: — x, und die gesuchte Gréfe # wird 


nit: ., 2m 
gefunden durch (3), multipliziert mit —o bei konstant gehaltenem x 


von a@ = @ bis @ = co nach @ zu integrieren. 


Auf diese Weise wird fiir die gesuchten Gréfen gefunden : 


3.N, x log a 


B = # Q(1)— We ) 
nue | al 2m x? 6 Nm a? log « 
Le 1 : 0 E 
m ¢®) aa 
J = 0; 
(ima 
: 2m x? 
fiir 1 SS 1 | E = ir Q ( ; 
J = qu(e@—1)Q@); 
worn E 
| Q(*) = ae (ae Paap (ean a eat ee 


£ 

§ 3. Diese Resultate wurden auf Neon angewandt. Bei einer 
selbstiindigen Entladung in Neon mit geringen Stromstiirken (einige uA) 
beobachtet man die negativen Schichten, welche von Holst und Ooster- 
huis’) als Ausgangspunkt fiir eine Theorie iiber den Ziindvorgang bei 
Edelgasen herangezogen wurden. Der Ziindvorgang selber entwickelt 
sich allmahlich aus einem sehr geringen Strom *), wobei das Feld zwischen 


-geniigend groBen ebenen Platten noch als homogen angesehen werden 


5 
darf; auf diesen Fall sind also die oben angestellten Betrachtungen an- 


wendbar. In dem Gebiet, in dem die Schichten deutlich beobachtbar 
sind, ist das Feld schon durch den EinfluS der Raumladungen verzerrt ; 


3) GEG 
2) Vel. F. M. Penning, Phys. ZS. 20, 187) 1926: 
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diese sind aber noch nicht gro’ genug, um das Feld in den normalen 
Kathodenfall zu konzentrieren, und mit gewisser Anniherung wird man 
die oben erwiihnten Resultate auch hier anwenden diirfen. 

Eine Entladung mit negativen Schichten in Neon, welche ausfiihrlich 
untersucht wurde, fand unter den folgenden Umstinden statt: Die Elek- 
troden waren ebene parallele Kupferplatten von etwa 2,5 em Durchmesser, 
der Abstand war 0,85cm, der Gas- 
druck 7mm, die Stromstiirke 4,7 wA, 
die Roéhrenspannung 162 Volt. Als 
Elektronenwegliinge wurde fiir diesen 
Fall angenommen 0,0116cm?). In 
der oben festgestellten Liingeneinheit 


200 


100 
50 wird nun 

ee 162.0,0116 

ER N0.88 


== (051053. 


Weiter entnehmen wir aus der Kurve, 
welche Compton und van Voorhis?”) 


006 


004 fiir die Zahl der Ionisationen pro Zenti- 
meter bei Neon geben, dai fiir eine 


Geschwindigkeit von etwa 30 Volt gilt: 
k (#) == 0,065 (a — 1). 


Werden diese Werte in die Formel des 


Q002|- 


15 vorhergehenden Paragraphen eingefiihrt, 
so bekommt man auf graphischem 
10 Wege fiir: 
B d J 
—, — und — 
05 , 
No No No 


die in der Fig. 1 gegebenen Kurven. 
Bei der Berechnung der Elek- 

tronenbewegung sind die Geschwindig- 

keitsverluste durch ZusammenstéSe ganz vernachlassigt. Nun werden 


VEO ANTOWAN SSM SONS, 


aber nicht alle Elektronen ionisieren, einige werden auch die Atome an- 


1) Das ist der Wert, welchen Ramsauer (l. c.) fiir eine Geschwindigkeit 
von 30 Volt angibt; nachtraglich zeigte sich niimlich, da die Elektronen in diesem 
Falle im Mittel bei einer Geschwindigkeit von 30 Volt ionisieren. 

*) Gebraucht wurde die korrigierte Kurve von Compton und van Voorhis 
(Phys. Rey. 27, 724, 1926), welche gut iibereinstimmt mit den yon Compton 


und van Voorhis korrigierten Werten yon Hughes und Klein (ebenda 28, 
450, 1924), 
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regen, wie aus dem Auttreten der leuchtenden Schichten zu sehen ist. 
Es gehen also mehr Elektronen verloren als angenommen wurde, alle 
Ordinaten der Figur werden verkleinert werden miissen. Der gesamte 
mittlere Energieverlust durch elastische Zusammenstibe wird also pro 
Elektron kleiner sein, als durch die Oberfliiche der Kurve fiir Hy/N, an- 
gegeben wird. Diese Oberfliiche ist 0,008; durch alle elastischen Zu- 
sammenstife geht mithin im Mittel weniger als 1 Proz. der lonisierungs- 
energie verloren, Man darf also die elastischen Zusammenstéfe in erster 
Anniiherung bei dieser Rechnung vernachlissigen. 

Weiter folgt aus der Kurve tiir J/N, dai die Klektronen im Mittel 
mit einer Geschwindigkeit von etwa 80 Volt ionisieren. 

Bei der genannten ‘Theorie von Holst und Oosterhuis wurde, 
anschhefend an eine friiher von Hertz gegebene Formel, angenommen, 
daS bei Neon in der Niihe der Minimumziindspannung die Energieverluste 
durch elastische Zusammenstife nicht, die durch Anregung dagegen wohl 
vernachliissigt werden diirften. Nach der neuen Formel von Hertz ist 
die Anzahl elastischer Sti be aber viel geringer, und nun stellt sich gerade 
das Umgekehrte heraus. Von der beschriebenen Entladung wurde niimlich 
eine photographische Aulnahme gemacht und das Intensitiitsverhiltnis der 
aufeinanderfolyenden Schichten durch Photometrierung der Schwirzungen 
bestimmt, welche sie auf der photographischen Platte verursacht hatten. 


Nennt man die Intensitiiten (von der Kathode her gerechnet) 7,, 7, usw., so 
5 43 "9 ’ 


wurde gefunden: 7 i / 
: 2 8 4 ) 
i lis) ae - = 18. 

4 9 te 


In dem Idealfall, da’ alle Hlektronen ionisieren, wiirde man 2,0 er- 
warten; man ist also geneigt, aus diesen Resultaten zu folgern, dab 
90 Proz. von den aus der Kathode heraustretenden Klektronen ionisieren 
und 10 Proz. anregen. Das ist aber nur eine untere Grenze fiir die Anzah] 
der Anregungen; durch den Kinflu8 der positiven Lonen ist niaimlich die 
Feldstiirke an der Kathode gréBer als an der Anode. Da nun das Ver- 
hiiltnis der Anregungen zu den Ionisierungen mit abnehmender Feldstiirke 
zunimmt, so wird das Verhiiltnis ¢,/?, dem Verhiltnis der Elektronenzahlen 
in der zweiten und der ersten Schicht nicht gleich, sondern grifver sein; 
die Prozentzahl, welche anregt, ist also gréBer als LO Proz. 

Es ist die Absicht, diese geschichtete Entladungsform unter ver- 
einfachten Umstiinden niher zu studieren, woraus dann vielleicht quanti- 
tativ das Verhiiltnis der Zahlen der lonisierungen und der Anregungen 
abgeleitet werden kann, 

Eindhoven (Holland), Phys. Lab. d. Philips’ Gliihlampentabriken A.-G. 
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Bemerkung tiber das 4-Dublett des Argons. 
Von W, Grotrian in Potsdam. 


(Kingegangen am 20. Oktober 1926.) 


Ws wird gezoigt, dab die von Meissner im Bogenspektrum des Argons gefundene 


Differenz der Seriengrenzen <y — 1423,2cm=! in ihrer Deutung als M-Dublett 

auf cine Abschirmungskonstante g — 7,8 fihrt, die in Whereinstimmung ist mit 

dem Wert s 7,5, der sich aus der von Turner beobachteten Aufspaltung 
Ay —~ 881om~! dor beiden tiefsten Dubletterme des Chloratoms berechnet, 


Die Analyse des Argon-Bogenspektrums, die K. W. Meissner") 
kitrzlich sehr weitgehend gelungen ist, hat ergeben, dali dies Spektrum in 
seiner Struktur dem Neon-Bogenspektrum vollkommen analog gebaut ist. 
ir die vorliegende Notiz ist von Wichtigkeit, dai Meissner auch beim 
Argon zwei Seriengrenzen mit der Differenz dv == 1423,2 em~? findet 
und diese in Analogie zum Neon?) deutet als die Differenz der beiden 
Réntgenniveaus M,, und M,, (M, und M, in der Bezeichnung von Sommer- 
feld®) und Siegbahn*), My, und My, in der Bezeichnung von Bohr 
und Coster), Meissner weist in einer Fubnote®) darauf hin, dah die 
Kixtrapolation der Dublettgréfe aus Réntgendaten auf einen bedeutend 
kleineren Wert fihrt, als beobachtet ist. In der Tat, berechnet man die 
Dublettautspaltung nach der von Sommerfeld gegebenen relativistischen 
Formel unter Zugrundelegung einer Abschirmungskonstante 8 == 8,5, dem 
Mittelwert aus den Beobachtungen im Réntgengebiet, so erhilt man 
Av = 860cem~'!, Diese Diskrepanz erscheint nun aber durchaus ver- 
stiindlich, wenn man bedenkt, dai der Wert der Abschirmungskonstante 
s == 8,5 ermittelt ist aus Beobachtungen bei Klementen mit 7 == 37 bis 
2, also bei Klementen, bei denen die M-Schale der dreiquantigen Elektronen 
schon voll besetzt ist, wihrend bei Argon erst 8 von den 18 Elektronen 
der M-Schale vorhanden sind. Dementsprechend sollte man erwarten, 
dai auch die Abschirmungskonstante s fir Argon anders und zwar kleiner 
ist als 8,5. Berechnet man umgekehrt aus der von Meissner beobach- 
teten Dublettdifferenz dy == 1428,2cm—! nach der Sommerfeldschen 


1) K. W. Meissner, ZS, f. Phys. 87, 238, 1926 und 89, 172, 1926. 

2) W. Grotrian, ebenda 8, 116, 1921. 

5) A. Sommerfeld und G. Wentzel, ebenda 7, 86, 1921 und G. Wentzel, 
ebenda 16, 46, 1923. 

*) M. Siegbahn, Spektroskopie der Réntgenstrahlen. Berlin, Springer, 1924, 

5) N. Bohr und D. Coster, ZS. f. Phys. 12, 842, 1928. 

6) K. W. Meissner, 1. c. §, 176. 
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Formel die Abschirmungskonstante, so erhilt man s 7,8. Dab dies 


tatsichlich fiir die mit 7 bzw. 8 Elektronen besetzte M-Schale der richtige 
Wert der Abschirmungskonstante ist, erfihrt seine Bestitigung aus den 
spektroskopischen Beobachtungen bei Chlor. Turner’) hat die Auf. 
spaltung der beiden tiefsten Dubletterme 77, und ?P, der Halogenatome 
'Cl, Br und J aus dem Auftreten konstanter Schwingungsdifferenzen extrem 
_ultravioletter Spektrallinien ermittelt und findet fiir Cl dy == 881 em=!, 
Berechnet man daraus nach der Sommerfeldsechen Ilormel die Ab- 


mit s = 7,8 fiir Argon geht hervor, da’ die Abschirmungskonstante tat- 
sichlich etwa um eine Hinheit kleiner ist, als bei den Mlementen mit 
héherer Atomnummer, und dab an der Richtigkeit der Deutung der Differenz 
der Seriengrenzen in Argon als M-Dublett nicht zu zweifeln ist, Die 
Abweichung zwischen s == 7,5 fiir Cl und s == 7,8 fiir A bleibt immerhin 

-bemerkenswert, ist aber nicht griber als die Abweichungen zwischen den 
Abschirmungskonstanten benachbarter Elemente héherer Atomnummer, 
wie sie sich aus den Beobachtungen im Réntgenspektrum ergeben, 


Potsdam, Astrophysikalisches Observatorium, 


1) L. A. Turner, Phys. Rev. 27, 397, 1926, 


Uber die Anwendbarkeit von Entladungsrohren 
mit Edelgasfiillung als Photometer ’). 


Von Heinrich Kniepkamp in Berlin. 


Mit 9 Abbildungen. (Eingegangen am &. Oktober 1926.) 


In Glimmentladungsréhren treten unter besonderen Umstiinden bei Bestrahlung der 
Kathode mit ionisierender Strahlung einzelne Ziindungen in unregelmifigen Leit- 
abstiinden auf. Die mittlere Zahl dieser Ziindungen in der Zeiteinheit ist der 
Stiirke der cinfallenden Strahlung proportional, wenn der Entladungsvorgang 
stérungsfrei verlaufen kann. In diesem Falle besitat die yeitliche Verteilung der 
Yiindungen reinen Zufallscharakter. Die Verwendung dieser Entladungsart er- 
miglicht die Photometrie auferordentlich geringer ultravioletter Lichtstirken. 


Einleitung. 

Die Méglichkeit, eine gewéhnliche Glimmlampe zum Nachweis ioni- 
sierender Strahlung (B,-y,-Réntgenstrahlung, kurzwelliges Licht) zu ver- 
wenden, ist schon seit lingerer Zeit*) bekannt. Sie beruht darauf, dab 
nach Anlegung einer etwas niedrigeren Spannung als die Ziindspannung 
an die Blektroden durch Bestrahlung der Kathode mit einer dieser Strah- 
lungsarten die Glimmentladung hervorgerufen wird. Versuche von 
y. Bacyer und Kutzner®) deuteten nun auch auf die Méglichkeit hin, 
quantitative Messungen ionisierender Strahlung mit der Glimmlampe zu 
unternehmen, insbesondere die Glimmlampe als Photometer zu benutzen. 
In einem Entladungskreise, bestehend aus Spannungsquelle, Glimmlampe, 
Vorschaltwiderstand (GréSenordnung 10° Ohm) und Parallelkapazitit von 
mehreren hundert Zentimetern, treten bei Spannungen, die etwas unter- 
halb der Ziindspannung der Lampe liegen, disruptive, zeitlich unregel- 
mibige Ziindungen auf, sobald die Kathode mit ionisierender Strahlung 
bestrahlt wird. Die mittlere Anzahl pro Zeiteinheit dieser Ziindungen 
ist ein Maf fiir die Intensitit der betreffenden Strahlung. Bei den er- 
wiihnten Versuchen wurde die Proportionalitit zwischen mittlerer 
Ziindungszahl und Bestrahlungsstiirke gestért durch verschiedene Kin- 
fliisse, denen der Ziindungsvorgang unterlag und von denen zwei be-— 
sonders hervortraten. Der eine wurde ausgeiibt von der Trigheit der 
Registrierapparatur und des Entladungskreises, die es verhindert, dab zwei — 
Ziindungen in beliebig kurzen Zeitabstiinden aufeinander folgen kénnen. — 


‘) Ausyug aus der Berliner Dissertation. 

*) L. Bergmann, ZS. f. Unterr. 85, 165, 1922; A. Lambertz, Phys. 28. 
26, 254, 1925; H. Greinacher, ebenda 26, 376, 1925, 

By Onva Baayen und W, Kutzner, ZS. f. Phys. 21, 46, 1924. 
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i Die andere Stérung beruhte auf dem Auftreten des sogenannten_,, Dunkel- 
effektes*, d.h. Ziindungen, die auch nach Entfernung der Strahlungs- 


quelle auftreten. Die Ursache dieses Dunkeletfektes, der auch beim 
Arbeiten mit der Geigerschen Kammer eine bekannte Erscheinung ist, 
ist noch ungeklart. 


)) Der gleiche Entladungsvorgang ist auch von Elster und Geitel') 


in gasgefiillten Photozellen mit Alkalielektroden beobachtet worden. Sie 
fanden ebenfalls angenihert Proportionalitét zwischen mittlerer Ziindungs- 
zahl und Lichtintensitét. Die Lichtempfindlichkeit der Photozelle iiber- 
traf bei Verwendung dieser Entladungsart ganz bedeutend diejenige der 
in der iiblichen Weise benutzten Zelle. Jedoch stérte der Dunkeleffekt 
die Messungen derartig, dafi eine praktische Auswertung der Erschei- 
nung fiir eine Verbesserung der photometrischen MeSmethoden nicht in 
Frage kam. 

In der hier mitgeteilten Arbeit sollte versucht werden, eine Klirung 
der Frage herbeizutiihren, ob sich durch Variation und besonders giinstige 
Wahl der Versuchsbedingungen bei der Glimmlampe eine Reduzierung 
der stérenden Hinfliisse in so weitgehendem Mafe erziclen labt, daB die 
Anwendbarkeit der Glimmlampe als praktisch brauchbares Photometer 
erméglicht wird. 

Kin Urteil dariiber, ob der Ziindungsvorgang systematischen Kin- 
wirkungen unterworfen ist, lat sich gewinnen durch die Untersuchung 


der zeitlichen Verteilung der Ziindungen. Denn das Zustandekommen 


einer Ziindung ist abhingig von dem Zusammenwirken verschiedener 


Vorprozesse in der Entladungsstrecke, die Zufallscharakter besitzen: 


a) Auslésung eines oder mehrerer primirer Elektronen in der Ent- 
ladungsstrecke mit solchen Anfangsgeschwindigkeiten, daB sie nach Dnrch- 
laufen eines Teiles der Entladungsstrecke die zur Stobionisation nétige 
Energie erlangen kénnen. 

b) Schaffung giinstiger StoBbedingungen fiir diese Klektronen und 
fiir die von ihnen erzeugten Lonen, damit ein Anwachsen der lLonisation 
erméglicht ist, was schlieBlich zur Ziindung fiihren kann. 

Ks ist daher anzunehmen, dai aus der Menge der durch die aubere 
lonisationswirkung pro Zeiteinheit an der Kathode ausgelésten primiiren 
Elektronen nur wenige, nach Zufallsgesetzen ausgewahlte fiir die Herbei- 
fiihrung von Ziindungen in Frage kommen. Wenn nun dafiir gesorgt ist, 
da® die Entladung sofort nach der Ziindung wieder verlischt und der 


1) J. Hlster und H. Geitel, Phys. ZS. 17, 268, 1916. 
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Gasraum wieder in den anfinglichen Zustand versetst wird, mu’ sich 
also eine geitliohe Verteilung der Ziindungen erwarten lassen, die nach 
Zulallsgesetzen geregelt ist. Kine solohe Verteilung Hibt sich auf Grund 
dor Wahrscheintichkeitstheorio vorher angeben,  Unterliegt aber der 
Entladungsvorgang systematischen Stdrungen, so wird die Ztindungs- 
vortoilung die Wahrscheinlichkeitsgesetze nicht mehr erfiillen, sondern es 
miissen sich swischen theoretischor und oxperimenteller Verteilung 
typisehe Abweichungen einstellen, aus denen umgekehrt anf den Sinn 
und die Stirke der Stérungseinflisse geschlossen werden kann, 

Im folgenden soll gezeigt werden, dab cine Ubereinstimmung der 
Ziindungsverteilung mit der theoretisch auf Grund der Wahrschoinlichkeits- 
gesotye geforderten Verteilung eine Vorbedingung dafiir ist, da Propor- 
tionalitit xwischon mittlerer Ziindungszahl und Lichtintensitiit besteht. 


Apparate und Versuchsanordnung,. 


Die bei den Messungen benutzte Vorsuchsanordnung bestand in der 
Hauptsache aus zwei Teilen, nimlich dem Kntladungskreise und der 


Nigel, GU Entladungerdhre, Wy stutenweise verinderlicher Widerstand, Wy Sebutze 

widerstand dos Saitengalvanometers, C Drehkondenaator, 2 Hochapannungss 

batterie, 1’ Voltmeter, 7 ‘Transtormator, 4 Saitengalvanometer, 7 Telephon, 
Roegistrierapparatur. Die Schaltung ist im einzelnen aus der Fig. 1 zu 
ersehen. Im linken Teile der Figur ist der Mntladungskreis in der 
Schaltung dargestellt, die von vy, Baeyer und Kutzner") gu ihren 
Untersuchungen benutzt wurde. Sie wurde auch in der vorliegenden 
Arbeit verwendet, jedoch nur als Basis fir die Mntwiellung einer end- 
gliltigen Anordnunp. Hierauf wird im Voerlaut der spliteren Darstellung: 
niher eingeganeen werden, 

Die Registrierung der Zlindungen erfolpte photographiseh mittels 
*] , J it ‘ \ - s ; ‘ a ’ 4 
eines Saitengalvanometers. Als Saite wurde ein etbwa 1 bis 2p starkes, 


Aye ee 


" 
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0,5mm breites Al-Bindchen benutzt. Die Bewegung der Saite war so 
aperiodisch, da nach jedem Ausschlag nur ein einmaliges, unwesent- 


— liches Uberschreiten der Ruhelage stattfand. Eine zweite Saite diente 


dazu, um auf demselben Registrierstreifen auch eine Zeitmarke aut- 


_zaunehmen. Als Zeitmarkengeber bewihrte sich ein Chronograph, der 


) Zeitmarken von aie Sek. lieferte. Die Konstanz der Zeitmarkenaus- 


‘ schlige wurde mit einer elektromagnetischen Stimmgabel mit 50 Schwin- 


gungen pro Sekunde gepriift. Diese betrieb eine kleine Helumrohre, 
welche in den Strahlengang der Beleuchtung passend eingebaut war, und 
deren periodische Helligkeitsschwankungen sich als feine dunkle Striche 
auf dem Streifen zeigten. Es ergab sich, daB die Zeitmarke bis auf 
Schwankungen von ungefihr ‘Iiog Sek. konstant war. 

Zur Verstirkung der sehr schwachen Entladungsstréme (GréBen- 
ordnung 10~—® bis 10—® Amp.) zum Zwecke der Registriernng erwiesen 
sich gewéhnliche Verstirkerlampen wegen ihrer ungentigenden Gitter- 
isolation als unbrauchbar. Es wurde daher eine Doppelgitterréhre be- 
nutzt, deren Steuergitter eine von den iibrigen Elektrodenzufiihrungen 
weit getrennt angebrachte, mit Bernstein isolierte Z ufiihrung besitzt. 
Solche Réhren werden von der Firma Siemens & Halske fiir die Roéntgen- 
dosimetrie hergestellt *). 

Mit dieser Registrierapparatnr konnten noch Ziindungen, deren Ab- 
stand voneinander etwa 1/,,, Sek. betrug, deutlich getrennt werden. 

Der Widerstand W, bestand aus Silitstiben. Er war in fiinf Stufen 
veranderlich und betrug insgesamt 1,4.10° Ohm. Die Silitstibe hingen 
zum Schutz gegen Feuchtigkeit in einem verschlossenen, mit CaCl, be- 
schickten GefiSe. Ihre Durchfiihrungen durch den Deckel des Gefibes 
waren mit Bernstein isoliert. 

Die Vorversuche wurden an gewiéhnlichen, im Handel befindlichen 
Glimmlampen ausgefiihrt. Am geeignetsten erwiesen sich zwei Lampen 
von Pintsch mit Ne-He-Gemischfiillung und Eisenelektroden. Fiir die 
eigentlichen Messungen wurden jedoch besondere Entladungszellen kon- 
struiert. Fig. 2 zeigt schematisch diejenige (Entladungszelle A), an der 
die Mehrzahl der Messungen ausgefiihrt wurden. Das Elektrodensystem 
wurde demjenigen einer von Geiger und Rutherford’) angegebenen 
Zihlkammer fiir ¢-Strahlen nachgebildet. Als Anode diente ein Zylinder 
aus 0,3 mm starkem Hisenblech von 3 cm Liinge und 2,6 cm Durchmesser 


1) Ebensogut eignet sich fiir diesen Zweck die Doppelgitterréhre R E 82 
von Telefunken. 
*) H.Geiger und E. Rutherford, Phil. Mag. 24, 618, 1912. 
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mit halbkugeliger Stirnfliche, als Kathode eine ausgegliihte Stahlkugel 
vom 4mm Durchmesser, die konzentrisch mit der Halbkugelfliiche der 
Anode angeordnet war. Bestrahlt wurde die Kathode durch eine Offnung 
von 2mm Durchmesser in der Anodenstirnfliche. Auf das Glasgefif 
wurde in Richtung des Strahlenganges an einem 10cm langen Rohransatz 
ein Quarzfenter Q aufgekittet. 

Hine’ andere, spiter konstruierte Zelle B zeigt Fig. 3. Die Klek-- 
stroden bestanden aus zwei Drahten von 1,5 mm Stiirke und der aus der 
Figur ersichtlichen Form mit dem geringsten Abstand von 6mm von- 
einander. Das Gefi$ bestand aus durchsichtigem Quarz, das Material 
der Drihte war eine zum Einschmelzen in Quarz geeignete Spezial- 
legierung der Firma Ulbrich in Jena, von der dio Zelle hergestellt 
wurde. 

Vor Beginn der Versuche wurden die Elektroden der Entladungs- 
zellen durch langdauernde starke Glimmentladung in Edelgas- oder 


Pp “ 


Fig. 2. Fig, 3, 
Wasserstoffatmosphire oberflachlich von anhaftenden Verunreinigungen 
gesiubert. Der Gasinhalt wurde dann nach Evakuierung des GefaBes 
bis zum Klebevakuum eingefiillt. Als Fiillgas wurde ein Gemisch von 
Ne und He verwendet (69,5 Proz. Ne, 30 Proz. He, 0,5 Proz. N,). In 
spateren Versuchen zeigte sich auch Wasserstoff als brauchbar. Er wurde 
aus dem Kippschen Apparat mittels Diffusion durch ein elektrisch ge- 
gliihtes Pd-Rohrchen in den Entladungsraum eingelassen. — Die Ent- 
ladungszelle A wurde nach Fiillung mit dem Edelgasgemisch unter dem 
Drucke von 15mm Hg abgeschmolzen. Ihre Ziindspannung war im 
Vergleich zu der anderer, mit demselben Gasgemisch gefiillten Glimm- 
Jampen bei gleichem Gasdruck, Elektrodenabstand und Widerstand auf- 
fallend hoch. Sie betrug etwa 250 Volt, wihrend sie bei den Glimm- 
lampen in der Regel zwischen 180 und 200 Volt lag. Da es eine 
bekannte Tatsache ist, daB schon verhiltnismaSig geringfiigige Verun- 
reinigungen des Gasgemisches durch unedle Gase, z. B. Sauerstoff oder 
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CO,, eine erhebliche Erhéhung des Ziindpotentials bewirken, konnte eine 
soleche Verunreinigung als Grund fiir die ungewdhnliche Héhe desselben 
bei dieser Entladungsréhre angenommen werden. Nun zeigt es sich aber 
auch, da die Hohe der Ziindspannung stark abhingig war von der 
) Temperatur. Schon ein geringes Erwirmen der Glaswandung des Gefibes 
bewirkte eine merkliche Erhéhung der Ziindspannung, wihrend bei Ab- 
ktthlung das Entgegengesetzte, eine Erniedrigung derseiben eintrat. So 
konnte man z. B, durch Kintauchen des Pumpansatzes P (Fig. 2) in Eis- 
wasser eine Krniedrigung der Ziindspannung um etwa 10 Volt hervor- 
rufen, Bei Abkiihlung durch fltissige Luft ging sie sogar bis auf 200 Volt 
herunter. — Diese Beobachtung legte den Schlu8 nahe, daB man es hier 
hauptsichlich mit Verunreinigung der Entladungsstrecke durch leicht zu 
kondensierende Dampfreste, wahrscheinlich Wasserdampfreste, zu tun 
hatte, mit deren Vorhandensein durchaus gerechnet werden mufte. Denn 
eine weitgehende Entfernung derselben durch Erhitzen der Glaswinde 
| vor Fiillung des Gefibes war wegen des aufgekitteten Quarzfensters nicht 
moglich, 
Als Bestrahlungsquelle eignete sich sehr gut eine Wolfram-Spiral- 
lampe mit Quarzfenster nach Gehlhoff!), die bei einer Belastung mit 
12 Amp. noch bis etwa 270 mu merkbare Energie lieferte. 


Verschiedene Methoden zur Erzeugung der disruptiven 
Entladung. 

Im Zulallscharakter der Ziindungsverteilung liegt begriindet, dag 

zwei Ziindungen theoretisch in beliebig kurzen Abstiinden aufeinander 


folyen kénnen. Daher muf, damit eine solche Verteilung nach Zufalls- 
gesetzen und also ein ungestérter Verlauf des Ziindungsvorganges ge- 
wiihrleistet ist, der Mntladungskreis zwei Bedingungen erfiillen: 

1, Die Entladung mus sofort nach der Ziindung wieder verléschen 

2. Die Entladungsstrecke muf sofort nach dem Verléschen der Ent- 
ladung imstande sein, bei einer neuen primiren Ionisation wiederum 
zu ziinden, 

Als weitere wichtige Bedingung fiir die Brauchbarkeit der Appa- 


me D-II ial 


ratur kommt die Unterdriickung bzw. Reduzierung des Dunkeleffektes 
auf ein praktisch unwesentliches Maf hinzu. 

Ks wurden drei Anordnungen des Entladungskreises auf ihre Brauch- 
barkeit gemiiB den obigen Bedingungen untersucht. 


1) G. Gehlhott, ZS. ft. techn. Physik. 1, 10, 1920. 
\ Zeitschrift fir Physik, Bd. XL. 9 
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A. Vorschaltwiderstand mit Parallelkapazitat. 


Als erste kam die von y. Baeyer und Kutzner') angegebene An- 
ordnung in Frage. Sie ist eine der gebrauchlichen Schaltungen zur 
Erzeugung der periodisch intermittierenden Glimmentladung. Die Ent- 
ladungszelle liegt in Reihe mit einem hohen Widerstande, dem eine kleine 
Kapazitit parallel geschaltet ist. Diese Kapazitiit ladt sich im Falle 
eines Entladungsstromes auf und erzeugt eine Gegenspannung, die die 
Elektrodenspannung unter den Minimalwert der Entladungsspannung 
(Léschspannung) herunterdriickt und so ein Verléschen der Entladung 
bewirkt. Die Kapazitit entlidt sich alsdann iiber den hohen Wider- 
stand. Ist fiir geniigende, danernde Ionisation der Gasstrecke gesorgt, 
was bei Spannungen oberhalb der Ziindspannung im allgemeinen auch 
nach Entfernung der duSeren lonisationsquelle der Fall ist, so entsteht 
die intermittierende Entladung, deren Frequenz eine Funktion der GréBe 
von Kapazitaét und Widerstand ist. Liegt die Elektrodenspannung dicht 
unterhalb der Ziindspannung, so tritt nach den Versuchen von v. Baeyer 
und Kutzner nach Verlischen der Entladung und Ausgleich der Kapa- 
zititsaufladung kein ,selbstindiges Ztinden“ ein, sondern es bedartf 
dazu einer erneuten primiren Jonisation mit Hilfe der iuBeren Strahlungs- 
quelle. 

Diese Methode erméglicht, wie aus den spater angefiihrten Resultaten 
hervorgeht, nur im beschrinkten Mafe einen praktisch ungestérten Ent- 
ladungsvorgang, und zwar aus folgendem Grunde. Nach dem Verliéschen 
der Entladung kann eine Neuziindung erst nach einer bestimmten Zeit 
eintreten, nimlich dann, wenn sich die Kapazititsaufladung iiber den 
Widerstand soweit ausgeglichen hat, dai wieder die volle urspriingliche 
Spannung an den Elektroden liegt. Diese ,Ablaufzeit*, die dem Produkte 
aus Kapazitiit und Widerstand proportional ist, bedingt fiir die méglichen 
Zeitabstiinde zwischen je zwei Ziindungen eine untere Grenze, was mit 
einer Zufallsverteilung der Ziindungen unvertraglich ist. Der Einflu8 
dieser durch die Ablaufzeit verursachten Trigheit des Entladungskreises 
lat sich dadurch praktisch ausschalten, da8 man sich auf das Arbeiten 
mit geniigend kleinen mittleren Ziindungszahlen beschrankt. Der Pro- 
portionalititsbereich der Zelle wird dadurch natirlich verkleinert. 

Der Versuch, die Trigheit des Entladungskreises durch Herab- 
setzung der Kapazitit weitgehend zu vermindern, fiihrt im allgemeinen 
nicht zum Ziel. Zu einer bestimmten Kapazitit gehért ein bestimmter 


ith ie, 
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‘Minimalwiderstand, dessen Unterschreitung das Aufhéren der Lésch- 
‘wirkung im Entladungskreise zur F olge hat. Dieser Minimalwiderstand 
)wichst aber mit abnehmender Kapazitat, und zwar in steigendem Mage, 
was der beabsichtigten Verkleinerung des fiir die Ablaufzeit maBeebenden 
\Produktes Kapazitiit mal Widerstand entgegenwirkt. 


B. Vorschaltwiderstand ohne Parallelkapazitat. WVerun- 
reinigte Gasstrecke. 

Mit geniigend hohem Widerstande 148t sich auch ohne Parallel- 
xapazitét die Léschwirkung aufrechterhalten. Als wirksame Kapazitiit 
St dann im Entladungskreise nur die Eigenkapazitét der Entladungszelle 
vorhanden, und der Widerstand mu8 diesem Kapazititswerte angepabt 
werden. (Bei den untersuchten Entladungszellen und Glimmlampen 
Wwariierte er zwischen 107 und 10° Ohm.) Von groBer Wichtigkeit war 
aun die Beobachtung, daB auf die GréBe des fiir diesen Fall bendtigten 
| Widerstandes auch die Zusammensetzung des Gasinhaltes, vor allem eine 
Werunreinigung desselben von bestimmter Bedeutung ist. Folgender 
Versuch mit der Entladungszelle A, deren Gasinhalt, wie oben berichtet, 
Werunreinigungen durch leicht kondensierbare Dampfreste aufwies, zeigt 
lies besonders deutlich. Bei Zimmertemperatur von etwa 20° geniigte 
»in Widerstand von etwa 40.10% Ohm, um Loéschwirkung auch ohne 
?arallelkapazitit zu erhalten. Sobald nun der Pumpansatz P in fliissige 
uuft getaucht wurde, hérte die Lischwirkung auf. Mit der Ziindung 
ptat die kontinuierliche selbstindige Entladung ein. Offenbar stand also 
ie Léschwirkung in engem Zusammenhange mit dem Verunreinigungs- 
prad der Gasstrecke. Man kénnte als Erklarung dafiir das Auftreten 
)on Raumladungen oder Doppelschichten in den die Elektroden iiber- 
Piehenden Verunreinigungsschichten heranziehen, die beim Einsetzen des 
mtladungsstromes sich aufladen und sich nach Verlischen der Entladung 
prieder ausgleichen'). Hierauf wird spiter noch etwas niher eingegangen 
)rerden. 

In der ungekiihlten, nur mit Vorschaltwiderstand versehenen Ent- 
“\dungszelle A traten bei Bestrahlung mit ultraviolettem Licht die 
‘iindungen bei einer gewissen Minimalspannung zuerst sehr selten, mit 


1) Bei Versuchen iiber den Beginn der Glimmentladung in Luft- und Wasser- 
off bei duBerer Ionisation der Gasstrecke beobachteten auch BE. Reiche (Ann. d. 
Mhys. 52, 109, 1917) und K. Oelkers (Ann. d. Phys. 74, 703, 1924) zwischen stiller 
)ntladung und Glimmentladung eine aus disruptiven Entladungen bestehende Uhber- 
jangsart und fiihrten als Ursache hierfiir ebenfalls Verunreinigung der Ent- 
\.dungsstrecke durch Dampfreste an. 


O* 
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steigender Spannung immer hiufiger auf. Im Telephon waren sie als 
scharfe, knackende Geriiusche festzustellen. Bei einer bestimmten Spannung 
setzte dann die selbstiindige Entladung ein, zuerst noch stark diskon- 
tinuierlich, was das knarrende Geriéusch, das sie im Telephon hervor- 
rief, bewies, mit weiter steigender Spannung dann immer kontinuierlicher 
werdend.’ Zwischen der unselbstindigen disruptiven Entladung und der 
selbstindigen Entladung lag ein schmales Ubergangsgebiet, in dem , Mehr- 
fachziindungen* an Zahl prozentual sehr hervortraten, d. h. Ziindungs- 
komplexe, die sich aus mehreren Einzelziindungen von so schneller Auf- 
einanderfolge zusammensetzten, da8 sie im Telephon knarrende Geriiusche 
hervorriefen und vom Saitengalvanometer gerade noch getrennt wurden. 
Die Prozentzahl dieser Mehrfachziindungen nahm mit wachsender 
Spannung rasch zu. Mit den Mehrfachziindungen trat auch der Dunkel- 
effekt, der vorher von unbedeutender Stiirke war, mehr in Erscheinung. 
Er wuchs ebenfalls mit der Spannung. 

Die in dieser Arbeit angefiihrten quantitativen Untersuchungen sind 
in der Mehrzahl an der ungekihlten Entladungszelle A ohne Parallel- 
kapazitit ausgefiihrt. 


C. Ventilréhre. 


Kine weitere Methode zur Erzielung der disruptiven Entladung 
beruht auf der Begrenzung des Entladungsstromes durch eine Gliih- 
kathodenréhre, die statt des hohen Vorschaltwiderstandes als Ventilréhre 
(Gitter und Anode kurzgeschlossen) in den Entladungskreis geschaltet 
wird. Diese Methode ist zuerst von Geffcken+) zur Untersuchung der 
Entladungscharakteristik verwendet worden. 

Der Siattigungsstrom der Glithkathodenréhre, der von der Spannung 
weitgehend unabhingig ist und durch die Heizung des Gliihfadens in 
weiten Grenzen verandert werden kann, stellt die obere Grenze des 
Entladungsstromes dar. Bei einer oberhalb der Ziindspannung liegenden 
Spannung kann dann durch Verinderung der Heizstromstarke jeder Punkt 
der Entladungscharakteristik dargestellt werden. Bestrahlt man nun die 
Kathode der Entladungsréhre und steigert man die Heizstromstirke all- 
méhlich von kleinen Werten herauf, so setzen bei einer gewissen Heiz- 
stromstirke zunichst sehr selten die Ziindungen ein, mit weitersteigender 
Heizung vermehren sie sich sehr rasch und werden bei einer gewissen 
Entladungsstromstirke von einer plitzlich einsetzenden kontinuierlichen 
Entladung abgelést. Diese Grenzstromstirke ist von der Spannung un- 


1) H. Geffcken, Phys. ZS. 26, 241, 1925. 
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_abhingig. Bei konstanter Sittigungsstromstirke wird die mittlere 
| Ziindungszahl durch Steigerung der Spannung langsam vergriSert. Erst 
bei verhialtnismafig sehr hohen Uberspannungen treten Mehrfach- 
zindungen in auffallendem Mae in 
» Erscheinung. 
Die Schaltung des Entladungs- 
kreises ist in Fig. 4 wiedergegeben. 
"Sie ist dieselbe wie die des in Fig. 1 
- dargestellten Entladungskreises, wenn 
man sich den Widerstand W, durch 
die Glihkathodenréhre &, ersetzt 
_denkt. Der Widerstand W, diente 
als Gutterkreiswiderstand der Ver- 
_ stirkerréhre (etwa 2.10°Ohm). Die 
| verwendete Glihkathodenréhre fh, 
war eine Verstirkerréhre nach Telefunken in einer alten Ausfiihrung, bei 


der die Isolation zwischen Heizdraht einerseits und Gitter und Anode 
andererseits wegen der weitgetrennten Anordnung der Zufiihrungen be- 
-sonders gut war. 


Dunkeleffekt. 


Der Dunkeleffekt trat in den untersuchten Entladungszellen in ver- 
)schiedener Starke auf. Wiéhrend er in einigen so gering war, daf er 
| praktisch vernachlassigt werden konnte, machte er in anderen einen so 
groBen Prozentsatz der gezihlten Ziindungen aus, daf sie fiir quantitative 


Untersuchungen unbrauchbar waren. 

Ein wirksames Mittel zu seiner Unterdriickung fand sich in der Ver- 
unreinigung des Gasinhaltes, z. B. durch Wasserdampfreste oder Zusitze 
von unedlen Gasen (Wasserstoff, Luft). Hierauf fiihrte die Beobachtung, 
da8 der Dunkeleffekt in der ungekiihlten Entladungszelle A bedeutend 
geringer war als in derselben mit fliissiger Luft gekiihlten Zelle. Offenbar 
wirkte das Vorhandensein der Dampfreste in der ungekiihlten Zelle auf 
die Stirke des Effekts vermindernd ein. Bei der Entladungszelle B, bei 
der wegen des Fehlens jeglicher Kittung durch starke Erhitzung des 
‘Quarzgefabes und durch Vorlage mit fliissiger Luft wihrend des Aus- 
‘pumpens und Fiillens fiir die Fernhaltung von kondensierbaren Dampfen 
gesorgt werden konnte, ermiglichten Zusatze von trockener Luft oder 
Wasserstoff (15 bis 25 Proz.) die fast véllige Unterdriickung des an- 
‘fanglich starken Dunkeleffekts. AuSerdem ergaben Versuche iiber die 
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Kignung von reinem Wasserstoff als Fiillgas, die noch nicht abgeschlossen 
sind, da’ der Dunkeleffekt in diesem Gase bedeutend schwicher auftritt 
als in reinem Kdelgase. 

Von einer eingehenderen Untersuchung des Dunkeleffekts wurde in 
dieser Arbeit Abstand genommen. Es geniigte, ein Mittel zur Reduzierung 
dieses Stérungseinflusses auf ein fiir die Messungen unwesentliches Mab 
gefunden zu haben. 


Priifung der Proportionalitat zwischen Lichtintensitat und 
mittlerer Ziindungszahl. 


A, Entladungskreis mit Parallelkapazitat. 


Diese Anordnung des Entladungskreises besitzt, wie schon erwiahnt, 
infolge der Ablaufsdauer der Kapazitiitsaufladung eine elektrische Trag- 
heit, die den Entladungsvorgang und die Ztindungsverteilung sehr beein- 
fluBt. Ks kann daher erwartungsgemé$ auch keine oder nur sehr an- 
geniherte Proportionalitit zwischen Lichtstirke und mittlerer Ziindungszahl 
bestehen. 

Von den Versuchen, die diese Erwartungen bestitigten, sei als 
Beispiel der Versuch 1 (‘Tabelle 1) in seinem Ergebnis angefiihrt. Als 
Entladungszelle diente hierbei die in der oben angegehenen Weise mit 
flissiger Luft gektihlte Entladungszelle A. Die Gré8e des Vorgchalt- 
widerstandes war etwa 100.10° Ohm, der Kapazitit etwa 100 cm, Werte, 


die sich bei Versuchen, die Ablaufzeit so klein wie miglich zu machen, — 


als die verhiltnismifig gtinstigsten herausgestellt hatten. Die Spannung 
lag dicht (1 bis 2 Volt) unterhalb der Ziindspannung und betrug 206 Volt. 
Bestrahlt wurde mit der Wolframspirallampe, die Intensitétsinderung 
geschah durch Anderung des Abstandes zwischen Entladungszelle und 
Bestrahlungslampe. | 

Die beiden Aufnahmen sind unter Konstanthaltung aller sonstigen 
Versuchsvariablen bei verschiedenen Beleuchtungsstirken aufgenommen 
worden. 

sestinde Proportionalitét zwischen mittlerer Ziindungszah] und Be- 
leuchtungsstarke, so miiSten sich die mittleren Ziindungszahlen zueinander 
entsprechend dem Mntfernungsgesetze umgekehrt wie die Quadrate der 
Abstainde zwischen Beleuchtungsquelle und Zelle verhalten. Ein Blick 
auf die Tabelle zeigt, da dies bei dem Versuch I nicht annihernd der 
Fall war. Die Giiltigkeit des Entfernungsgesetzes l4Bt sich noch ein- 
facher priifen durch graphische Darstellung, indem man als Abszisse die 
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Tabelle 1. 


a.m] N 
Volt |.1082| cm Sek. | : .105 |pro Min, 


L res | Q m \m—'le 


Ia || 206 | 100 | 150 | 1960 | 1393 | 0,4 | 0,426 3,5 | 0,53 | 0,787 20 
b || 206 | 100 | 300 | 1338 | 1563 | 0,4 | 0,608 | 2,1 0,68 | 1,926 20 
) Ila 255 | 100 | 210 | 2558 | 1683 | 0,2 | 0,942 | 7,8 | 0,36 | 3,087 — 
b || 255 | 100 | 300 | 1535 | 960 | 0,4 1,006 | 4,0 | 0,50 3,600 oe 
e || 255 | 100 | 420 | 1041 | 930 | 0,6 | 0,960 | 1,9 | 0,73 | 3,528 — 


Ifa || 300 | 140 | 150 | 1387 | 784 | 0,4 | 0,897 | 4,42 0,48 | 0,994 | — 


b || 300.) 140} 200 | 1384 | 1190 | 0,4 0,996 | 2,91 | 0,59 | 1,164 a 
c 300 | 140 | 300 | 1003 | 1297 | 0,6 | 1,007 | 1,29 | 0,88 | 1,161 _ 


d || 300 | 140 | 400 | 619 | 1419 | 0,6 | 1,003 | 0,73 1,17 | 1,168 


Va 305 | 140 | 150 | 1097 985 | 0,2 | 0,892 | 5,57 | 0,42 | 1,253 
b || 305 | 140 | 200 865 | 1314 | 0,2 | 1,089 | 3,29 | 0,55 | 1,316 — 
c 305 | 140 | 300 | 1092 | 1173 | 0,6 | 1,089 | 1,55 | 0,80 | 1,395 - 
d 305 | 140 | 350 720 | 1107 | 0,6 | 1,058 | 1,09 | 0,96 | 1,835 — 


Va || 310 | 140 | 150 | 1258 850 | 0,2 | 1,002 | 7,37 | 0,37 | 1,658 -- 
b 310 | 140 | 200 | 960 | 1122 | 0,2 | 1,088 | 4,28 | 0,48 V 1,712 a 
c || 310 | 140 | 300 | 979 879 | 0,6 | 1,092 | 1,86 0,73 | 1,674. — 
d || 310 | 140 | 350 | 880 | 1142 | 0,6 | 1,058 | 1,29 | 0,88 | 1,580 — 

Via || 310) — 15 | 1441 | 1147 | 0,2 | 0,972 | 6,28 | 0,40 | 0,0141) — 
Die as LO 25 | 1408 | 1094 | 0,6 | 1,018 | 2,14 | 0,68 | 0,0133) — 
e¢ || 310) — 35 | 1182 | 1077 | 1,0 | 1,096 | 1,09 | 0,96 | 0,0133; — 
d. jj 310 | — 45 | 892 | 1426 | 1,0 | 1,041 | 0,68 | 1,26 | 0,0127; — 

E = Spannung, W, = Widerstand, a = Abstand der Beleuchtungsquelle, 

L = Gesamtzahl der geziihlten Ziindungen, s = Gesamtzahl der Zeitintervalle, 
iiber die sich die Zihlung erstreckt, 4 = Liinge des Zeitintervalls, m = mittlere 
a8 Ziindungszahl pro Sekunde, Jt = Dunkeleffekt. 

% 
») 


Abstiinde a, als Ordinate die Werte i abtrigt. Ist das Entfernungs- 
m 

gesetz erfiillt, so liegen die gefundenen Kurvenpunkte auf einer Geraden 
durch den Anfangspunkt des Koordinatensystems. Die Fig. 5 zeigt 
deutlich, daB dies fiir die Werte des Versuchs nicht zutrifft, das Ent- 
fernungsgesetz also nicht gilt. Dasselbe geht auch aus der Inkonstanz 
des Produktes a2.m, dessen Werte ebenfalls in die Tabelle aulgenommen 
sind, bei Verinderung des Abstandes a hervor. 

Da der Dunkeleffekt (in der Tabelle unter Xt angegeben) verhiltnis- 
mifig sehr stark war (etwa 20 pro Min.) war es unméglich, zu kleineren 
mittleren Ziindungszahlen tiberzugehen, bei denen der Einflu8 der Triigheit 
des Entladungskreises auf die Messungen geringer sein diirfte. Betrug 
doch schon die Anzahl der durch den Dunkeleffekt bewirkten Ziindungen 
bei der Aufnahme Ia etwa 9 Proz., bei der Aufnahme Ib etwa 15 Proz. 
der gesamten Ziindungszahl. 
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B. Entladungskreis ohne Parallelkapazitiét. Verunreinigte 
Gasstrecke. 


Mit dieser Methode der Erzeugung von disruptiven Entladungen sind 
die Versuche Nr. II bis V (‘Tabelle 1) an der Entladungszelle A ohne Kithlung 
ausgefiihrt worden. Die graphische Darstellung ihrer Ergebnisse ent- 
halt die Fig.5. Als Bestrahlungsquelle diente die Wolfram-Spirallampe. 

Aus diesen Versuchen geht auf Grund der befriedigenden Approxi- 
mation der vom Entfernungsgesetz geforderten Geraden durch die zu- 
sammengehérigen Kurven- 
punkte (siehe Fig. 5) sowie 


der ungefiihren Konstanz des 


-y 
m” 
4,0 


_Produktes a?.m hervor, daf 
es miglich ist, Proportionalitit 
zwischen  Beleuchtungsstiirke 


und mittlerer Ziindungszahl 
innerhalb eines grofen Inten- 
sititsbereiches zu erhalten. 
Das Proportionalitiitsgebiet LaBt 
sich auch auf so hohe mittlere 


0,5 


Ziindungszahlen (in diesen Ver- 
suchen bis etwa 8/ Sek.) aus 
dehnen, da eine praktische 
Anwendbarkeit aufer Frage 
7 2 9 7 Sq steht. Der Dunkeleffekt war 

Fig. 5. bei allen Versuchen von un- 


wesentlicher Stiirke. 

Wichtig ist bei solchen Versuchen die Wahl der Spannung. Wie 
frither schon erwihnt ist, treten die Ziindungen innerhalb eines gewissen 
Spannungsbereiches auf, der nach obenhin durch das Kinsetzen der 
selbstindigen Entladung begrenzt ist. Bei den Versuchen II bis V) 
wurden Spannungen gewihlt, die etwa in der Mitte dieses Spannungs- 
bereiches lagen’). Um die Frage zu kliren, wie sich eine Spannungs- 
anderung innerhalb dieses Bereiches auf die Messungen auswirkt, wurden 


1) Die Erhéhung der Spannung in den Versuchen III bis V gegentiber der in 
Versuch II laBt sich vielleicht erkliren dadurch, dai zwischen Versuch If ciner- 
seits und Ill bis V andererseits eine Zeit von sechs Wochen lag. Wiahrond dieser 
Zeit kann infolge geringer Undichtigkeit der Kittstelle am Quarzfenster eine Ver- 


anderung des Gasinhalts ecingetreten sein, die die Erhdéhung der Ztindspannung 
bewirkt haben kann. 


ee 
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die Versuche IIL bis V bei sonst gleichen Bedingungen hintereinander an 
einem Tage mit drei verschiedenen Spannungen (300, 305 und 310 Volt) 
ausgefiihrt. Das Ergebnis ist an Hand der Fig. 5 und der Tabelle 1 
‘leicht zu erkennen. Wiahrend sich die Proportionalitat bei dem Ver- 
uch ILI (300 Volt) nur bis zu mittleren Ziindungszahlen von weniger 
als 4,5 pro Sekunde erstreckte (zu erkennen an dem Herausfallen 
ides untersten Kurvenpunktes fiir m — 4,42 aus der linearen Richtung 
der Kurve), reichte sie beim Versuch IV (305 Volt) bis zu Ziindungs- 
wahlen von etwas weniger als 5,5 pro Sekunde und beim Versuch V 
(310 Volt) umfaSte das Proportionalitatsgebiet sogar noch mittlere Ziin- 
dungszahlen von iiber 7 pro Sekunde. Die Spannungserhéhung hatte 
also eine bedeutende Erweiterung des Proportionalitatsgebietes der mitt- 
ileren Ziindungszablen zur Folge gehabt. Auf den inneren Zusammenhang 
dieses Abhingigkeitsverhiltnisses fithrten die Untersuchungen der Ziin- 


dunesverteilung, auf die spiter cingegangen werden wird. 
) Pp g oO 


CG. Hntladungskreis mit Ventilréhre. 


DaB auch diese Methode sich sehr gut zur Erzielung linearer Ab- 
‘hingigkeit zwischen Lichtstiirke und mittlerer Ziindungszahl eignet, 
Ybeweist der Versuch VI (‘Tabelle 1). 45 a 
‘Er wurde mit der Entladungszelle B | | 
‘ausgefiihrt, die zu diesem Zwecke 


doit dem He-Ne-Gemisch bis zum a 
Drucke 12mm Hg gefiillt wurde. 
40 


(Da auch diese Zelle bei reiner Gas- 
strecke einen verhiltnismiSig starken 
Dunkeleffekt aufwies, wurde der 
mhalt durch Zusatz von trockener 
Luft verunreinigt (Verunreinigungs- O95 
grad etwa 25 Proz. Der Dunkel- 
lfekt verschwand hiernach so gut 

ie vollstindig. 


Die Spannung betrug bei diesem 
Versuch 810 Volt und lag damit 
etwa 10 Volt oberhalb der Ziind- 
‘spannung. Der Heizstrom der Ventilréhre wurde dicht unter dem Wert 
eingestellt, bei dem die kontinuierliche Entladung eintrat. Als Bestrah- 
lungsquelle diente eine Normalkerze, deren Abstand von der Zelle 
awischen 15 und 45cm geiindert wurde. 
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Das Versuchsergebnis ist in seinen Einzelwerten in der Tabelle 1, 
und graphisch in der Fig. 7 wiedergegeben. Es beweist mit grofer 
Deutlichkeit die Giiltigkeit des Entfernungsgesetzes. Das Proportionali- — 
tiitsgebiet dehnte sich bis auf mittlere Ziindungszahlen von iiber 6 pro 
Sekunde aus. 


Untersuchung der Ziindungsverteilung. 


A.. Untersuchungsmethode. 


Zur Ableitung von Verteilungsformeln fiir die zeitliche Verteilung 
der Ziindungen, die nach der Erwartung friiherer Uberlegungen Zufalls- 
charakter besitzen mu, wenn auf den Zitindungsvorgang keine systema-— 
tischen Stérungen einwirken, kann man sich zweierlei Betrachtungsweisen - 
bedienen, die zu zwei verschiedenen Verteilungsformeln fihren. | 

1. Man teilt die Zeit der Beobachtung in gleiche Intervalle ein und 
bestimmt die Verteilung der Ziindungen auf die einzelnen Intervalle. Fir 
diese Verteilung ergibt die Theorie die von Bateman’) und von v. Bort- | 
kiewicz’) fiir die Untersuchung der Verteilung von «-Strahlen angegebene | 
Formel 

I M; . é ree i 

Ess mera ©} 

Hierin bedeutet K (l,) die theoretisch zu erwartende Zahl der mit # Zin 

dungen besetzten Zeitabschnitte (wv = Reihe der ganzen Zahlen), s die 

Gesamtzahl der geziihlten Zeitabschnitte, m, die experimentell festgestellte. 
mittlere Ziindungszahl pro Zeitabschnitt. 

2. Man bestimmt die Haufigkeit der Intervalle zwischen je zwei 
Ziindungen, geordnet nach ihrer GréBe. Hierfiir liefert die Wahrschein- 
lichkeitstheorie die Verteilungsformel 


n == N(e— mh — e— mee), (2) 
Hierin bedeutet » die theoretisch zu erwartende Zahl der Intervalle 
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Ziindungen, deren Dauer groéfer ist 
als die Zeit t,; und kleiner als die Zeit t,. N ist die Gesamtzahl de 
Intervalle der betreffenden Zahlung, m die experimentell gefundene mit 


lere Ziindungszahl pro Zeiteinheit. — Die letztgenannte Formel wurd 
von Marsden und Barrat®) zur Priifung der Verteilung von «-Teilche 


1) H. Bateman, Phil. Mag. (6) 20, 698, 1910. 

*) L. v. Bortkiewiez, Die radioaktive Strahlung als Gegenstand wahr 
scheinlichkeitstheoretischer Untersuchungen. Berlin 1913. 

*) E. Marsden und Barrat, Proc. Phys. Soc. 28, 367, 1911. 
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benutzt. Sie stimmt auch iiberein mit der von v. Laue’) angegebenen 
Verteilungsformel fiir Funkenverzdgerungszeiten. 

Wirken systematische Stérungen auf den Entladungsvorgang eln, 
so miissen typische Abweichungen zwischen theoretischer und experi- 
menteller Verteilung eintreten. Ein bequemes Kriterium fiir diese 
“Abweichungen bietet, wenn man die oben unter 1. angefiihrte Betrachtungs- 
weise durchfiihrt, der von Lexis”) eingeftihrte sogenannte Divergenz- 
koeffizient, der auch von v. Bortkiewicz*®) und von Kutzner*) bei 
Untersuchungen iiber die Verteilung der ¢-Strahlen benutzt worden ist. 


Dieser ist gegeben durch 
Hi 


Se NS ie 


g = ——___ =m, 


L 


-worin L die Gesamtzahl der gezihlten Ziindungen, /,, die Anzahl der mit 
x Ziimdungen besetzten Zeitabschnitte, m, die mittlere Ziindungszahl pro 
Zeitabschnitt bedeutet. Bei Erfiillung der Wahrscheinlichkeitsgesetze ist 
Q@ = 1. Je nachdem Q? groBer oder klemer als 1 ist, spricht man 
von iiber- bzw. wunternormaler Dispersion der Verteilungsreihe. — 
Benutzt man die unter 2 dargelegte Betrachtungsweise, so kann ein 
bequemer Vergleich zwischen Theorie und Experiment mittels graphischer 
Darstellung unternommen werden. Die durch die Verteilungsformel (2) 
bestimmte Kurve erhalt eine sehr einfache Form, wenn man als Abszisse 
die Zeit t und als Ordinate aut logarithmischer Skale die Anzahl der 
Zeitintervalle, die gréSer sind als t, in Prozenten der gesamten gezihlten 
Intervallzahl auftragt. Bezeichnet man diese Prozentzahlen mit ?°, so 
entspricht also der zu einer bestimmten Zeit ¢ gehorige Ordinatenwert 
dem Werte log.natne. Die Verteilungskurve stellt sich dann dar als 


eine gerade Linie, die die Ordinatenachse wegen 7? = 100 Proz. in dem 
Punkte log nat 100 schneiden mu. 


B. Versuchsergebnisse. 


Zur wahrscheinlichkeitstheoretischen Untersuchung wurden dieselben 


 Aufnahmereihen benutzt, die auch zur Priifung der Proportionalitat 
dienten. In der Hauptsache wurde durch Berechnung des Divergenz- 


1) M, v. Laue, Ann. d. Phys. 76, 261, 1925. 
2) Lexis, Zur Theorie der Massenerscheinungen in der menschlichen Gesell- 


 schaft. Freiburg 1877. 


u 
| 
7 


8) Ae es 
4) W. Kutzner, ZS. f. Phys. 21, 281, 1924. 
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koollivionton QY die Giltigkeit des Wahrscheintichkeitsgesotzes gepriift, 
Die zu joder Verteilungsreihe gehbrigen Werte von QQ? sind in der 
Nabello 1 mitenthalton, 

Die beiden Reihen dos Vorsuches [ (Mntladungskreis mit Parallel- 
kapaziliit) zeigen, wie aus der Tabelle hervorgeht, starke Abweichungen 
von dor theoretischen Verteilung im Sinne einer unternormalen Dispersion. 
Die Abwoichung wird mit abnehmender mittlerer Ztindungszahl geringer, 
was aus der Vergrifverung von QY® firm <= 2,1 pro Sekunde gepentiber 
demjenigon fir m 4,6 pro Sekunde folet und was sich daraut zurticlk- 
fihron Litt, da® der Mintlai der Trigheit des Entladungskreises um so 
mehr in Wrscheinung tritt, jo grdber die mittlere Ziindungszahl ist. Denn 
nach der Theorie wird die Prozentvahl der Ziindungen, deren Absttinde 
kleiner sind als das durch die Ablaufzeit vorgegebene kleinste Zeitinter- 
vall, die also in Wirklichkeit austallen, gréfer mit wachsender mittlerer 
Aiindungszaht. 

Die Verteilungsreihen der tibrigen Versuche Il bis VI, in denen 
auch Proportionalittit: zwischen Lichtintensitiit und mittlerer Ztindungszahl 
gofunden worden war, weisen im Gegensatz zu denen des Versuches L 
bedeutend grébere, zum ‘leil vollstindigere Anntiherung des Divergenz- 
koeffizienten an den Wert 1 auf. Nur die Reihen Ila und LV a zeigen 
verhiltnismibig gréfere Abweichungen im Sinne unternormaler Dispersion 
(0,897 und 0,802). Is sind dies auch diejenigen Reihen, in denen mittlere 
Aiindungszahlen auftraten, welche auberhalb des Proportionalititsgebietes 
liegen. Durch diese Beobachtungen wird die Erwartung bestiitigt, dab 
nur dann Proportionalitét zwischen Lichtstiirke und mittlerer Ztindungs- 
wah bestehen kann, wenn die Ziindungsverteilung reinen Zufallscharakter 
besitzt, d. h. der Ztindungsvorgang frei von systematischen Beein- 
flussungen ist. 

Durch die Untersuchung der Ziindungsverteilung konnte auch zur 
Klirung der rage nach dem Ursprung der Léschwirkung in einer ver- 
unreinigten Mntladungestrecke, der nur ein Widerstand vorgeschaltet ist, 
beigetragen werden. Die Versuche IL bis V lassen eine Abhingigkeit 
des Divergenzkoeffizienten sowohl von der mittleren sekundlichen Ztin- 
dungszahl wie auch von der Spannung erkennen. Um dies deutlicher 
ma machen, sind in Wig. 7 die Versuchsergebnisse in der Art dargestellt, 
dali als Abszisse die mittlere Ziindungszabl, als Ordinate, die @?-Werte 
genommen wurden. In der Vig. 7 sind auver den Versuchen Il bis V 
auch noch zwei spezielle, zur Untersuchung dieser Abhingigkeit dienende 
Versuche VI und VIII in ihren Ergebnissen dargestellt, Diese wurden 
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Tabelle 2. 
E Wy a a rs N 
Mee ill vow |store | om: | Eb meo | Spo Min. 
- Vila 200 | 40 10 | 5874 | 1145 | 1 5,1 | 0,459 | etwa 5 
) b 200 | 40 20 | 3115 | 1162) 1 2,7 | 0,646 sui, 
c 200} 40 | 40 | 2298 | 1752 | 1 1,3 | 0,804 ~ w 
Villa. . || 220) 40 25 | 4465 | 920) 1 4,8 | 0,598 any) 
b. . || 220] 40 45 | 2882 | 1146 | 1 2,5 | 0,823 etal 
Cr eeeOr AO |. 65) 2726 1807. heel 1,5).)| 0,904 ey Devi 
IXa.. || 250! 40 | 200 | 1098 | 1019 | 1 1,1 | 0,925 
b. . || 254 | 40 | 200 | 2166 |} 1208 | 1 1,8 | 0,956 
ec. . || 258 | 40 | 200 | 2292 | 2236 0,4 2,5 | 0,981 
| d. . || 262 | 40 | 200 | 1624 | 1291 | 0,4 3,1 | 1,001 | 
| e, . | 266] 40 | 200 | 1597] 960} 0,4 4,2 | 1,083 
Xa. . || 270 | 140 | 200 | 2374 | 1047 | 0.4 5,7 | 0,898 | 
| b. . || 276 | 140 | 200 | 2249 | 824 | 0,4 6,8 | 0,914 
} e. . || 284] 140 | 200 | 2982 | 1601 | 0,2 9,2 | 0,996 
d. . || 286 | 140 | 200 | 1369 | 651 | 0,2 | 10,4 | 1,514] etwa 10 


an einer Glimmlampe mit verunreinigter Gasstrecke aufgenommen. Be- 
strahlt wurde bei diesen beiden Versuchen statt mit Licht mit y-Strahlen 
aus einem Thoriumpraparat, dessen Abstand zur Anderung der mittleren 
Ziindungszahl variiert wurde. Die beiden Versuche sind mit zwei ver- 
schiedenen Spannungen (200 und 220 Volt) ausgefiihrt worden, ihre 
Hinzeldaten sind in Tabelle 2 wiedergegeben. 

Es geht aus allen diesen Versuchen, wie die Kurven der Fig. 7 
Mleutlich zeigen, hervor, da der Divergenzkoeffizient bei konstanter 
Spannung mit abnehmender 
mittlerer Ziindungszahl gréBer 
wird. Die Erhéhung geht so 
weit, bis etwa der Wert 1 
erreicht ist, von da ab bleibt 


der Divergenzkoeffizient bei 
weiterer Steigerung der mitt- 
} leren Ziindungszahl wesentlich 
-konstant. Von der Spannung 
/ ist er in der Weise abhiingig, 


da er bei konstanter mittlerer 


Ziindungszahl mit steigender 


‘Spannung wiichst. Wie weit die Fig. 7. 

Vergréferung des Divergenz 

koeffizienten durch Spannungssteigerung betrieben werden kann, beweisen 
die Versuche IX und X an der ungekithlten Entladungszelle A, deren 
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Ergebnis in der Tabelle 2 wiedergegeben ist. Hier wurden bei kon- 
stanter Bestrahlungsstiirke (Wolframspirallampe) Verteilungsreihen mit 
vier verschiedenen Spannungen aufgenommen. Das Resultat ist folgendes: 
Es laBt sich durch Spannungserhdhung nicht nur eine Annaherung des 
Divergenzkoeffizienten an 1, sondern auch ein Uberschreiten dieses 
Wertes erreichen. Bei der Aufnahme Xd fiel die groBe Prozentzahl von 
Mehrfachziindungen auf, wenn man den Ziindvorgang mit dem Telephon 
verfolgte. Da’ mit wachsender Spannung bei gleicher Lichtintensitiat 
auch die mittlere Ziindungszahl steigt, ist schon friiher: erwaihnt worden 
und wird durch diesen Versuch noch einmal bestitigt. 

Die Abhingigkeit des Divergenzkoeffizienten von der mittleren 
Ziindungszahl ist dieselbe wie bei dem mit Parallelkapazitat aufge- 
nommenen Versuch I. Als Ursache hierfiir kénnen folgende Faktoren 
in Frage kommen: 

1. Die durch die Eigenkapazitaét der Anordnung bedingte Ablaufzeit, 

2. ein zu geringes Auflésungsvermégen der Registrieranordnung, 

3. ein Vorgang in der Entladungsréhre, der nach erfolgter Ziindung 
die Wiederherstellung des Normalzustandes verzégert. 

Zu 1 und 2. Die Grenze des Auflésungsvermigens betrug bei der 
angewandten Geschwindigkeit des Registrierstreifens etwa 1/,,, Sek. Das 
kleinste in den Versuchen registrierte Intervall zwischen zwei Ziindungen 
war aber etwa '/,, Sek. Mithin kam die Fehlerquelle 2 bei diesent Ver- 
suchen nicht in Betracht. Das gleiche galt auch fiir den Fehler 1, denn 
mit derselben Anordnung konnten, wenn man durch relativ kleine Span- 
nungserhéhungen (4 bis 5 Volt) in das Gebiet der Mehrfachziindungen 
kam, Ziindungen registriert werden, deren Zeitabstiinde an der eee 
des Auflésungsvermigens, also weit unter */,, Sek. lagen. 

Zu 3. Es bleibt also nur iibrig anzunehmen, da sich in der Roéhre 
ein potentialerniedrigender Vorgang abspielt, der vielleicht durch Doppel- 
schichten hervorgerufen wird, die bei der Ziindung entstehen und, nach- 
dem sie die Entladung zur Verléschung gebracht haben, verhaltnismabig 
Jangsam verschwinden. Die Erhéhung des Divergenzkoeffizienten durch 
Erhéhung der Spannung kann man dann dahin deuten, daS der Aus- 
gleich der Doppelschicht um so schneller erfolgt, je hdher die Feldstirke 
im Entladungsraume ist. Es ist dies dieselbe Auffassung, die in der 
Arbeit von Zuber) tiber die Funkenverzégerung vertreten wird, nur dab 
bei Zuber die Lebensdauer der Doppelschichten sich auf Zeitriume bis 


1) K. Zuber, Ann. d. Phys. 76, 231, 1925. 
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Tabelle 3. 
XU o—4 233 202 a BHh yeah 
4—8 136 157 +21 | 
8—12 114 116 9 
12—16 70 89 ALES 
16—20 Bil 66 SES 
20—24. 53 47 = 
24—00 teal 151 
XIV o—4 171 97 =a 3,2 
4—8 Ole i 84 Ze 
saa12 Co Ie 75 Hee 
12—16 50 68 + 18 
| 16—20 50 59 9 
) |* 9024 38 52 Se 4! 
24—o0 354. 375 
XV o—4 255 235 = 20 10,4 
4—8 84 151 + 67 
B19 59 103 + 44 
12—16 54 69 eels 
16—20 20 43 + 14 
20—24. 28 25 22 2 
24—00 176 59 
Sie O—4' | 89 64 a5 2,1 
eea—8 = | 60 58 Saw 
Seo". 7 59 53 == 
TORT) adi) a44 48 deal 
16—20 AL 45 ceed. 
ae 45 42 8 
24—oo 444 | 472 


1,112 


1,285 


1,514 


1,018 


‘a 5 Sek. erstreckt, wiihrend es sich hier um Zeiten von héchstens 
gs Sek. handelt. Der Unterschied in dem Verhalten der Entladungs- 
trecke bei Zuber und der hier benutzten ist wohl durch die Art und 


teinheit der Gasstrecke und der Elektroden bedingt. 
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Das Auftreten der iibernormalen Dispersion bei der Aufnahme Xd 
steht anscheinend im Zusammenhange mit dem beobachteten grofen 
Prozentsatz der Mehrfachztindungen, Hs Hefe sich annehmen, dai bei 
Spannungen dicht unterhalb der Grenzspannung der selbstiindigen Ent- 
ladung ein einziger primirer Lonisationsproze® in der Entladungsstrecke 
» PO) nicht eine, sondern mehrere 
Ziindungen dicht hinterein- 
ander auslist, Demnach miibte 
der Grund fiir das Eintreten 
iibernormaler Dispersion zu 
grove Hautigkeit der kurzen 
Zeitintervalle zwischen zwei 
Ziindungen sein, im Gegensatz 
yu der unternormalen Disper- 
sion, als deren Grund friiher 
die zu geringe Hiintigkeit der 


Intorvalle angenommen wurde, 
Um die Richtigkeit dieser An- 
nahme etwas eingehender zu 
priifen, wurden verschiedene 
Versuchsreihen mit tibernor-— 
maler, normaler und “unter. 
normaler Dispersion im Sinne 
dor Verteilungsformel (2) aus- 
gewertet, was einen direkten 
AufsehluB dartiber ergab, wie 
die Hiutigkeit der Intervalle 
bei der experimentell getundenen Verteilingsreihe von der theoretisch aut 
Grund der experimentellen mittleren Ztindungezahl berechneten abwich. 
Das Resultat dieser Untersuchung ist in der Tab. 8 und in den Fig. 9 
und 10 zusammengefast, Inder Tabelle 8 ist unter n, die experimentell 
gelundene Zahl der Intervalle, deren Dauer zwischen t, und t, Sek. be- 
triigt, angegeben, unter n, die theoretisch mit der mittleren Ziindungs- 
zahl m/sec berechnete Anzahl derselben Intervalle. Dabei erstreckte sich 
die Zihlung bei jeder Versuchsreihe tiber etwa 800 Intervalle. Die 


Diskrepanz zwischen Kxperiment und Theorie ist durch die Differenz 
Ny —M, auspedriiclt, 


ye & ae ae 24: 70%sek 


Fig. 9 


Die Tabelle zeigt nun ganz deutlich, daft bei den Verteilungsreihen 
mit unternormaler Dispersion (XI und X11) zu wenig kurze Intervalle 


aa 
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von weniger als 0,04 sec Dauer gesihlt wurden, als der Theorie ent- 
spricht. Damit steht im Zusammenhange, dal die griferen Intervalle 
au hiutig sind. Bei tibernormaler Dispersion dagegen ist genau das 
Gegenteil der Fall (Versuchsreihe XU bis XV), die kurzen Intervalle 
#ind zu hinfig gezihlt worden. 

In Fig. 8 und 9 sind die Verteilungskurven dargestellt, Als 
Abszissen sind die Zeiten ¢ aufgetragen, ala Ordinaten die Werte 
llog n° (nf == Prozentzahl der Intervalle, die gréfer sind ale ¢), Die 
wefundenen Punkte liegen zwar bei jeder Verteilungsreihe aul geraden 
‘Linien, wie die Wahracheinlichkeitstheorie es verlangt. Doch zielen 
diese Geraden bei unternormaler Dispersion anf Ordinatensehnittpunkte 
Hoberhalb des Punktes log 100 und bei tibernormaler Dispersion auf solche 
anterhalb dieses Punktes. Das stimmt damit tiberein, da im ersten 


Walle zu wenig, im zweiten Malle zu viel Intervalle < 0,04 Sek. aut 
etreten sind. Bei normaler Dispersion geht die Gerade in Uherein« 
stimmung mit der Theorie durch den Punk log 100, wie die Kurve XVI, 
deren Verteilungsreihe eine nahe normale Dispersion besitat, zeigt, 
Vergleicht man die hier angestellten Versuche mit denen von 
‘uber, so sieht man, dai im grofen und ganzen Uberoinstimmung in 
flen Ergebnissen herrscht, Als , Munkenverzéperungszeit" im Sinne 
tubers ist hier die Zeit zwischen zwei Ziindungen anzusprechen fiir 
Hen Fall, daf die Polarisationserscheinungen nach jeder Ziindung von 
iinwesentlicher Dauer sind, — Is goigt sich, dat diese lunkenverzégerung 
uch hier bei fufverer Tonisation ein reiner Wahrecheinlichkeitsvorgung 
t. ine andere Frage wire die der Funkenverzégerung ohno tuilere 
Jonisation, auf die offenbar der Dunkeleffelt von grober Bodeutung ist, 
Yon einer weiteren Verfolgung der Frage nach der Funkenverzigerung 


wurde in dieser Arbeit abgesehen. 


f 


Wirksamer Spektralbereich cinzelner Entladungszellen, 
Empfindlichkeit. 

Die obere Grenze des lichtelektrisch wirksamen Spektralberoiches 
war bei den untersuchten Zellen versehieden, Bei den Glimmlampen 
g sie bei etwa 380mm. Fiir die Entladungardhre A wurde als wn- 
efihre Grenze 275 mu, fiir die Hatladungszelle B 265 me gefunden, 
‘ine Zelle nach Art der Entladungszello B omit Uviolglasgeliih und 
Misenelektroden zeigte die Grenze bei 280 mu. Die Untersehiede sind 
denfalls durch Vorschiedenheiten des Elektrodenmaterials bedingt, 
Tntersucht wurde mit einer Quarzquecksilberlampe, deren Licht dureh 
Zeitschrift fiir Physik, Bd, XL. BY 
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einen kleinen Monochromator mit Quarzoptik zerlegt wurde, wobei das 
Spektrum bis auf eine einzige Linie abgeblendet wurde. Beim Vor- 
iiberfiihren des Spektrums vor der Entladungszelle machte sich das Auf- 
treten jeder Linie innerhalb des Wirksamkeitsbereiches durch ziemlich 
scharfes Einsetzen von Ziindungen in der Zelle bemerkbar. 

Die kurzwellige Grenzwellenlinge wird natiirlich durch das Material 
des Zellengefives bestimmt. 

Zur Demonstration der auBerordentlichen Lichtempfindlichkeit der 
Entladungszelle gegen ultraviolette Strahlung mag die Erwéhnung dienen, 
da selbst eine so schwache Ultraviolettquelle, wie sie die Sparflamme 
eines Bunsenbrenners darstellt, aus einer Entfernung von zwei Metern in 
der Kntladungszelle A eine kriftige Wirkung (etwa eine Ziindung pro 
Sekunde) bewirkte. Eine Normalkerze rief dieselbe Wirkung noch in 
der Entfernung von fiint Metern hervor. Ein besserer Anhalt fiir die 
Beurteilung der Leistungsfibhigkeit einer solechen Entladungszelle als 
Photometer laBt sich noch gewinnen, wenn man dieselbe Zelle einmal 
als Photozelle in der tiblichen Weise und dann als Entladungszelle be- 
nutzt, und die Mindestenergien, die in beiden Fillen eine noch bequem, 
d. h, obne Aufwand extrem empfindlicher Methoden meSbare Wirkung 
ergeben, miteinander vergleicht. Als bequem meSbare Wirkung sei fiir den 
einen Fall ein Photostrom von mindestens 10~1 Amp., fiir den anderen 
Fall eine mittlere Ziindungszahl von mindestens 1 pro Sek. bezeichnet. 
In der Entladungszelle B wurde, wie der Versuch lehrte, ein Photostrom 
von der Grifenordnung 10-12 Amp. hervorgebracht durch die Bestrahlung 
mit einer Quecksilberbogenlampe aus einem Meter Entfernung. Die hier- 
bei benutzte Spannung von 150 Volt war vorher als Héchstspannung 
des Proportionalitiitsbereiches der Zelle festgestellt worden. Als MeB- 
instrument diente ein Fadenelektrometer nach Elster und Geitel mit lw 
starkem Faden, der tiber einen Widerstand von 2,8.10° Ohm zur Erde 
abgeleitet war. Die Stromempfindlichkeit dieser MeSanordnung betrug 
etwa 1,4.10-' Amp./Skalenteil. Dagegen verursachte dieselbe Be- 
strahlungslampe in der als Entladungsrihre benutzten Zelle noch aus 
einer Entfernung von 50m eine Wirkung von iiber 10 Ziindungen pro 
Sekunde. Das ergibt fiir die Wirkung von einer Ziindung pro Sekunde, 
wenn die Absorption in der Luft nicht berticksichtigt wird, einen Ab- 
stand der Lampe von etwa 150m. 

Die Mindestenergie (nach der obigen Festsetzung) betriigt also bei 
Verwendung der Zelle als gewoéhnliche Photozelle das rund 20000 fache 
derjenigen der als Entladungsrdhre benutzten Zelle. Dieser gewaltige 
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Empfindlichkeitsunterschied ist offenbar in der Verschiedenheit der zur 
Lichtstirkenmessung in beiden Methoden benutzten Vorginge begriindet. 
Zum Nachweis eines Photoeffektes in der iiblichen Weise bedarf es der 
Summierung sehr vieler, zeitlich schnell aufeinanderfolgender Elementar- 
Srozesse. Durch die disruptive Entladung dagegen kénnen einzelne 
solche Elementarprozesse nachgewiesen und gezablt werden. 

Einen weiteren Anhalt fiir die Lichtempfindlichkeit der Entladungs- 
velle kann folgende Angabe liefern. Untersucht man das Ultraviolett- 
spektrum der Sparflamme eines Bunsenbrenners mittels eines Quarz- 
spektrographen (Modell B der Firma Dr. C. Leiss, Steglitz), so erhalt 
man im Gebiet um 250 my erst nach einer Expositionszeit von 30 Minuten 
‘Spaltéffinung */,mm) eine deutliche Schwarzung auf der photographischen 
Platte. In der an die Stelle der photographischen Platte gebrachten 
Entladungszelle B (mit 1,5 mm breiter Elektrode) erzeugt die Energie 
Yesselben Spektralbereichs cine verhiltnismibig starke, gut meSbare 
Wirkung (durchschnittlich etwa 2 Ziindungen/Sek.). 

Zusammenfassend kann auf Grund der bisherigen Versuchsresultate 
sesagt werden, daS die Entladungszelle als Photometer gegeniiber der in 
er gewohnlichen Weise benutzten Photozelle zwei bedeutende Vorziige 
vesitzt: Die bedeutend gréfere Lichtempfindlichkeit im Ultravioletten 
and die Méglichkeit, Proportionalitét zwischen Lichtstirke und photo- 
olektrischer Wirkung innerhalb eines grofen Intensitiatsbereiches ohne 
Yesonderen Aufwand zu erreichen. Bekanntlich ist, um Proportionalitat 
‘m einer Photozelle iiber einen gréSeren Bereich zu erhalten, die Beob- 
| chtung vieler Vorsichtsmafregeln noétig, was ihren Gebrauch sehr er- 
wchwert +). — Die Méglichkeit, fiir die Photometrie im sichtbaren Gebiet 
sls Entladungsréhre eine Photozelle mit Alkalikathode zu verwenden 
‘aben bereits die Versuche von Elster und Geitel?”) ergeben. Jedoch 
‘lirfte ihre Verwendung zu diesem Zwecke erst dann von besonderem 
‘Wert sein, wenn es gelingt, den in einer solchen Zelle besonders starken 
Dunkeleffekt zu beseitigen. Hieriiber sind Untersuchungen im Gange. 


Zusammenfassung. 


1. Es wird eine aus disruptiven Ziindungen bestehende Entladungs- 
wrt in Glimmentladungszellen beschrieben, die sich zur photometrischen 
SJntersuchung von Lichtstarken eignet. 


1) Siehe H. Rosenberg, ZS. f. Phys. 7, 18, 1921; E. Steinke, ebenda 11, 
225, 1922. 
a) Tc. 
3% 
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2. Es wird nachgewiesen, da’ bei unbeeinfluBtem Mntladungsvor- 
gange zwischen Lichtstirke und der mittleren Zahl pro Zeiteinheit der 
vom Photoeffekt bewirkten Ziindungen Proportionalitit besteht. 

3. Es werden die Wahrscheinlichkeitsgesetze auf die zeitliche Ver- 
teilung der Ziindungen angewendet und ihre Giltigkeit bei unbeein- 
flubtem Entladungsvorgange nachgewiesen. 

4. Es werden zwei Methoden zur Erzielung der Liéschwirkung in 
der Entladungsréhre angegeben, die die Darstellung einer ungestérten 
Ziindungsverteilung ermiglichen. Die eine Methode beruht auf der Ver- 
wendung eines hohen Vorschaltwiderstandes und der Verunreinigung des 
Gasinhaltes durch Dampfreste oder geringe Mengen von unedlen Gasen 
(z. B. Luft, Wasserstoff), die andere auf der Begrenzung des Mntladungs- 
stromes durch den Siattigungsstrom einer an Stelle des Vorschaltwider- 
standes in den Entladungskreis eingeschalteten Glithkathodenrohre. 

5. Es wird gefunden, da8 der Dunkeleffekt, der sich bei den ersten 
Versuchen sehr stérend bemerkbar machte, durch die erwéhnte Ver-— 
unreinigung der Gasstrecke fast vollkommen beseitigt werden kann. 

6. Es wird an Hand eines Vergleichsversuches auf die bedeutend 
grébere Lichtempfindlichkeit der als Entladungszelle gegentiber der als 
gewohnliche Photozelle benutzten Zelle hingewiesen. 

Die vorstehende Arbeit wurde am Physikalischen Institut der Land- 
wirtschaftlichen Hochschule zu Berlin ausgeftihrt. Ks sei mir geetattet, 
auch an dieser Stelle meinem hochverebrten Lehrer, Herrn Professor 
Dr. v. Baeyer fiir die Anregung zu dieser Arbeit und die Férderung 
derselben durch wertvolle Ratschlage meinen verbindlichsten Dank zu 
sagen. erner danke ich der Notgemeinschaft der deutschen Wissen- 
schaft und dem Kaiser Wilhelm-Institut fiir Physik, aus deren Mitteln 
ein Teil der Apparatur beschafft wurde, und der Gesellschaft fir Lindes 
Kismaschinen A.-G., Héllriegelskreuth bei. Mtinchen, die das Edelgas- | 
gemisch zur Verfiigung stellte, vielmals fir diese Unterstlitzung. 


Berlin, Inst. f. Physik der Landw. Hochschule. 


Fine rontgenographische Methode 
zur Bestimmung des Warmeausdehnungskoeffizienten 
bei hohen Temperaturen. 
Von Karl Becker in Berlin, 


Mit 1 Abbildung, (ingegangen am 16, Oktober 1926.) 


Die Debye-Scherrer Methode bietet ein relativ einfaches Ver- 
fahren zur Bestimmung des Wiirmeausdehnungskoeffizienten. [is wird 
gu diesem Zweck auf einen Film gleichzeitig das Réntgenogramm der zu 
untersuchenden Substanz bei Zimmertemperatur und dann das Réntgeno- 
gramm derselben Substanz bei einer bestimmten héheren'Temperatur aut- 
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Fig, 1. Réntgenkamera fiir hohe ‘Temperaturen, 


enommen. Aus der Verschiebung der korrespondierenden Gleitwinkel 
H4Bt sich dann leicht der lineare Ausdehnung rskoottiziont berechnen, Diese 
ethode hat den Vorteil, bei anisotropen Stoffen den linearen Aus- 
lehnungskoeffizienten nach siimtlichen Achsenrichtungen messen zu kbnnen, 
‘sanz gleich, ob der Stoff als Minkristall oder als kleinkristallines Pulver 
vorliegt. AuBerdem ist sie noch unabhiingig von Fehlern, die dureh 
Schwinden oder Modifikationsiinderungen des Priiparates entstehen, 
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In Fig. 1 ist die von uns benutzte Kamera wiedergegeben. Der Mantel 
der Kamera, welcher eine Wasserkiihlung besitzt, ist durch einen Deckel 
derart abgeschlossen, da8 das zu untersuchende Praparat, falls leicht 
oxydierbar, durch einen Gasstrom von Wasserstoff, Stickstoff oder emem 
Gemisch von beiden vor dem Zutritt von Luft hinreichend geschiitzt ist. 
Das Praparat selbst wird elektrisch geheizt, bzw., wenn es ein Nichtleiter 
ist, durch eine elektrisch zu heizende Wolframspirale auf die gewiinschte 


Tabelle 1. Wolfram. [Pintschdraht1) von 0,3 mm Durchmesser] 
mit Cu-Strahlung. 


Kantenlange des raumzentrierten Elementarwiirfels: q@ = 3,15 A. Die Interferenzen 

werden durch die quadratische Form sin? 3/2 — 0,0598 (h? + k? + 7?) ausgedriickt. 

Die Verschiebung der Gleitwinkel bei der Erwirmung des Wolframs auf die an- 
gegebene Temperatur betragt J 3/2. 


a Alsin 3/2 sin /2 
1 ae = —a . 
Or?) = |. — Siepaoee scene 
180 | 13800 
i) | ei2 | sin 902 |] a9 92 sin 9/2 (1+ Bt) 
110 20914’ 0,3458 10’ 209 4’ 0,3430 1,0084 
200 29 16 0,4889 15 295 a1 0,4850 1,0081 
Pati | | 36 50 0,5995 21 36 29 0,5946 | 1,0081 
220 43 40 0,6905 34 Aly (5) 0,6833 1,0082 
310 50:25 0,7701 37 49 48 0,7638 1,0082 
222 57 50 0,8465 42 57.8 0,8400 | 1,0077 
321 66 13 0,9151 58 Gas 0,9081 1,0078 
400 78 0 0,9781 1955 Gums) 0,9707 1,0076 
Mittel 1,0080 
0,0080 
pa peeled —-6 
f= 13680 — 5,8 . 10-8. 
17700 22000 
| 
saul) op sin 922 | Aten | s92 | 97 sind/2 | (+ BH 
ear | : Arle 

Noy 19959’ 0,3417 1,0120 32! 199 49’ O;33741 1,0166 
22 | 28 54 | 0,4832 1,0118 | 50 28 26 0,4762 1,0166 
29 | 36 21 0,5929 1,0116 19 3 35 47 0,5846 1,0166 
Spe || ae'ay 93) 0,6826 | 1,0116 1 24 42 16 0,6727 1,0165 
50 | 49 385 0,7614 1,0114 1 49 48 36 0,7502 1,0165 


10°2 56 48 | 0,8368 1,0117 || 2 16 55 34 0,8248 1,0164 
1 26 | 64 47 | 0,9049 1,0113 i 3 8 63 5 0,8916 1,0163 
246 | 7514 | 0,9670 1,0115 | 5 38 72 22 0,9530 1,0162 


Mittel | 1,0116 | Mittel | 1,0165 


0,0165 
— 66. 10-6 egieecs 
B= 97890 


__ 0,0116 


Bi 117590 = 7,5 ~L One? 


') W-Einkristall mit 2 bis 2,5 Proz. Th Og. 
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Temperatur gebracht. Das untere Ende des Praparates taucht in einen 
Quecksilbernapf, welcher ebenfalls mit Wasser gekihlt ist. 

Durch Messung der Differenz der Gleitwinkel der warmen und 
‘kalten Substanz wird eine relativ hohe Genauigkeit erzielt, da wir in 
iesem Falle unabhingig von Verzerrungen des Films sind. Da in unserer 
‘Kamera 1° etwa 1,5 mm entspricht, haben wir bei héheren Ordnungen in 
vallen Fallen eine Differenz von mehr als 1mm auszumessen. Die Ge- 
nauigkeit der Bestimmung betrigt bei elektrisch leitenden Substanzen 
8Proz., bei elektrisch nicht leitenden Substanzen 15 Proz. Die Tem- 
peratur wurde in allen Fallen mikropyrometrisch gemessen. 


Tabelle 2. 
Silicium. (Stabchen von 1mm Durchmesser) mit Cr-Strahlung. 


ol A (Diamantstruktur) sin? 3/2 — 0,04475 (h? + k? + ]?). 
; 180 9500 
(hkl) H/2 sin %o/2 | 492 | 92 | singj2 | (+68) 
uta 21930’ 0,3665 | oe OLO25 1 OrSs651 | 1,0039 
220 36 40 0,5972 1 9 le 36n32 0,5951 1,0035 
311 44 25 0,7000 | 10 | 44 15 | 0,6977 1,0033 
400 57 40 0,8450 =| 7) | Oe | 0,8423 1,0032 
420 ral 8) 0,9455 | 31 | 70 29 0,9425 | 41,0032 
| / Mittel | 1,0034 
0,0034 4 
: 6 = 2 = 8,55. 10-°. 
} 932 
Tabelle 3. 


Carborund. (Stibchen von 1mm Durchmesser, gelb) mit Fe-Strahlung. 
Der von uns untersuchte Carborund besitzt Diamantstruktur und entspricht der 
vierten Modifikation des von Ott untersuchten Carborunds. 


a = 4,304 sin? 9/2 = 0,0505 (h? + k? + 2). 
Fo 
18° 1200° 

(hkl) Ho/2 sin %o/2 49/2 | 9/2 sin 9/2 (1 + ft) 
111 20050 | 0,3881 | 12 | 220 38 0,8850 1,0080 
200 26 48 | 0,4509 138 | 26 35 0,4474 1,0078 
290 | 39 30 | 0,6361 | 21 39 09 «#=| 0,6313 1,0076 
311 48 10 | 0,7451 |} 28 47 42 | 0,7396 1,0074 
222 Ble dou :0:78005 B00 5044 Onaga 1,0075 
400 6410 | 0,9001 || 1951 | ‘76 41 0,9731 1,0071 
331 78 82 | 0,9800 51. | 6819 | 10,8985. | _ 1,0074 
| | | Mittel | 1,0075 


— = 6,25. 10-6. 


40 Karl Becker, 


Tabelle 4. : 
Zirkonoxyd (geprebtes und gesintertes Stébchen von 1mm Durchmesser) 
mit Cu-Strahlung. 
Dieses ZrO, zeigt Flufspattypus. Eine Modifikationsanderung wurde bis zu 13509 
nicht festgestellt. 


a= 507A sin? 9/2 = 0,0230 (h2 + k? + 7). 
ee  ——___ 
18° 13500 
(hkD | Gol? sin$o/2 || 49/2 Bet sin 92 | +80 
WW 15015' | 0,260 | 7 150 8! 0,2612 1,0069 
200 17 40 0,3035 | 8 17 32 0,3014 1,0070 
220 25 20 0,4279 |, 10 25 10 0,42538 1,0061 
311 | 30 10 0,5025 | Tl! 29 59 0,4997 1,0056 
222 | 31 45 0,5262 || 13} Syl 3 0,5230 1,0061 
400 | 3720 | 0,6065 I 15 | Siete 0,6030 1,0058 
331 41 25 0,6615 | 18 eel earn 0,6577 1,0057 
420 42 40 0,6777 |) 20 | 42 20 0,6734 | 1,0063 
422 48 0 0,7431 || 23 | 4737 0.7387 | —-1,0059 
Soo mplele) ose Omer Onde 27 51 47 0,7852 1,0058 
240 59s O85 79" ai 34 P dheh all 0,8527 1,0061 
531 | 6410 | 0,9001 | 43 \) 163: 2h 0,8945 | 1,0063 
442 65 50 0,9124 | 44 | 6556 0,9070 1,0060 
| | Mittel | 1,0061 
0,0061 
— ’ ea 5 -—6 
(ee S13 300% eae get 
Tabelle 5. 
Nernstmasse, 85 Proz. ZrO, + 15 Proz. Yttererden (Stibchen von 1mm Durch- 
messer) mit Cu-Strahlung. 


Nernstmasse ist als Mischkrista]l der Yttererden mit dem ZrO, aufzufassen, wo- 
bei der Mischkristall die kubische Struktur (Flufspattypus) des ZrO, besitzt. 


a = 5,03 A sin? 9/2 = 0,0235 (42+ 2 + 2). 
i Pog I 19409 

(hkD) Fol2_ sin 7/2 | A912 0) 5/2 | sin 9/2 (1 + pt) 
111 | 15021" | og648 | 22° | 4059" 0,2584 1,0247 
200 17 50 0,3062 || 25 17-25 0,2993 1,0231 
220 | 2540 | 04351 || 33 25 7 0,4244 1,0205 
BL | 30 30 O,5075= 1) 405), aguas 0,4971 1,0209 
222 | 32 1 0.5301 || 43 | 981 18 0,5195 1,0204 
400 | 36 55 0,6130 49 36 4 0,6028 1,0186 
331 4150 | 06670 || 59 | 40 51 0,6541 1,0197 
420 43 10°} O,6741 “S10 ae 7) Sea 0,6704 1,0204 
422 487300 | S070) mle) meet 7at 0,7351 1,0204 
343, 511 | 52 46 OFO61 ta) 4 Tee mote te 0,7802 1,0208 
440 60 0 0,8660 |, 158 | 58 2 0,8483 1,0209 
531 63 25 08942 || 218 | 6112 0,8865 1,0203 
442 67 0 0,9205 || 2 33 | 64 27 0,9021 1,0204 
| | Mittel | — 1,0208 


0,0208 
Se ee ” —6 
f 19990 = 10,7. 10-°. 


— ar . noe a ete  *. 
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Zusammenfassung. 


Es wurde réntgenographisch der Warmeausdehnungskoeffizient von 


olgenden kubisch kristallisierenden Substanzen bestimmt: 


1) ) : : __ Linearer 

, Substanz Gittertypus Temperaturgebiet Warmeausdehnungs- 
| koeffizient 

iW | Kubisch raumzentriert | 18—22009 C abn al Ome 

WW a n 18—1750 6,6) 2105 

Byes) ie h3i4ihs | Bs * 18—1380 5.8) LOn® 

(ae Flufspattypus 18—-1300 Aso lee 

Wernstmasse | ‘ 18— 2000 On2 cll 

ee Rss. ail Diamanttypus 18— 950 Som Lee 

MeN scl ; 18—1200 6.25 e10r® 
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Das mikromagnetische Feld. 
Von F. Ehrenhaft und E. Wasser in Wien. 
Mit 4 Abbildungen. (Hingegangen am 8. August 1926.) 


Es werden die Bewegungsvorginge eines Materieteilchens der Gréfenordnung 10~° em 
im magnetischen Felde beschrieben. Hierzu werden die Platten eines Ehren- 4 
haftschen Kondensators als Pole eines starken Elektromagneten ausgebaut, so § 
da8 in demselben auch ein um die vertikale zentrale Achse des Kondensators 
rotationssymmetrisches, inhomogenes Magnetfeld wirksam gemacht werden kann. 
— An den im Dunkelfeldbild zur Beobachtung gelangenden mikroskopischen 
und submikroskopischen para- bzw. diamagnetischen Probekérpern 1aft sich fest-— 
stellen, da die fundamentalen von Faraday beschriebenen magnetischen Hr- — 
scheinungen auch noch in dieser GréSenordnung erhalten bleiben. Es gelingt, mit 
einem derartigen Probekérper (Trépfchen einer FeCl,-Lésung bekannter Konzen- 
tration als Hichsubstanz) durch Beobachtung seines Bewegungszustandes die 
Starke des magnetischen Feldes sowie des remanenten magnetischen Feldes als 
Funktion des Ortes auszumessen. Unter Beziehung auf diesen Probekérper lassen 
sich die Massensuszeptibilitaten beliebiger anderer Probekérper bestimmen. Die 
Versuche wurden bisher an Probekérpern von Se und Ag ausgefiihrt, fiir welche 

sich normale Massensuszeptibilitaten ergeben. Py 


$1. Einleitung. Im folgenden sollen die Bewegungsvorginge — 
eines méglichst kleinen Materieteilchens im magnetischen Felde benutzt 
werden, um einesteils die magnetischen Eigenschaften des Feldes selbst, — 
andernteils die Eigenschaften des Teilchens (Probekérpers) zu untersuchen. ¥ 
Je kleiner der Probekirper gegen die Dimensionen der das magnetische 
Feld erzeugenden Massen ist, desto prazisere Resultate lassen sich er- 
warten; denn in diesem Falle stért das Feld des Probekérpers das aus- 
zumessende Feld nicht. Es wird ein leichtes sein, einen kleinen Magneten 
(Pk.) der GréSenordnung 10-5 cm zu untersuchen 4). 

Anderseits wollen wir aus dem Bewegungszustand des Probekorpers 
in einem bekannten oder bereits ausgemessenen Felde auf die magnetischen — 
Eigenschaften des Pk. und seine Beschaffenheit schlieSen, damit seine 
Identitat in der Gruppe der Elemente feststellen und daraus spaterhin 
Riickschliisse auf seine Dichte ziehen. Dabei werden auch die magne- 
tischen Konstanten desselben leicht mefSbar werden. 

Die ganze nacherdrterte Methode, die im folgenden zunachst auf 
einzelne kleine kolloidale Probekérper in Gasen angewendet wird, ist, was 
den magnetischen Teil anlangt, fiir eim in einer Flissigkeit suspendiertes | 
Teilchen genau so zu behandeln, da ein der Elektrolyse bzw. Elektro- 


: zy Vel. vorlaiufige Mitteilung Sur V’observation et la mesure des plus petits 
aimants isolés, Note de M. Felix Ehrenhaft: ©. R. 182, 1138, 10. Mai, 1926. 
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-phorese entsprechendes Analogon, eine Magnetolyse oder Magneto- 
-phorese, wenigstens bisher, nicht bekannt ist und in der Hauptsache die 
Elektrolyse bzw. die Elektrophorese die Untersuchung einzelner Probe- 
\kérper im elektrischen Felde in Flissigkeiten bisher hinderten. 

i) Setzt man fiir das Vakuum mit Michael Faraday (1848) die 
Suszeptibilitat k = O und bezeichnet man einen schwach magnetischen 
‘Stoff mit ihm als paramagnetisch, wenn k > 0, als diamagnetisch, wenn 
k < 0, dann betrigt die Energie E eines sehr kleinen Korpers vom 
Volumen V im magnetischen Felde H = 14 VS; somit wirkt aut einen 
‘kleinen para- oder diamagnetischen Kérper vom Volumen V im Felde D 


jn der Richtung 2 eine ponderomotorische Kraft kV D a Im homo- 
'genen Magnetfeld verschwindet diese Kraft, im inhomogenen Felde wird 
vein paramagnetischer Kérper nach Stellen griferer, ein diamagnetischer 
Korper nach Stellen kleinerer Feldstirke getrieben. 
Wir wollen nun méglichst kleine Probekérper in der angedeuteten 
Weise untersuchen und konstruieren hierzu das geeignete magnetische Feld. 
$2. Der Mikromagnet. Zu diesem Zwecke werden die kreis- 
formigen Platten eines Ehrenhaftschen Kondensators vom Durchmesser 
9mm als Pole eines starken Elektromagneten ausgebaut. Die obere 
Platte mit dem sogenannten Ringschnitt besteht aus einem Hohlzylinder 
| aus weichem Hisen*) von J mm duBerem und 2mm innerem Durchmesser. 
‘Mn diesen ist, elektrisch isoliert, ein Vollzylinder desselben Eisens von 
1mm Durchmésser eingelassen. Diese Hisenzylinder kénnen auf ver- 
/ schiedenes elektrisches Potential gebracht werden. Die untere Platte 
endigt in einem eisernen, 2 mm dicken Stift, der an seinem Ende konisch 
verjiingt ist und eine kreisformige Basisfliche von 1 mm Durchmesser 
| trigt. Der Stift ist von einem Messingmantel von 9mm Durchmesser 
umgeben, so daf dessen Basistliche mit der des Stiftes in einer horizontalen 
Ebene liegt (vgl. Fig. 1). 
Zwischen der Spitze des Stiftes und der oberen Platte des Konden- 
» sators, die einander bis auf 1,8 mm genihert werden, entsteht ein starkes 
| inhomogenes Magnetfeld, dessen Symmetrieachse parallel zur Richtung 
der Schwerkraft orientiert ist. Die beschriebenen Kondensatorplatten 
gehen in zwei Hisenkerne (12 mm dick, 190 mm lang) iiber; um diese ist 
je eine Spule aus 14 Lagen eines 2mm dicken seideisolierten Kupfer- 


1) Fir den Mikromagneten wurde Martineisen der dsterreichischen Brown 
Boveri Werke verwendet, das Herr Direktor Ing. Jiretz in dankenswerter Weise 
yur Vertiigung gestellt hat. 
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drahtes gewickelt. Durch eine Akkumulatorenbatterie von 120 Volt 
Spannung und sehr groBer Kapazitiit konnten die Spulen mit einer jeweils 
ganz konstanten Stromstiirke beschickt werden. Die Zahl der Ampere- 
windungen pro Zentimeter betrug 1080; die Kisenkerne der beiden Spulen 
wurden durch ein Eisenjoch, das von den Kernen durch Glimmerplittchen 
elektrisch, isoliert war, geschlossen. Auf diese Weise war die Isolierung 
der Kondensatorplatten, um dieselben — 
auf bekannte Art auch als elek- 
trischen IKondensator benutzen zu 
kénnen, gesichert. Vier Kihlungen, 
gespeist mit flieBendem Wasser, je 
zwei zu jeder Seite der Kerne, sorgten 
fiir geniigende Wirmeabfuhr und 
konstante ‘Temperatur. 

Durch Einschalten des elek- 
trischen Stromes entstehen in der 
Vertikalen zwei entgegengesetzte 
Magnetpole, die in der zentralen 
a-Achse legen; es entsteht also 
zwischen den Platten des Ehrenhaft- 
schen elektrischen Kondensators ein 


um die vertikale w-Achse rotations- 


Fig. 1. 


symmetrisches inhomogenes Magnet- 
Yeld. Der Kondensator wird, wie iiblich, von einer der beiden Seiten durch- 
leuchtet; senkrecht zur Beleuchtungsrichtung werden die mikroskopischen 
oder submikroskopischen Magnete mit dem Mikroskop beobachtet *). 
$3. Der Probekérper im magnetischen Felde. Die Ge- 
schwindigkeit » eines Pk. im reibenden Medium wird unter dem Hinflub 
einer konstanten Kraft 8 bekanntlich derselben proportional. In der so 
folgenden Bezichung » —= $B bedeutet B die Beweglichkeit des Pk. 
Wenn } eine Funktion des Ortes ist, so aindert sich die Geschwindigkeit 
des Probekérpers proportional der Anderung der Kraft. Im nachfolgenden 
wird die Messung der Geschwindigkeit nur tiber so kleine Bereiche er- 
streckt werden, daB in diesen die Kraft $8 als konstant und somit der 
Geschwindigkeit ¢ proportional angesehen werden kann. 
Wird die Richtung des magnetischen Feldes in die Richtung der 
Schwerkraft orientiert und erlangt der Pk. unter der Einwirkung der 


") Der Mikromagnet wurde vom Mechaniker des III. physikalischen Instituts. 
Franz Schreiber erzeugt. 
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Schwerkratt und der magnetischen Kraft im reibenden Medium eine 
Geschwindigkeit v,,, so ist 


mgtk rp 2 ~ 


i) : 


3 LE De Be aoe, : 
Dabei bedeutet v,, und D bzw. ee die Geschwindigkeit und die Kraft 


zw. deren Gradienten in einem praktisch sehr kleinen Bereich, in welchem 
lie erste noch als gleichférmig angesehen werden kann. Das positive 
oder negative Vorzeichen gilt fiir para- bzw. diamagnetische Kérper. Da 
m unserem Falle der Gradient des Feldes in der zentralen «-Achse mit 
ler Schwerkraft gleichgerichtet ist, wirkt das magnetische Feld an para- 
wnagnetischen Koérpern im Sinne der Schwere, an diamagnetischen dieser 
ntgegen. Die Gleichung (1) tritt als dritte unabhiangige Gleichung neben 
Mie beiden wohlbekannten Beziehungen fiir die Bewegung solcher Probe- 
<érper. Im Schwerefeld allein, in welchem diese die konstante Fall- 
-reschwindigkeit vp annehmen, gilt bekanntlich : 


(1) 


2) 


if P 
—- _*_ oy) 
me B ( ) 
erner beschreibt die Gleichung : 
) 
a § — =} he 3 
G & mg B ( ) 


‘lie Bewegung eines mit der Ladung e geladenen Magneten im elektrischen 
Belde ©. In (1) ist auSer den schon in (2) und (3) vorkommenden Gréfen 
lie Suszeptibilitat & als neue Materialkonstante eingetreten. 

Es wird im folgenden gezeigt werden, dai sich durch Heranziehen 
‘iner Vergleichssubstanz ganz bestimmte Aussagen sowohl iiber k wie 
‘ber die Dichte o der Probekérper machen lassen. 

§ 4. Qualitative Vorversuche. Um sich tiber das magnetische 
Teld ein beilauliges Bild zu schaffen, wurden zunichst qualitative Ver- 
suche an mehreren para- und diamagnetischen Probekérpern ausgefiihrt. 
Won den ersteren wurden im elektrischen Lichtbogen erzeugte Fe-, Ni-, 
Pt-Teilchen, sowie zerstiubte Trépfchen einer konzentrierten wiisserigen 
uésung von FeCl, beobachtet. Von den letzteren kamen Se-, Te-, Au-, 
Ag- und Bi- Bibbakbrpet zur Untersuchung. Die beiden erstgenannten 
/Substanzen wurden in einem Kugelrohr erhitzt, die anderen im elektrischen 
ichtbogen verdampit. Die vorliufigen Versuche bestitigten die Funda- 
nentalversuche von Faraday bis zu diesen submikroskopischen Groen 
Yer Magnete. Die Probekérper der im molaren Zustande paramagnetischen 
Substanzen vergréferten beim Einschalten des magnetischen Feldes ihre 
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gleichférmige Fallgeschwindigkeit, dagegen nahm die Geschwindigkeit 
der diamagnetischen Probekirper allméhlich ab. Bei stark diamagneti- 
schen Probekérpern, wie z. B. bei Bi gelang es sogar die Probekérper 
in einem gewissen Intervall auszuschweben. In einem weiteren, der 
Spitze niiher liegenden Intervall kehrte sich die Richtung der Bewegung 
um. Der Probekérper stieg unter dem EinfluB der magnetischen Kraft 
bis zu jenem Punkte des Feldes, wo die magnetische Kraft der Schwere 
gerade gleich war. Bei den anderen Pk., deren Suszeptibilitit wesentlich 
kleiner ist als die des Bi, reichte das zur Verfiigung stehende Feld nicht 
aus, um die Pk. der Schwerkraft entgegen zu heben. 

Diese einleitenden Versuche wurden iiberdies benutzt, um das magne- 
tische Feld durch Horizontalstellen der Platten méglichst symmetrisch 
um die Vertikalachse zu orientieren. Bekanntlich dient hierzu der Pk. 
selbst als verlaSlichste Sonde des Feldes. Wird namlich ein derartiger 
Probekérper in seiner Einstellebene scharf abgebildet und 148t man ihn 
dann unter dem Einflu8 einer Kraft steigen oder fallen, so offenbart sich 
die geringste Neigung dieser Kraft gegen die Vertikale sofort durch all- 
mihliches Unschirferwerden des Bildes des Pk. bis zu seinem vollstindigen 
Verschwinden aus der Bildebene des Mikroskops. Durch mehrmaliges 
Wiederholen dieses Versuches und Nachstellen der entsprechenden Schrauben | 
am Support gelingt es, ein vollkommen axialsymmetrisches, vertikales, — 
magnetisches Feld zu erreichen. Auch das elektrische Feld wird auf 
diesem Wege in die Vertikalrichtung orientiert. 

§ 5. Ausmessung des mikromagnetischen Feldes. Um die 
Messung des inhomogenen Magnetfeldes vornehmen zu kénnen, muSte 
zuerst seine geometrische Konfiguration fixiert werden. Die Beobachtung 
erfolgte mit einem Objektiv von der numerischen Apertur 0,34, aqui- 
valenter Brennweite 18,5 mm in Verbindung mit einem Huygens-Okular 4. 
Demzufolge hatten wir es mit einer etwa 95 fachen Vergréferung zu tun. 
Diese Kombination von Okular und Objektiv ergibt ein Gesichtsfeld von 
etwa 2mm Durchmesser, so daf also die beiden Platten (Abstand 1,8 mm) 
sich eben noch darin befanden. Durch ein in das Okular eingelegtes 
Raster mit iquidistanten Strichen wurde der Raum zwischen den Polen 
in gleich grofe Intervalle 9.10-%cm geteilt. Daraus wurde fiir die 
Messung blo8 der mittlere Teil des Okularrasters in der Gesamtlinge 
1,08mm entnommen. Dieser mittlere Teil im Gesichtsfelde des Okulars 
enthielt zwélf Intervalle. Gemessen wurde jedoch jeweils tiber je zwei 
Intervalle zusammen, da es sich herausstellte, da schon in diesem Be- 
reiche die Geschwindigkeit unter dem Einfluf des magnetischen Feldes 
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me geniigend gleichférmige ist. Der MeBbereich erstreckte sich somit 
ver sechs Doppelintervalle zu je 18.10~*cm Linge und betrug fast 
wei Drittel des Raumes zwischen den Polen (siehe Fig. 2). 
i Als Eichsubstanz diente eine wiisserige 3,01 proz. Lésung von FeCl,. 
tie Konzentration mubte miglichst gering gehalten werden, damit die 
wuszeptibilitét nicht zu hoch ausfiel. Denn erstens wiirden in diesem 
alle die Geschwindigkeiten im Magnetfelde sehr grof und unbequem 
seBbar werden und zweitens wird 
jurch die kleine Suszeptibilitit der 
‘ergleich mit diamagnetischen Kér- 
‘ern, die in der Mehrzahl sehr kleine 
vuszeptibilitit aufweisen, erméglicht. 
Die Suszeptibilitit der Eisen- 
‘hloridlésung wurde durch einige 
arallelmessungen an eimem grofen 
Magneten nach der Auftriebsmethode 
sslativ za Wasser bestimmt. Unter 
ae des Wertes — 0,77 
10~6 fiir das & des Wassers ergab sich 
‘ir k der 3,01 proz. Fe Cl,-Lisung der 
Wert 1,14. 10-° 
Die Lisung wurde mechanisch 
ae und die eingelassenen Pk. 
en nachfolgenden Messungen unterzogen. 


Jeder Pk. wird zuniicht bei 
usgeschaltetem Magnetfeld in jedem der sechs Bereiche mehrere Male 
allen gelassen und durch das elektrische Feld sodann wieder in die Hiéhe 
ssezogen. Nachdem in jedem Intervall je zehn Fall- und Steigzeiten ge- 


wurden nun beim eingeschalteten Magnetfelde in jedem 


Fig. 2. 


“nessen wurden, 
Mer sechs Intervalle je zehn Fallzeiten gemessen 1), 
Fir die Bewegung im Magnetfeld gilt nach (1) die Beziehung: 


DOr, a 


ee 


Star die Bewegung im Schwerefeld allein die Gleichung: 


s Ur 
mg = V6g= RB? 


1) Z. B. sind die Fallzeiten im magnetischen Felde eines Trépfchens von Fe Cl; 
2,26, 1,96, 1,98, 1,96 sec; im 


im Intervall V: 2,10, 1,92, 2,28, 2,22, 2,12, 2,18, 2,2 
ittel: 2,10 sec. Die Mittel der Fallzeiten in den nacheinander folgenden Intervallen 
‘sind fiir das obige Trépfchen: 5,22, 4,30, 3,58, 2,68, 2,10, 1,56 sec. 
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wobei V das Volumen des Pk. bedeutet. Daraus folgt 


Mo os 


1+ 59 On = vf (4) 


Somit ergibt sich fiir jedes Intervall das mittlere Produkt der magne- 
tischen Feldstarke in deren Gradienten zu 


PONS Um, \ og 
a 1 . 4 
» Ou G ) k Ga) 
Setzt man in (4a) die gemessene Suszeptibilitét k von FeCl, und 


0D 


seine Dichte 6 = 1,03 ein, so kann man fir jedes Intervall Da be- 


rechnen und dieses dann als Funktion des Ortes graphisch auftragen. 
Es ergibt sich so das Diagramm der Fig. 3. Als Abszisse ist hier die 


a Intervallange ~ in 10—*%cm, als Or- 


dinate pues in 10° abs. Einheiten 


\ ———— 
v8 bewikB Gn! 10? GouB and Loam 
76} ‘ Ou 
Bh 10° abs. Einheiten aufgetragen. Die 
b eingezeichneten Kreise entsprechen 

den direkt gemessenen Werten von 
12 Da 08. 
10 D Wie 


sechs Intervallen. Da diese wie aus 
der Fig. 3 ersichtlich, einen parabel- 
aihnlichen Verlauf nehmen, wurde ver- 
94 9s sucht, durch die gemessenen Punkte 


<x vem | eine Parabel zu legen, um die H- Werte, 
20 40 60 60 100 720 #40 #0 160 


Fig. 3. 


die sich durch Integration ergeben, 
bequemer berechnen zu kénnen. Die 
kubische Parabel, die durch Ausgleichsrechnung nach der Methode der 
kleinsten Quadrate aus den Beobachtungsdaten berechnet wurde, schmiegt 
sich in der Tat den beobachteten Werten sehr gut an. Die Abweichungen 


legen durchwegs im Bereich der Beobachtungsfehler und betragen im 
Mittel etwa 1,5 Proz, 


GK 


Das Produkt § ae 14Bt sich also in der Form 
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shreiben, wobei f(x) = aa* ist. Fiir die Konstante ergab sich der 
Vert a = 0,856. 10%. 
Die Gleichung 


~d0D 


= — = 0,856. 10}? x8 
Ou 


. 


) 


‘Bt sich leicht integrieren. So folgt die magnetische Feldstarke in Ab- 
lngigkeit vom Orte zu: 

§ = (0,428. 10% at + )"l2. 
sus der Anzahl der Amperewindungen, sowie aus den Dimensionen des 
agneten ergab sich als Anfangsbedingung fir ¢ = $2 der Wert 
~4.10% abs. E. Somit ist: 
) B = (0,428.10 a4 + 4. 10°), 
‘iese Kurve ist ebenfalls in Fig. 3 abgebildet. Der Quotient der beiden 


yrdinaten oe und § in jedem Punkte ergibt die dritte Kurve des 
t x Sree 

D : : : ; 
jagramms, den Gradienten oy Auf diese Weise gelingt es, die Be- 


Ow 

naffenheit des magnetischen Feldes in allen Einzelheiten kennenzu- 
wnen; man hat so eine neue Methode gewonnen, um inhomogene, sehr 
arke magnetische Felder von kleiner Ausdehnung auszumessen. Wie 
an der Fig. 3 entnehmen kann, erstreckt sich das Intervall der Feld- 
Marken von etwa 2000 bis 13000 Gau8. Selbstverstindlich wird das 
peld in unmittelbarer Nahe der Spitze noch wesentlich héher und diirfte 
)000 Gau8 iibersteigen. 

§ 6. Die Verwendung des mikromagnetischen Feldes zur 
pestimmung der magnetischen Konstanten kleiner Pk. Nachdem 
e Feldverhiiltnisse genau bekannt sind, kann man die Messungen an 
‘deren para- oder diamagnetischen Substanzen vornehmen, um deren 
aszeptibilitaten und aus diesen sodann deren Dichten zu bestimmen. Im 
‘igenden seien zuniichst die Ergebnisse dieser Untersuchungen an einigen 
- und Ag-Pk. angegeben. Als erste Substanz wurde Selen gewiahlt, 
il erstens die richtige Dichte der Se-Pk. durch das nach dem Eva- 
ierungsverfahren ermittelte Widerstandsgesetz bereits erwiesen ist und 


. ir dadutch einen Magstab fiir die Genauigkeit unserer Methode erlangen 
egen seiner sehr geringen Suszeptibilitét, wodurch 


‘nen; zweitens aber w 
“y die Grenzen des MeBbereichs unseres magnetischen Feldes bestimmen 


nnen. 
Der MeBvorgang ist hier derselbe wie der bereits beim FeCl, be- 
hriebene; sind %,, und v,, die Geschwindigkeiten eines Trépichens von 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. XL. 4 
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FeCl, im Magnetfeld und im Schwerefeld in emem bestimmten Intervall, 
ferner %,,, und vy, dieselben Gréfen fiir einen Se-Pk. in demselben Inter- 
vall, so erhalten wir nach (4a) die zwei Gleichungen: 


925 _ (mr 1), 
Gog Ox Up, 


i a) 09 == (7 1). 
59° Ox — Nop 


‘ ~ Of ‘ 
Aus diesen folet, da = unter der oben gemachten Voraussetzung im 
Nb 


(5) 


beiden Fallen denselben Wert hat, die Beziehung 
Bay _ (tae — f\ r= ') 
Oy Ufo Ons 


(vm 1) 
k 


== 2 Th . (6) 
0; Oy (< 1) 
fo 


4 s s * k . * a 

So abt sich also der Quotient i die sogenannte , Massensuszeptibilitat*, 
J 

fiir verschiedene Substanzen lediglich aus Geschwindigkeitsmessungen be- 


oder 


stimmen, wenn man ein fir allemal eine gut bekannte Kichsubstanz zu- 
grunde legt. Der Vorteil der Methode besteht tiberdies darin, daf man 
nach jeder durchgefiihrten Messung das Feld sofort mit der Eichsubstanz 
wieder nachkontrollieren kann, was im vorliegenden Falle stets geschah. 
Dabei wurde nicht nur darauf geachtet, da8 die den Elektromagnete 
erregende Stromstiarke méglichst konstant blieb und die Messungen immer 
an derselben Stelle in der «-Richtung vor sich gingen, sondern es wurde 
auch die Mittellinie des Gesichtsfeldes méglichst eingehalten. Die Ab- 
weichungen von derselben, zum Beispiel infolge der Brownschen Bewegung, 
durften nicht mehr als héchstens 0,2 mm betragen. Somit war Gewih 


dafiir geleistet, daB das Produkt § = wihrend der Messungen tatsachlich 
ry 


rs 


nur an ein und derselben Stelle in Betracht gezogen wurde. 
Die Ergebnisse der Messungen sind in der nachfolgenden Tabell 
zusammengestellt. In der 1. und 2. Kolonne sind die Quotienten eile? 


A 
die betreffende Substanz und fiir Eisenchloridlésung immer in en 
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srechenden Intervallen angegeben. In der 3. Kolonne stehen die Massen- 
iszeptibilitaten fiir Silber bzw. fiir Selen, in der 4. die Dichten, die aus 
om Massensuszeptibilititen unter Voraussetzung der molaren Volum- 
iszeptibilitat berechnet wurden. Die Massensuszeptibilitaten stimmen 
t der Massensuszeptibilitat des molaren Materials sehr gut iiberein. 


k, 
asbesondere zeigen die Mittelwerte der om daB es sich sowohl beim 


» wie beim Ag um die betreffende Substanz handelt. 


Pk. | (m | vp) Ag | (m|%p) FeCl (ky |) - 10° 0, Ag 
| | 

Vom 15. Juli 1926 . 0,723 2,519 — 0,20 10,40 
Tas VO | 0,907 | 1,966 ae 22 9,48 
MOL xt igi yo!) 0.910.» | = 1,966 — 0321 9,80 
aT.) Pea | OI697 2.519 == (0) 9,51 
Peg, |) ea), || 0,615 |! » 98,892 — 0,18 11,78 
ps AOS moa. ||) 0,566 3,392 — 0,20 10,45 


Mittel — 0,20 


: Pk. | (Um |v) Se | Cm [vp) Fe Cls | (kyjo)-10° | a, Se 
[(—————_—— ———— ——— a —————————————— 
|| 
Vom 31. Mai 1926 | 0,807 2,752 ale, 4,10 
Meee juni... . |) 0,918 1,669 EAA, 3a7 
eis | 0.885 2,752 2010 4,79 
ae weet ol, 5 | 0,579 1980 | —012 | 4,14 


Mittel —0,12 | [4,12] 


Es sei noch bemerkt, da® es sich hier bekanntlich um verdampites 
‘tes Selen handelt, dessen Massensuszeptibilitaét im molaren Zustande den 
Vert —0,117.10-® hat, also mit unserem Werte genau iibereinstimmt. 


ky : 
joenso liegt der von uns bestimmte Wert fiir Fal == — 0,20. 10-§ fir Ag 


den Grenzen —0,19.10-* bis —0,22.107—°, die von mehreren 
orschern fiir die Massensuszeptibilitat des Ag fiir Temperaturen zwischen 
3 und 1100° angegeben werden. Dementsprechend sind auch die Dichten 
maserer Pk. bis auf einige Prozent, die innerhalb der Beobachtungsfehler 


1) Die hier berechneten Dichten wurden nur des iibersichtlicheren Vergleichs 
Iber angefiihrt, denn die zu ihrer Berechnung gemachte Voraussetzung einer 
‘rmalen Volumsuszeptibilitat ist an sich natiirlich identisch mit der Annahme, 
‘8 die Pk. die normale Dichte haben. Die Berechtigung dieser Voraussetzung 
gibt sich aber nachtriglich daraus, daf, wie sich aus dem Widerstandsgesetz 
‘gibt, die Selenpartikeln tatsiichlich die normale Dichte haben. Fiir Ag sind die 
esbeziiglichen Versuche am hiesigen Institut noch im Gang. 


4* 
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liegen, den normalen Dichten des Se und Ag gleich; sie ergaben sich hier 
im Mittelwerte zu 4,12 bzw. 10,24. Die molaren Dichten des Se bzw. Ag 
betragen bekanntlich 4,26 bzw. 10,5. f 
§7. Das remanente Feld. Schaltet man die erregende Strom- 
stiirke aus, so verbleibt natiirlich ein remanentes Feld. Dieses Feld 
kénnte alle jene Messungen storen, welche ohne erregenden Magnetstrom — 
ausgefiihrt werden miissen. Im nachfolgenden wird der Weg zur Aus- 
messung des remanenten Feldes gezeigt und gleichzeitig dargelegt, wie 
man allfallige Stérungen durch dieses Feld leicht beheben kann. Nach 
einer lingeren Messungsreihe zeigte es sich, da8 die freien Fallgeschwindig- | 
keiten, also die Fallgeschwindigkeiten ohne Wirksamkeit des elektro- 
magnetischen Feldes, der FeCl,-Trépfchen, die als Eichsubstanz verwendet - 
wurden, in den aufeinanderfolgenden | 


Intervallen der Mefstrecke immer 


are H: 105 ; . 
“Ts gréBer wurden, und zwar in viel 
#t® ve kleinerem Ma8e, als wenn das elektro- 

i Vox magnetische Feld eingeschaltet war. 
2 Dieselbe Erscheinung trat dann auch 
y 24.93 bei anderen Pk., jedoch immer dem~ 


—<——_____ «em, ~—- Vorzeichen ihrer Suszeptibilitat ent-— 
20. 40 60 80 100 100 140 160 160 é 

Fig. 4 sprechend zutage. So nahm z. B.- 
bei diamagnetischen Pk. die treie 
Fallgeschwindigkeit ab. Es ist klar, da8 diese Erscheinung vom rema-. 
nenten Magnetismus herriihrte, der ziemlich gro$ sein muBte, wenn er die 
freie Fallbewegung merklich stéren konnte. Nun wirkt aber der rema-_ 
nente Magnetismus genau so wie ein inhomogenes Magnetfeld von kleinerer 
Feldstarke; seine Wirkung mu8 von der Platte zur Spitze zunehmen. 
Nun beweist aber bereits die Fig. 3, daB die GréBe § = bei voll ein- 

x 

geschaltetem Elektromagneten im Intervalle J verhiltnismibig sehr 
klein ist und die freie Fallgeschwindigkeit kaum merklich dndert; 
um so mehr wird dies beim remanenten Magnetismus der Fall sein. In der 
Tat zeigen die Messungen der freien Fallgeschwindigkeiten, die speziell 
fiir diesen Zweck noch in einem der Platte niher hegenden Intervall als 
durchgefiihrt wurden, da8 diese in den beiden gemessenen Intervallen 
genau gleich waren, also ist schon im Intervall J die Wirkung des rema- 
nenten Magnetismus nicht mehr bemerkbar. Dementsprechend wurde fiir 


den freien ungestirten Fall die Fallgeschwindigkeit im Intervall I als 
mafgebend angesehen. 
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Die eben angefiihrte, durch das remanente Feld hervorgerufene Ver- 


voderung der Geschwindigkeit in den naher der Spitze legenden Inter- 
-allen kann dazu benutzt werden, das remanente Feld seiner Form und 


)\r6Be nach zu bestimmen. Bezeichnet man die remanente Feldstarke 


ae 3 Dp : : : 
uit 5, und deren Gradienten coy so gilt fir die Fallbewegung eimes 


Ou 


‘eCl,-Trépfchens in einem bestimmten Intervall nach (4): 
bars, D> Um» 
kVS,—— =: 
Do hae 
ar das Intervall J, wo nach dem oben Gesagten die Remanenz ver- 


‘chwindet, gilt aber: 


UF 

a 

Bilden wir also fiir jedes Intervall die Quotienten der %, in Vp 1m 
festen Intervall und tragen diese Quotienten als Funktion des Ortes auf, 
) bekommen wir den Verlauf des remanenten Feldes. Diesen zeigt 
pos Fig. 4. 

Auch hier bedeutet die Kurve, die sich gut an die Beobachtungswerte 
sn Intervall II bis VI anschmiegt, die nach der Methode der kleinsten 
| uadrate berechnete Naherungsparabel : 


mg = 


) D, a =='8.015 10° ¢4) be7se 10a 
x 


: i 0D : 
‘ie zwei anderen Kurven stellen §,') bzw. ee des remanenten Feldes in 
x 


Dhingigkeit vom Orte dar. Aus dem Vergleich der beiden Fig. 3 
‘nd 4 entnimmt man, daS die Feldstarke des remanenten Magnetismus 
sagefiihr die Halfte des vollen Magnetfeldes betrug. 

Die Untersuchungen an anderen para- und diamagnetischen Kérpern 
nd im Gange; iiberdies gelingt es, denselben Probekérper im mag- 
vetischen Felde nicht nur beim Atmospharendruck, sondern auch bei 
heferen Drucken zu beobachten. Dadurch eréffnet sich ein weiterer Weg, 
Nie Beweglichkeit dieser Pk. unabhiingig von den bisherigen Verfahren 


a bestimmen. 


Wien, Universitat, III. physikalisches Institut, Juli 1926. 


1) Der Wert von D5, wurde den Induktionskurven fiir das verwendete Martin- 


‘sen entnommen. 


Uber die Schubverfestigung 
von Einkristallen bei plastischer Deformation. 
Von E. Schmid in Frankfurt a. M. 


Mit 8 Abbildungen. (Hingegangen am 20, August 1926.) 


Die Form der Dehnungskurven von Hinzelkristallen hangt von der Orientierung 
der Gleitelemente zur Zugrichtung ab. Die Schar der auf die Hauptdehnung von 
Zn-Kristallen beztiglichen Dehnungskurven kann durch eine einzige Kurve dar- 
gestellt werden, die die Schubfestigkeit des wirkenden Gleitsystems als Funktion 
der Abgleitung angibt und nach Uberschreitung der Streckgrenze nahezu linear 
verlauft. — Der Vergleich der Verfestigung wirkender und latenter Gleitflachen 
wird am Zn- und Sn-Kristall durchgefiihrt.. Im Falle kristallographischer Gleichheit 
beider Flaichen ergibt sich bei beiden Kristallen, da8 sich die wirkende erheblich 
weniger verfestigt als die latente. Fiir einen Fall kristallographischer Ungleichheit 
der beiden Flachen zeigt die Hauptdehnung des Zn-Kristalls, daf sich die wirkende 
(dichter belegte) Basisflache erheblich starker verfestigt als die latente Prismen- 
fliche erster Art. 
Ubersicht. 

Der Grundvorgang der plastischen Kristalldehnung ist in den letzten 
Jahren erneut mehrmals und ausfiihrlich beschrieben worden. Er besteht 
in einer Translation, die mit Biegung der Gleitschichten verbunden ist 
(Miigge) und als ,Biegegleitung* bezeichnet wurde. Gleitflichen und 
Gleitrichtungen sind nicht kraftemechanisch, sondern kristallographisch 
bestimmt. Eine GesetzmafSigkeit, die sich — bei Metallkristallen — 
bisher voll bewahrt hat, besagt, da8 die dichtest belegte Gitterkante die 
beste Gleitrichtung des Kristalles darstellt. Die dichtest belegte Netz- 
ebene ist in der Regel ebenfalls die beste Gleitfilache des Kristalles. 
Quantitativ ist die Gleitfahigkeit einer Kristallflache durch jene in 

der Gleitrichtung wirkende Schubspannung gegeben, die das Einsetzen von 
Abgleitung hervorruft. Diese ,kritische* Schubspannung hat sich bei 
den bisherigen Versuchen als unabhiingig von der gleichzeitig auf die 
Gleitflache wirkenden Normalspannung ergeben ?). 
Die zum Einsetzen der plastischen Dehnung nétige Schubspannung 

in der Gleitfliche reicht jedoch nicht zu ihrer Aufrechterhaltung hin. | 
Der Gleitwiderstand erfahrt vielmehr eine dauernde Erhéhung mit for 


schreitender Dehnung, worauf wiederholt hingewiesen worden ist. 


1) M. Polanyi und BE. Schmid, ZS. f. Phys. 16, 336, 1923; E. Schmid, 
Ves d. Int. Kongr. f. angew. Mech., Delft 1924 S. 342; P. Rosbaud und 
E. Schmid, ZS. f. Phys. 82, 197, 1925. Im folgenden mit 1. c. bezeichnet. 


O. Haase und E. Schmid, ebenda 38, 413, 1925; M. Georgieff und E. Schmid, 
ebenda 36, 759, 1926. 
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Auch in der vorliegenden Arbeit ist diese ,Schubverfestigung “ 
jeder Gegenstand der Untersuchung, die diesmal auch nach der 
santitativen Seite hin gefiihrt wird. Als einfachster Fall wird zunichst 
e Verfestigung eines allein wirksamen Gleitsystems wihrend der Ab- 

itung verfolgt. Im weiteren wird dann auch die Schubveriestigung 
4tenter Gleitflichen behandelt und dabei insbesondere untersucht, ob die 
erfestigung wiahrend der plastischen Kristalldehnung eine gleichartige, 
le Kristallflachen in demselben Mage treffende ist oder nicht, eine Frage, 
“it der sich M. Polanyi kiirzlich beschaftigt hat*). Unter Beriick- ° 
wchtigung der am Zn-Kristall beobachteten Verhiltnisse wird schlieSlich 
me schematische Darstellung der Gitterdrehungen bei der plastischen 
sehnung dieser Kristalle gegeben *). 


| 1. Verfestigung des wirkenden Gleitsystems. Auf Grund 
or gemeinsam mit P. Rosbaud*) beobachteten Abhangigkeit der Form 
or Dehnungskurve von Zn-Kristallen von der Orientierung der Gleit- 
vemente zur Langsrichtung (Kraftrichtung) war bereits damals darauf hin- 
swiesen worden, daf fiir geringe, wenige Prozente betragende Dehnungen 
me Abhingigkeit der Verfestigung (definiert durch den Anstieg der 
shubfestigkeit der wirkenden Gleitflache) von der Normalspannung aut 
se Gleitflache, wenn iiberhaupt vorhanden, so nur gering im Sinne 
ner Abnahme der Verfestigung mit zunehmender Normalspannung sein 
ann. Fiir die Auswertung standen damals blof die ersten Teile von 
ait sehr kleiner Belastungsgeschwindigkeit *) aufgenommenen Dehnungs- 
arven zur Verfiigung. In vorliegender Untersuchung werden nun Ge- 
_mtdehnungskurven von Zn-Kristallen bis zum Zerreifien®), wie sie im 
-chnischen Festigkeitspriifer erhalten werden, herangezogen Py Die Avus- 
-ertung der Versuche ergibt, dali die Schubverfestigung der wirkenden 
leitfliche von der Normalspannung unabhingig ist. Der Vorgang der 
-astischen Dehnung von Zn-Kristallen mit verschiedener Orientierung 
or Gleitelemente zur Zugrichtung ist durch eine Kurve, die , Ver- 
»stigungskurve* — Schubfestigkeit der Gleitflache als Funktion der 


1) M. Polanyi, ZS, f. Krist. 61, 49, 1925. 

2) Vgl. hierzu K. Weissenberg, ebenda 61, 58, 1925. 

5) Lene. 

4) 100 g in 5 Minuten. 

3 5) Das durch Ausbildung einer kurzen Abgleitung entlang einer Prismen- 
‘iche erster Art (seltener durch Spaltung entlang dieser Flache) erfolgt. 

6) Die anfangliche Belastungsgeschwindigkeit war erheblich gréfer als in 
on friiheren Versuchen, um ein Stehenbleiben der Maschine wahrend der Dehnung 
i verhiiten. Sie betrug 100g in 40 Sekunden. 
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Abgleitung, die im Sinne von G. Sachs auf gleiche Dicke des Gleit- 
schichtenpaketes und nicht wie |. c. auf gleiche Ausgangslinge zu be- 
ziehen ist?) — beschreibbar, die die Schar der orientierungsabhangigen, 
iiblichen Dehnungskurven ersetzt”). Sowie die Streckgrenze verliert 
am Kinzelkristall auch die Dehnungskurve ihre unmittelbare 
Bedeutung. 

Fiir den untersuchten Zn-Kristall und die verwendete Geschwindig- 
keitseinstellung des Festigkeitspriifers stieg die Festigkeit der Basisgleit- 
fliche nach Uberschreitung der Streckgrenze nahe proportional der Ab- 
gleitung, die Verfestigungskurve ist somit angenahert eine gerade Linie. 
Thre Gleichung ist durch den Ausdruck 

S = 187 + 2404 
gegeben. (S — Schubspannung in der Basisgleitfliiche in der Gleit- 
richtung in g/mm?, a = Abgleitung.) 

Zur volligen Beschreibung der Verfestigung eines Gleitsystems eines 
Kristalles bei einer bestimmten Temperatur ist auSer der fiir die ver- 
wendete Dehnungsgeschwindigkeit giiltigen Verfestigungskurve auch noch 
die Kenntnis der Abhangigkeit dieser Verfestigungskurve von der 
Dehnungsgeschwindigkeit erforderlich. Diese Abhingigkeit ist, wie aus 
der sehr erheblichen Anderung der Dehnungskurvenform von Einzel- 
kristallen mit der Dehnungsgeschwindigkeit hervorgeht *), eine sehr 
starke. Systematische Messungen hieriiber liegen jedoch noch nicht vor. 
Sie wiirden zur Aufstellung von , Verfestigungsflichen“ fiihren, die die 
Schubfestigkeit der wirkenden Gleitflache als Funktion von Abgleitung 
und Abgleitgeschwindigkeit darstellen. 

2. Konkurrenz verschiedener Gleitsysteme*). Die Plastizitat 
eines Einkristalles ist im allgemeinen nach Betitigung eines einzigen 
Gleitsystems nicht erschdpft. Durch die bandférmige Einschniirung und 
die mit der Dehnung einhergehende Drehung des Gitters in bezug auf die 
Zugrichtung verbessern sich fiir latente Gleichsysteme die geometrischen 


1) Dem Mechanismus der Kristalldehnung entsprechend tritt an Stelle der 
Dehnung die auf die Lingeneinheit des Kristalles bezogene Abgleitung. 

2) Fiir vier Al-Kristalle, deren Orientierungen allerdings nur geringe Unter- 
schiede zeigten, finden C. J. Taylor und ©. F. Elam (Proc. Roy. Soc. 108, 28, 
1925) ebenfalls den Anstieg der Schubfestigkeit des wirkenden Gleitsystems mit 
der Dehnung gut durch eine einzige Kurve dargestellt. 

*) M. Polanyi und E. Schmid, ZS. f. Phys. $2, 684, 1925; 0. Haase 
und E. Schmid, 1. c. 


*) Hieriiber ist bereits kurz berichtet in ZS. f. angew. Math. u. Mech. 5, 
128, 1925. 
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3edingungen immer mehr, und schlieSlich wird ein zweites Gleitsystem 
em ersten konkurrenzfaihig. Es lést nun entweder das erste ab, oder 
yeide sind von jetzt an gleichzeitig in Tatigkeit. Durch Wiederholung 
lieser Vorgiinge kann auf diese Weise eine ganze Reihe von Gleitsystemen 
dines Kristalles zur Wirksamkeit gelangen. Die Art der Konkurrenz 
ler einzelnen Gleitsysteme wird durch die Art ihrer Verfestigung bedingt. 


Ein Vergleich der Schubverfestigung wirkender und latenter Gleit- 
‘lichen wurde am Zn- und Sn-Kristall durchgefiihrt. 


Der Zn-Kristall liefert in der Hauptdehnung, welche durch Basis- 
gleitung erfolgt, die schlieBlich von einer Prismengleitung abgelist wird, 
sin Beispiel fiir die Konkurrenz kristallographisch verschiedener Gleit- 
“lichen. In der durch Prismenabgleitung erfolgenden Nachdehnung, die 
durch Gleitung entlang einer anderen Prismenfliche erster Art abgelést 
wird, gibt er ein Beispiel fiir kristallographische Identitat von wirkender 
‘ind latenter Gleitfliiche. In dem ersten Falle (der Hauptdehnung) zeigt 
sich, da sich die wirkende Basisgleittliche erheblich starker vertestigt 
jils die latente Prisme. Das Verhiltnis der Schubfestigkeiten von Prisme 
vind Basis, welches in ungedehntem Ausgangskristall etwa 7,0 betragt, 
‘caimmt durch die Dehnung betrichtlich ab, und zwar iiberwiegt die Ver- 
festigung der (dichter belegten) Basisflache um so mehr, je rascher die 
iDehnung erfolgt. 

; Die auf die Hauptdehnung folgende Nachdehnung, die bei geeigneter 
Prersushetthrang nochmals Dehnungshetrige bis auf das Fiinffache erreicht, 
veigt fiir die wirkende Prismengleitfliche erster Art wesentlich geringere 
Werfestigung als fiir die sie durchschneidenden latenten Prismenflachen. 
Wrst wenn die Schubspannung in einer latenten Flache ungefahr 3,5 mal 
‘so groB geworden ist wie in der wirkenden (dem Endwinkel derselben 
von 6 bis 8° entsprechend), reiBt der Nachdehnungsfaden durch Ausbildung 


. zweiten Prismengleitung. 

Fir den Sn-Kristall sind die Schubfestigkeiten der drei von H. Mark 
gand M. Polanyi?) bei gewohnlicher Temperatur beobachteten Gleit- 
ssysteme noch nicht bekannt. Die schematische Untersuchung der Gitter- 
-drehungen bei der Dehnung nach dem Vorgang von K. Weissenberg’”) 
zeigt jedoch bereits fiir eines der Gleitsysteme *\— (100) Gleitfliche, 
{011] Gleitrichtung —, dab die beobachteten Endwinkel von 8 bis 10° 
der Gleitelemente zur Liingsachse nur méglich sind, wenn sich ein 


1) H. Mark u. M. Polanyi, ZS. f. Phys. 18, 75, 1923. 
2) K. Weissenberg, l.c. 
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latentes, gleichwertiges Gleitsystem erheblich stirker verfestigt als das 
wirkende. Die Ungleichartigkeit der Verfestigung ist also dieselbe wie 
im Falle der Nachdehnung des Zn-Kristalles. 

Die Dehnung des Aluminiumkristalles geht nach Versuchen von 
G. J. Taylor und C.F.Elam!) unter nahezu gleichartiger Verfestigung 


von wirkenden und latenten (111) Flachen vor sich. Die Abweichung— 


liegt, worauf bereits Polanyi hingewiesen hat, in dem Sinne, daf die 
gleitende Flache weniger verfestigt ist als die latente. 

Die Versuche ergeben somit, daB die Verfestigung der Kristalle 
durch Kaltreckung keineswegs eine gleichartige, alle Gleitsysteme in 
demselben Mabe treffende ist. Eine Aufdeckung allgemeiner Gesetz- 
maBigkeiten ist jedoch aus dem bisher vorliegenden spirlichen Beob- 
achtungsmaterial noch nicht modglich. Es sei aber hervorgehoben, dab 
bisher niemals gefunden wurde, da sich bei kristallographisch gleich- 
wertigen Flachen die gleitende starker verfestigt als die latente. 

Fiir eine weitere Behandlung dieser Fragen scheint insbesondere 
auch ein Studium der Erholungsfahigkeit der verschiedenen Gleitsysteme 
der Kristalle notwendig. 


IL Schubverfestigung des wirkenden Gleitsystems bei der 
plastischen Einkristalldehnung. 


* 
Fiir die Untersuchung der Schubverfestigung eines einzigen Gleit- 


systems, insbesondere in ihrer Abhingigkeit von der auf die Gleitflache — 


wirkenden Normalspannung, erscheinen Kristalle, die eine singulére Haupt- 
gleitflache besitzen, besonders geeignet. Durch Verwendung sehr ver- 
schiedener Lagen dieser Gleitflache zur Zugrichtung kann im gewohnlichen 
Zugversuch die GréSe der Normalspannung weitgehend variiert werden. 

In der vorliegenden Arbeit wurde dementsprechend die durch Basis- 
abgleitung vor sich gehende Hauptdehnung des Zn-Kristalles besonders 


untersucht. Die nahezu kreiszylindrischen Ausgangskristalle wurden mit 


jeweils 25 mm Einspannlinge in einem Schopperschen Festigkeitspriifer 
Zugversuchen unterworfen. Der Querschnitt, der an ein und demselben 
Kristall gut konstant war, schwankte im Bereich von 0,27 bis 0,55 mm? ”). 


Die Orientierung wurde réntgenographisch durch Auswertung einer 


1) G. J. Taylor und C. F. Elam, Proc. Roy. Soc. 102, 643, 1923; 108, 
28, 1925. 
*) Die Verwendung so kleiner Querschnitte war notwendig, um mit dem 


Mefbereich von 1 kg des Festigkeitspriifers die Dehnung der Kristalle bis zum 
Zerreifen durchfiihren zu kénnen. 


: 
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)rehkristallaufmahme nach der von H. Mark, M. Polanyi und E. Schmid 
seinerzeit angegebenen Methode bestimmt’). Sie ist durch Angabe der 
Winkel y zwischen Drahtachse und Basis (Gleitflache) und 4 zwischen 
Jrahtachse und jener diagonalen Achse erster Art, die mit ihr den 
Qeinsten Winkel einschlieSt (Gleitrichtung), gegeben. 

In Fig. 1 sind die Originaldehnungskurven, wie sie mit einer anfing- 
lichen Belastungsgeschwindigkeit von 100g in 40 Sek. im Festigkeits- 


oriifer erhalten wurden, nebeneinander gezeichnet, wobei die Reihentolge 
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Automatisch registrierte Dehnungskurven von Zn-Kristallen. 
“Bei den einzelnen Kurven sind die zugehbrigen Stellungswinkel von Gleitfliche und -richtung 
angeschrieben. Der Winflu® der Orientierung aut die Kurvenform ist deutlich erkennbar. 


-Werten gebildet ist (die zu den einzelnen Dehnungs- 


nach steigenden y, 
1eswinkel von Gleitfliche und -richtung 


‘kurven gehirigen Ausgangsstellur 
Die Figur zeigt deutlich den gesetzmibigen 


sind jeweils angeschrieben). 
sorientierung des 


Zusammenhang zwischen Kurvenneigung und Ausgang 
 Kristalles *). 


Die Auswertung dieser Kurv 
nur wenige Prozente Dehnung umfassenden Teilen 


en erfolgte in ihnlicher Weise, wie dies 


friiher ®) an den ersten, 
1) H. Mark, M. Polanyi und E. Schmid, ZS. f. Phys. 12, 58, 1922. 

2) Die Verschiedenheit der Querschnitte der verwendeten Kristalle ist eine 
'Stirung, die hier noch nicht eliminiert ist. 

3) OS ‘ 
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von Dehnungskurven von Zn-Kristallen durchgefiihrt worden war. Zu 
jeder cinzelnen Kurve wurde punktweise eine andere berechnet, die die 
in Gleitflache und Gleitrichtung wirkende Schubspannung (S) als Funktion 
der Abgleitung (a) darstellt, wobei die Abgleitung jedoch nicht (wie lL. ¢.) 


aut gleiche Ausgangslinge, sondern — einem freundlichen Vorschlag des - 
Herrn G. Sachs entsprechend — auf gleiche Ausgangsdicke des Gleit- 
schichtenpakets bezogen worden war. Diese Berechnung geschah in 


folgender Weise: y, und A, seien wie oben die Stellungswinkel der Gleit- 
elemente des untersuchten Kristalles im ungedehnten Zustand. Zu einem 
bestimmten, durch die Werte d und Q fir Dehnung und Belastung ge- 
gebenen Punkte der Dehnungskurve wird die dazugehérige, durch die 


Stellungswinkel y und 4 gegebene Lage der Gleitelemente mit Hilfe der 
Dehnungsformeln d —= cle Mo ar 4 bestimmt. Die in der Gleitfliche 
sin y sin A 

und -richtung herrschende Schubspannung ist sodann durch den Ausdruck 


— @ siny,cos4, worin g, der Ausgangsquerschnitt des Kristalles ist, 
q 


+0 
gegeben. Diese Schubspannung wird nun in Beziehung gesetzt zu der 
Abgleitung a, die sich aus der’ Dehnung und Ausgangslage der Gleit- 
richtung durch die Formel 
1 ee. 4 
a = —— (Vd? = sin”, =sc0s4,) 


sin Xo 


berechnet*). Diese Rechnung wurde jeweils fiir mehrere Punkte der 
Dehnungskurve durchgefiihrt und dadurch eine Darstellung der Schub- 
spannung als Funktion der Abgleitung gewonnen. Voraussetzung fiir die 
Berechtigung dieses Vorganges ist, da die Dehnung des Kristalles 
gleichmafig seer ganzen Linge entlang erfolet. In den hier unter- 
suchten Fallen traf dies auch in der Regel zu. Eine , Knotenbildung¢ 
trat nur sehr selten auf. , 

Das Ergbnis dieser Rechnungen ist in Tabelle 1 dargestellt, die zu 
den durch Dehnung d und Last Q gegebenen Punkten der Dehnungskurve 
die zugehérigen Werte von Abgleitung und Schubspannung in der Gleit- 
flache enthalt. Die aus den Knicken der Dehnungskurven fiir den Beginn 
deutlcher plastischer Dehnung in der Basisgleitfliche berechnete Schub- 
spannung S, liegt unabhingig von der Ausgangsorientierung zwischen 139 
und 244 ¢/mm? Gleitfliche mit einem Mittelwert von 187 g/mm?. Dieser 
Wert betragt das Doppelte des seinerzeit (l.c.) ermittelten Wertes fiir die. 


*) Die 1. c. abgeleitete Formel, die den Faktor 


ny nicht enthilt, bezieht. 
sich auf die Abgleitung der Lingeneinheit des Kristalls. 


i 
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Tabelle 1. Schubverfestigung der Basisgleitflache von Zn-Kristallen 
durch plastische Dehnung. 


Xo Ao do ao Pore, ay Bu dz a2 Se 
e | gimm? || | 8/am? g/mm? 

15°30’ 22° (| 244 |) — — =—— || 1,60 Zo2 | 7W3l 
22 30 23 203 | 1,50 1,38 531 11888} 2,03 | 817 
224. | Lb, Nag) 588 2,04 | 2,87 | 880 

30 30 34 | 141 — — 2,00 2,15 570 


156 || 1,92 | 1,97 | 663 |] 2,71 | 3,59 | 1025 


34 35 139 || 2,00 | 1,95 | 507 || 3,82 | 4,38 | 1092 

1,00 | 0,00) | 181 || 2:00 | 1,95 | 718 || 2,92 | 3,65 | 1388 

55 55 191 2,60 | 2,31 | 825 || 4,15 | 4,26 | 1285 

| 245 || 2,60 | 2,31 | 848 || 3,92 | 4,00 | 1205 

58 30 | 59 198 || 2,52 | 2,17 | 750 || 4,16 | 4,15 | 1200 

| 170 || 2,80 | 2,52 601 || 5,08 | 5,25 | 1010 

58 30 63.4 | 148 || 2,46 | 2,14 | 830 I 3,60 | 3,55 | 1300 

M | 

% und 4, = Stellungswinkel der wirkenden Basisgleitflache und Gleitrichtung im 
Ausgangszustand. 

So = Schubspannung in der Basis am Beginn der Dehnung (Streckgrenze). 

dy, a4, S, baw. dg, dg, Sp — zu einem mittleren baw. dem Endpunkt der Dehnungs- 


kurve (ZerreiBen des Kristalls) gehérige Werte von 
Dehnung, Abgleitung und Schubspannung in der Basis. 


_ kritische Schubspannung der Basis an der Streckgrenze des Zn-Kristalles. 


Diese Tatsache zeigt erneut die auSerordentlich deutliche Abhingigkeit des 
Dehnungsvorganges von Einkristallen von der Dehnungsgeschwindigkeit. 
Bei den seinerzeitigen Versuchen hatte die anfingliche Belastungsge- 
schwindigkeit nur etwa den siebenten Teil der hier verwendeten betragen. 

Eine graphische Darstellung der die Dehnungskurven gemai} Tabelle 1 
ersetzenden Schubspannungskurven ist in Fig.2 gegeben. Der Ausgangs- 
stellungswinkel der Basisgleitflache ist bei den einzelnen Kurven an- 
geschrieben. Die Figur zeigt, daf der Anstieg der Schubspannung in 
allen Fallen nahezu linear mit zunehmender Abgleitung erfolgt und fiir 
den ganzen untersuchten Bereich des Ausgangsstellungswinkels der Basis- 
gleitflache von 15°80! bis 58°30’ gut durch eine einzige Kurve (in der 
Figur stark hervorgehoben) dargestellt werden kann, welche die in der 
Basisgleitfliche herrschende Schubspannung als Funktion der Abgleitung 
(Dehnnng): angibt. — , Verfestigungskurve.* — Die Kurve ist fiir 
Zimmertemperatur und die verwendete Belastungsgeschwindigkeit (vgl. 
oben) mit groBer Anniherung linear und durch den Ausdruck 


Pesehe S = 187 + 2404 (1) 
n. 
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In Fig. 8 ist schlieBlich in den strichliert gezeichneten Kurven noch 
eine Darstellung der Dehnungskurven gegeben, wie sie sich ftir verschiedene 
Ausgangslagen der Gleitfliche') auf Grund des fiir den Anstieg der Schub- 
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pices mit zunehmender Abgleitung gefundenen Ausdruckes (1) berech- 
nen”). Man sieht deutlich, wie mit zunehmendem Stellungswinkel der 


1) Der Stelluneswinkel der Gleitrichtung wurde bei der Berechnung als identisch 
mit dem der Gleitflache angenommen. Der Charakter der Kuryen ist durch diese 
Vereinfachung keinesfalls systematisch geandert. 

*) Vel. E. Schmid, ZS. f. Phys. 22, 328, 1924. 
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4 


Basis die Neigung der Kurven eine geringere wird. Bei einem Ausgangs- 
winkel von 80° zwischen Gleitflache und Langsachse des Kristalldrahtes 


" hatte man zu Beginn der Dehnung bereits erheblichen Lastabfall zu er- 


| 


warten!). Die Kurven zeigen ferner deutlich den Unterschied des zu 
derselben Dehnung fiir verschiedene Orientierungen gehérigen Arbeits- 
aufwandes. Fiir eine 50proz. plastische Dehnung ware beispielsweise 
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Fig. 3. 
Form der Dehnungskurven verschieden orientierter Zn-Kristalle, berechnet aut Grund der durch (1) 
gegebenen Verfestigungskurve. 


Auer den den Ausgangsstellungswinkeln der Basisgleitfliche von 10, 30, 60 und 80° zugehorigen 
berechneten Kurven sind auch die beobachteten eingezeichnet. Sie sind in vélliger Ubereinstimmung 
mit dem Spektrum der berechneten. 


bei einem Stellungswinkel der Gleitflache von 10° fast die fiinffache 
Dehnungsarbeit vonniten wie bei emem Stellungswinkel von 60°. 

In die Figur sind ebenfalls rein schematisch die auf 1 mm? reduzierten 
beobachteten Dehnungskurven eingezeichnet. Sie verlaufen dem obigen 
entsprechend in Ubereinstimmung mit den berechneten. 

Die durch die Versuche gefundene Verfestigungskurve des Zn- 
Kristalls beschreibt den mit der Kristallausgangsorientierung wechselnden 
Kraftverlauf wahrend der Hauptdehnung; tiber die Weite der Deh- 


1) Ein solcher anfianglicher Lastabfall war bei sehr querer Lage der Gleit- 
flache, l.c., in der Tat beobachtet worden. 
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nung gibt sie jedoch keine Auskunft. Diese wird vielmehr durch das 
Inkrafttreten einer zweiten Kristallfliiche (Prismenfliche erster Art) als 
Gleitfliche bestimmt) und hiingt somit von der gleichzeitig mit der Basis- 
abgleitung erfolgenden Verfestigung dieser Konkurrenzfliche ab (vgl. 
Abschnitt IL). 

Uber die Abhingigkeit der Verfestigungskurve von der Dehnungs- . 
geschwindigkeit liegen zurzeit systematische Versuche noch nicht vor. 
Da jedoch ein sehr erheblicher Eintlu8 der Geschwindigkeit auf den 
Verlauf der Dehnung besteht, wurde wiederholt beobachtet. Eine auch 
den Geschwindigkeitseinflu8 beriicksichtigende Beschreibung des Kraft- 
verlaufes bei der Wirksamkeit eines Gleitsystems hatte durch eine , Ver- 
festigungstliiche* zu erfolgen, die die Schubfestigkeit der Gleitfliche als 
Funktion von Abgleitung und Abgleitgeschwindigkeit darstellt”). 


Il. Schubverfestigung eines latenten Gleitsystems bei der 
plastischen Einkristalldehnung. 


Die bisher besprochene Verfestigung bei plastischer Kinkristalldehnung 
betraf die Erhéhung der Schubfestigkeit des wirksamen Gleitsystems. 
Gleichzeitig erhéht sich jedoch auch die Schubfestigkeit aller tibrigen, die 
wirkende Gleitflache durchschneidenden Kristallflachen*). Einen direkten 
Beweis fiir die Schubverfestigung einer die Gleitflache durchschneidenden 
Fliche mit zunehmender Dehnung liefert nach friiheren Versuchen ‘*) 
Fig.4, Sie stellt fiir den Zn-Cd-Mischkristall mit 0,18 Proz. Cd die 
effektive ZerreiBtestigkeit als Funktion der Abgleitung der Dehnung 
dar. Je groBer diese ist, um so hdher ist die Zerreibfestigkeit. Durch 
Extrapolation auf die Dehnung 1 erhalt man etwa 4,2 kg/mm? fiir 
die Zerreibfestigkeit des ungedehnten Kristalles. Da das ReiBen durch 
Ausbildung einer kurzen Prismenabgleitung erfolgt und die Lage des 
Gitters im yedehnten Kristall keine erheblichen Verschiedenheiten auf- 


; ") Sehr selten erfolgt das Zerreifen der Bander durch Spaltung entlang 
einer Prismenfliche erster Art. 

*) Die Ursache, warum fiir den Polykristall die der Verfestigungsfliche 
analoge ,,Dehnungsfliche“ (effektive Spannung als Funktion von Dehnung und 
Dehnungsgeschwindigkeit) nicht zur Darstellung des Dehnungsvorganges benutzt 
wird, ist wohl in dem hier viel geringeren Binfluf der Dehnungsgeschwindigkeit 
a suchen, 

*) Auch sie erleiden in den Schnittlinien mit den wirkenden Gleitflichen 


Storungen in der regelmibigen Anordnung der Gitterpunkte. (M. Polanyi, ZS. f. 
Metk. 17, 94, 1925.) 


41,0, 
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weist') (die Basis schlieft bei mittleren Dehnungsgeschwindigkeiten etwa 
10 bis 15° mit der Lingsachse ein), gibt das Verhalten der Zerreibfestiz- 
keit gleichzeitig auch das der Schubfestigkeit der Prismenfliche erster 
Art (in Richtung einer digonalen Achse erster Art) nach verschieden 
weit vorausgegangener Basisabgleitung an. 

Die Fig. 4 beweist somit deutlich die erhebliche, bis auf das dreifache 
steigende Schubverfestigung einer Prismenfliche erster Art durch Debnung 


unter Basisabgleitung. 


Ill. Vergleich der Ausgangsschubfestigkeiten der beiden 
verschiedenen (Gileitsysteme des Zn-Kristalles, 
1. Die ,kritische* Schubspannung der Prismenfliche 
erster Art (in Richtung einer diagonalen Achse erster Art). 


Aus dem oben bei der Dehnung | fiir 


die Zerreibfestigkeit extrapolierten Wert : 
von 4,2 kg/mm? folgt fiir die Schub- me 
festigkeit der Prismenflache erster Art R10 
im ungedehnten Ausgangskristall etwa S 
1770 bis 2040 g/mm? 2). Eine direkte 
Bestimmung ihrer Schubfestigkeit ist NS 44 
O 5 
bisher nicht gelungen. ae 

Da die Schubfestigkeit der Basis } , 
im ungedehnten Kristall bei dieser | ts ie Pee ‘3 o 
Cadmiumkonzentration (0,13 Proz.) Fig. 4: 
274 ¢/mm? betrigt, so finden wir somit, Abhingigkelt ae Berselftestighelt von 
da® die Prismenfliiche erster Art etwa Baber vspan reat sp Ae oer 
6,5- bis 7,5 mal schlechter gleitet als hytoitung in, “Da dio tnd te 
die Hauptgleitfliche, die Basis. Dieser Bee a eee die ke uceetaeals 
indirekt erhaltene Wert fiir das Verhiltnis Pg eee Pree TRU AIA ec 
der Gleitfihigkeiten der beiden besten und ME on rma er Peg ene 
bisher einzig beobachteten Gleitflachen spacer, eee ee irs hee uacatien 
des Zinkkristalls ist in Ubereinstimmung oo eepeapeny Ceniceenae cues 
mit der Tatsache, dafi bei Ausgangs- ae winktnds Ona © 


1) Bei gleicher Dehnungsgeschwindigkeit (vgl. weiter unten). 

2) Wie fiir beliebige Orientierung des Kristalles die Bestimmung der zu einer 
Zugspannung Z gehbrigen Schubspannungen in der Basis und den drei Prismen- 
flichen erster Art durchgefithrt wird, soll Fig. 5 zeigen. Als Aquator ist die hexagonale 
Basisfliiche gewihlt. In ihr liegen die drei diagonalen Achsen erster Art (1, 2 und 3), 
9% sei die Liingsachse des Kristalles, die mit der Basis den Winkel zp, mit der 
ihr zuniichst liegenden Gleitrichtung den Winkel Ay cinschlieBt. % (der Winkel 

Zeitschrift fiir Physik. Bd, XL. 5 
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. . 0 Qt . Oo 
stellungswinkeln der Hauptgleitelemente von yy == 6° 30° und 4, = S' 
noch Basisabgleitung beobachtet worden ist*). Die Schubspannung in 
der giinstigst liegenden Prismentliche betrug hier erst das 4,2 fache der 
in der Basis herrschenden., 


2. Trennung der Ausgangsorientierungen, die zu Basis- 
bzw. Prismenabgleitung von Zn-Kristallen fiihren. Unter 
der Annahme des sich ergebenden 
Mittelwertes von 7,0 fiir das Ver- 
hiiltnis der Schubfestigkeiten vou 
Prisme und Basis im Ausgangs- 
kristall wurde nun nach dem Vor- 
gang K. Weissenberg®) eine 
Abgrenzung jener Ausgangslagen 
der Gleitelemente, die zu Basis- 
abgleitung fihren, von jenen, die 


Prismenabgleitung liefern, dureh- 


getiihrt. Man gelangt hierbei 
mit Hilfe der in Anm. 2 Seite 65 
Fig. 5. angegebenen Formeln zu dér in 
Bestimmung der Schubspannung in dor Basis ee as J . tale 
und den Prismentlichen erster Art von ZAn- I ig. 6 Ww iedergegebenen Darstel- 
Kristallon bei beliebiger Oriontiorung der . . ¢ 3 eed : 
Citnaeachse don, iriaales, lung auf der Lagenkugel. Die 


kristallographischen Achsen sind 
fix; die verschiedenen Lagen der Gleitelemente sind durch verschiedene 


Lagen der Liingsachse des Kristalles im kristallographischen Koordinaten- 


awischen der Projektion der Drahtachse auf die Basistliche und der zuniichst liegenden 
diagonalen Achse erster Art) ist daher < 80°. Ganz allgemein ist die zu einer Zug. 
spannung Z gehbrige Schubspannung in einer Richtung, die mit der Zugrichtung 
den Winkel A bildet, bezogen aul eine Fliche, die mit ihr den Winkel ¥ einschliebt, 
durch S Z sin x coS A vegeben. Berechnet man sich nun diese Schubspannungen 
fiir die Basistliiche und fiir die drei Prismentlichen erster Art und driickt mit Hilfe 
der in der Kigur angedeuteten rechtwinkligen sphiirischen Dreiecke alles durch 
% und x aus, so erhiilt man die vier Ausdriicke: 


Sp Z SiN Zo COS Zy COS %, Sp, Z vos* x sin (GO — x) cos (60 — x), 
Sp, Z 0:08" 49 Sin * COS x, Sp, Z cos® xo sin (GO x) cos (60 + x), 


Sp, bedeutet die in der durch die hexagonale Achse (H, A.) und die diagonale Achse 
erster Art (1) bestimmton Prismentliche in der Gleitrichtung herrschende Schub- 
spannung. Sp, und Sp, beziehon sich auf die beiden anderen Prismentlichen erster 
Art. Man sieht, da® nur S;, als mit der Basis konkurrierende Gleitthiche in Frage 
kommt, da Sp, 4 Sp, und Sp, ist. 

1) 1.0. 


ae kere 
*) K. Weissenberg, Lc. 
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system gegeben. Liegt die Drahtachse in einer Prismenfliche erster Art 
(die durch die hexagonale Achse und eine diagonale Achse erster Art 
gegeben ist) so wird bei Lagen, die durch einen y)-Winkel gréfer als 
3° 32’ gegeben sind, Gleitung entlang der Basis erfolgen. Wandert die 
Drahtachse dagegen in einer mit einer Prismenfliiche erster Art einen 
Winkel von 15° einschliefenden Ebene, so betragt der Grenzwinkel 4° 15; 


in einer Prismenfliche zweiter Art, 


HA 


die den Winkel zwischen zwei Prismen 
erster Art halbiert, tritt schlieBlich 
bis zu x°-Winkeln von 4° 5' Basis- 
gleitung ein. Das durch Prismen- 
vleitung ausgezeichnete Gebiet stellt 
also eine aiuberst schmale, tiquatoriale 
Zone aul der Lagenkugel dar, deren 
Begrenzung von einem Parallelkreis 
nur geringe Abweichungen zeigt. Die 


gribte Breite von 4°15" zu beiden 


Seiten des Aquators erlangt das 
Gebiet in jenen Ebenen, die den Fig. 6. 


Winkel zwischen einer Prisme erster ‘Trennung der Orientierungen yon Zn-Kristallen, 
deren Dehnung durch Basis- bzw. Prismen- 


Art und einer solehen gweiter Art abgleitung erfolgt u. schematische Darstellung 
der Gitterdrehungen wahrend der Dehnung. 


halbieren’), AK = EF = 3° 32! 
: ine . BJ = DG=4 15 
Auer den beiden Gebieten, im CH=4 5 
, we ke Prismenabgleitung tritt lediglich bei Ausgangs- 
denen der Bruch des Kristalles durch  orientierungen, die durch Lagen der Drahtachse 
. : in der schmalen iquatorialen Zone SAB ghee 
Einsetzen von Abgleitung entlang der ; Pepeben sinil, ‘ein’ 


yaetlic » el » Price ‘lic 9 Liingsachse eines Kristalls, die bei dessen 
Sis he oae =) s , , A é 
Ba istliic he « dle BSmer | risment lic he Dehnung dem ruhenden Kristallkoordinaten- 


erster Art erfolgt, existiert noch ein system Sayan sen nao ad 
drittes, an den Polen der Lagenkugel 

gelegenes, in welchem keine der beiden Gleitungen méglich ist. Dieses 
Gebiet umfabt jene Orientierungen, in denen die Basisfliche quer oder 
nahezu quer im Ausgangskristall liegt (die Prismenflichen liegen dann 
lings). Bei solehen Kristallen wird bei Steigerung der Belastung wohl 
ohne vorherige Dehnung die Basis als Reiffliiche auftreten. Wie grob 
der Grenzwinkel ist, oberhalb dessen Reiben entlang der Basis eintritt, 
ist bisher nicht ermittelt. Bei yo = 78° (vgl. weiter unten) trat bei 


1) Diese zuniichst fiir den yn-Cd-Mischkristall mit 0,13 Proz. Cd giiltige Ab- 
grenzung gilt nur dann auch fir den Zn-,Kahlbaum*-Kristall, wenn die Verfestigung 
durch die Legierung mit Cd (Mischkristallbildung) eine gleichartige, verschiedene 
Kristallfliichen in demselben Mage treffende ist. 


De 
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Zn-Kristallen bei langsamer Belastungssteigerung noch Abgleitung nach 


der Basis auf?), 


LV. Vergleich der Schubverfestigung wirkender und latenter 
Gleittlichen bei der plastischen Kinkristalldehnung. 


Im folgenden wird die Frage erértert, ob die Schubverfestigung 


durch plastische Dehnung — deren Bestehen sowohl fiir das wirksame 
als auch fiir latente Gleitsysteme erwiesen ist — den ganzen Kristall 


gleichartig trifft oder auf verschiedenen Fliichen in verschiedenem Mafie 
wirksam wird. 

1. Das Beispiel des Zn-Kristalles. Ein fir die Prifung 
dieser Frage geeignetes Beispiel fiir den Fall kristallographischer Ver- 
schiedenheit von gleitender und latenter Fliche ist die Hauptdehnung des 
Zn-Kristalles, die durch Basisgleitung erfolgt, die schlieBlich von Prismen- 
gleitung abgelist wird. In der Nachdehnung lefert der Zn-Kristall ein 
Beispiel fiir kristallographische Gleichheit beider Flichen. Sie erfolgt 
durch Abgleitung entlang einer Prismenfliiche erster Art, welche bis zur 
Ausbildung der Gleitung entlang einer zweiten Prismenfliche erster Art 
wirksam bleibt. 

a) Wirkende und latente Gleitfliche sind kristallographisech ver- 
schieden. Hauptdehnung. 

Kiir den unbeanspruchten Zn-Kristall hatte sich (vgl. oben) tiir das 
Verhiiltnis (n) der Schubfestigkeiten von Prisme und Basis ergeben, daf 
es gréfer als 4,2 ist. Indirekt war auf einen zwischen 6,5 und 7,5 legenden 
Wert geschlossen worden. 

Wiire der Quotient (2) der Schubfestigkeiten konstant und von der 
Dehnung (durch Basisabgleitung) unabhiingig, so miiBte man erwarten, 
daB die Basisgleitung von Zn-Kristallen so lange vor sich geht, 
bis in einer Prismentliiche erster Art eine etwa 7 mal so grofe Schub- 
spannung herrscht wie in der Basis. Dies ist nach dem oben Mitgeteilten 
dann der Fall, wenn die Drahtachse mit der Basis een Winkel von etwa 
4° einschliebt. Experimentell ergab sich jedoch der Endwinkel der Basis- 
fliche bisher stets zu etwa 10 bis 20° 2). Dies bedeutet, daB m wihrend 
der Dehnung erheblich abgenommen hat, denn fiir eine durch die Winkel 
% und x gegebene Orientierung des Kristallgitters im Drahte (vgl. Fig. 5) 
ist m (nach den dort angegebenen Formeln) durch den Ausdruck 

1) Bei ruckartiger Beanspruchung trat nur kleine Dehnung cin, Der Kristal) 


rif an ciner ungedehnt gebliebenen Stelle entlang der Basis durch, 
*) H. Mark, M. Polanyi und EB. Schmid, | 


fiber die Schubverfestigung von Hinkristallen bei plastischer Deformation. 6% 


) Tabelle 2. Abhangigkeit des Endwinkels der Basisilache 
von der Dehnungsgeschwindigkeit bei Ln-Hinkristallen. 


Ausgangswinkel Endwinkel der Basistlache 


doe asielene 1-1 fy Standen | 5 5 Minuten 77 ‘15 Sekunden [ ruckartig 
789 | 9 150 169 319 1) 
47 | 8 12 13 15 
45 6 30’ 11 30’ 12 30’ 16 
j Die angegebenen Zeiten stellen die Daner der Dehnungsversuche dar. 


Y sin (60 — x) cos (60 - 
d COB 
5 gige Faktor schwankt in dem Bereich fir % von O bis 30° zwischen 0,435 
und 0,517. Fiir  erbalt man also néherungsweise: n-~ Lootgz. Fir 
einen Endwinkel der Basis von 15° ergibt dies n ~ 1,9, was eine sehr 
erhebliche Abnahme gegentiber dem Ausgangewert darste\St. 

Weitere Versuche haben nun gezeigt, dab der Endwinkel der Basis 
in gedehnten Zn-Kristallen sehr deutlich von der Dehnungageschwindigkeit 
abhingt. Tabelle 2 gibt das Ergebnis einer Reihe von Dehnungsversuchen 
mit sehr verschiedenen Dehnungsgeschwindigkeiten wieder, Auch im 
Falle der langsamsten Dehnung ist der Endwinkel noch erheblich gréber 
als der einem m == 7 entsprechende von etwa 4”. Diese Versuche 
zeigen also, daB sich bei der Dehnung von Zn-Kristallen bes 
gewohnlicher Temperatur die in Wirksamkeit befindliche 
Basisgleitfliche starker verfestigt als die sie durchschnei- 


 denden Prismenflichen erster Art. Die Verfestigung der Basisilache 


- %) 4 
n = worg 4 bestimmt. Der nur von ~ abban- 


itberwiegt um so mehr, je rascher die Dehnung erfolgt. 

b) Wirksame und latente Gleitilache sind kristallographisch identisch. 
Nachdehnung. 

Bei geeigneter Versuchsfihrung erfolgt nach erschépiter Basisgleitung 
eine Nachdehnung des Zn-Kristalles. Die hierbe als Gleitflache wirkende 
 Prismenfliche erster Art, welche beim Hinsetzen dex Nachdebnung etwa 
60° mit der Liingsachse des Kristalles einschlieit, drebt sich im Verlauf 

_ derselben, der vier- bis finffachen Dehnung entsprechend, bis auf einen 
 ndwinkel von 6 bis 8° zur Lingsachse. Bereits wenn der Stellungswinke) 
) der Prismengleitfliche wenig unter 30° gesunken ist, nach einer Dehnung 
von weniger als 100 Proz., erreicht eine andere Prismenfliche erster Art 


4 1) In diesem Falle war das Reifen entlang der Basisfliche in einem ungedehnt 
geblicbenen Teil des Kristalles erfolgt. 910 jut der Wndwinkel der Basis an der 


weitest gedehnten Stelle. , 
% 


ee 
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eine gleich giinstige Lage im Kristall. Die Gleitung geht nun jedoch 
nicht an diesen beiden Flichen abwechselnd vor sich, sondern bleibt aut 
die erste Flache beschriinkt. Erst wenn die Schubspannung in der latenten 
Prismenfliche ungefiihr 3,5 mal so groB geworden ist wie in der wirkenden 
(dem Endwinkel derselben von 6 bis 8° entsprechend), reift der Nach- 
dehnungstaden durch Ausbildung der zweiten Prismengleitung. 

Wir haben also hier den Fall vor uns, da$ von zwei kristallographisch 
gleichwertigen, miglichen Gleitflichen die wirkende sich ungleich geringer 
verlestigt als die latente, woraut bereits M. Polanyi hingewiesen hat’). 

Beide Flichen sind, bevor sie ins Spiel kommen, durch vorangehende 
Dehnung nach einer anderen, ungleichwertigen Fliche (der Basis) bereits 
erheblich verfestigt. Gemeinsam mit O. Haase konnte durch Aufnahme 
der Dehnungskurven der Nachdehnungen gezeigt werden, dal die dabei 
wirkende Prismengleitfliche hiufig nicht nur keine weitere Verfestigung, 
sondern anfangs sogar eine Abnahme der Schubfestigkeit erfihrt®). Im 
Hinblick aut die vorherigé Verfestigung und die bei Zn-Kristallen 
bereits bei gewéhnlicher Temperatur fiir die Basisfliiche nachgewiesene 
sehr erhebliche Entfestigung durch ,Krholung‘, ist die Abnahme 
der Schubfestigkeit der wirkenden Prismenfliche und ihr Zuriick- 
bleiben hinter der einer latenten Prismenfliche versuchsweise als ein 
Krholungseffekt gedeutet worden. Hierzu ist noch die (plausible) Annahme 
‘Vonniten, da sich die Erholung an der wirkenden Prismengleitfliche, 
deren Verband der Gitterpunkte erhalten bleibt, stiirker auswirkt, als an 
den latenten Prismenflichen, welche wihrend der Dehnung stets neu ge- 
bildet werden. 

c) Schematische Darstellung der Gitterdrehungen bei der Dehnung 
von Zn-Kristallen. 

Zum Schlufi seien nun noch die Gitterdrehungen, die mit der Dehnung 
eines Zn-Kristalles einhergehen, nach dem Vorbild von K. Weissenberg 
auf Grund der Beobachtungen iiber die verschiedene Verfestigung von 
Basis und Prismenflichen besprochen. Fig. 6 stellt die Verhiiltnisse 
auf der Lagenkugel dar. Der von einem Parallelkreis nur wenig ab- 
weichende Kurvenzug F'G HJK trennt das Gebiet, in dem die plastische 
Dehnung durch Basisabgleitung erfolgt, von der schmalen Zone, in der 
Prismengleitung eintritt. sei die Liingsachse des Kristalles, dessen 
Dehnung wir beschreiben wollen. Die zuerst erfolgende Dehnung dureh 
Basisgleitung stellt sich auf der Lagenkugel durch ein Umfallen der Draht- 


1) M. Polanyi, ZS. f. Krist. |. c. 
*) O. Haase und B. Schmid, 1. c. 
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achse in die ihr zunachst liegende Gleitrichtung (DAT) dar. Gleichzeitig 
mit der Basisgleitung nimmt das Verhiltnis der Schubfestigkeiten von 
Prisme und Basisfliche ab (und zwar um so mehr, je rascher die Dehnung 
erfolgt). Dies bedeutet auf der Lagenkugel eine Verbreiterung der der 
Prismengleitung zugehdrigen Zone. Ihre Begrenzung F'G HJ K wandert 
also nach oben. Sobald nun die Basisabgleitung soweit gediehen ist, daf 
die Drahtachse auf ihrem Wege zu der ihr zunichst liegenden Gleitrichtung 


den ihr entgegenkommenden Kurvenzug schneidet, setzt Gleitung nach 
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DAI 
Fig. 7. Fig. 8. 
Bestimmung der bei beliebiger Ausgangs- Schematische Darstellung der Gitterdrehungen 
orientierung in den verschiedenen Gleit- bei der Dehnung von Sn-Kristallen unter der 
systemen des Sn-Kristalles zu einer angelegten Annahme gleicher Ausgangstestigkeit und gleich- 
Zugspannung gehdrigen Schubspannungen. artiger Verfestigung aller Gleitsysteme. 


Die Schraftierung bedeutet die Wege der Draht- 

achse bei der Dehnung- Vollgezeichnet sind die 

einer Abgleitung nach einer (100)-Fliche, strichliert 

die einer Abgleitung nach einer (011)-Flache ent- 
sprechenden Wege. 


einer Prismentlache erster Art ein, was durch ein Umfallen der Draht- 
achse in die nun wirksame Gleitrichtung zum Ausdruck kommt. Die 
Gleitung nach dieser Prismenfliche geht so lange vor sich, bis bei einer 
Stellung #, der Drahtachse (einem Endwinkel der Gleitfliche von 6 bis 
8° entsprechend) der Kristall zerreibt. Die Gitterdrehungen bei der Dehnung 
eines Zn-Kristalles sind also durch den einfach veknickten Weg XYZ 
des Durchstofpunktes der Drahtachse auf der Lagenkugel gegeben *). 


1) Wiirden sich im Falle der Nachdehnung die latente Prismengleitflache und 
die wirkende gleich stark verfestigen, so wiirden sich vom Schnitt des Groftkreises YZ 
mit der winkelhalbierenden Prismenfliche zweiter Art an zwei Prismenflichen erster 
Art als Gleitebenen betiitigen und die weitere Gitterbewegung durch ein Wackeln 
der Drahtachse entlang des der Prismenflache zweiter Art entsprechenden Meridians 
mit der Endlage in CO dargestellt sein (K. Weissenberg, l.c. Von ihm wurde nur 
der idealisierte Fall gleicher Ausgangsfestigkeit und gleichartiger Verfestigung aller 
Gleitflachen diskutiert). 


B. Schmid, 


2. Das Beispiel des Sn-Kristalles. Von H. Mark und M, Po- 
ysteme fest- 


lanyi!) sind fiir das tetragonale Sn folgende drei Gleitsy 
gestellt worden: 
1. (100)-Gleittkiche, [001}-G@leitrichtung, 
2. (100)-Gleittliche, [011]-Gleitrichtung, 
3. (110)-Gleitfliche, [001]-Gleitrichtung, 
Die Ausgangsschubfestigkeit und ihre Veriinderungen mit der Deh- 
nung sind fiir die einzelnen Gleitsysteme noch nicht bekannt. Aus der 
beobachteten Endlage des Gitters im gedehnten Kristallband libt sich 
jedoch bereits eine Aussage tiber die Vertestigung eines der beobachteten 
Gleitsysteme machen ®). 
In Fig. 8 ist eine schematische Darstellung der Dehnung von Sn- 
Kristallen gegeben, wie sie sich unter der Annahme gleicher Schub- 
festigkeiten und gleichartiger Verfestigung aller drei Gleitsysteme ergeben 
wiirde. Die Schratfierung stellt die Wege der Drahtachse bei der Glei- 
tung uach den verschiedenen Gleitsystemen dar. Kin Kristall, dessen 
Ausgangsorientierung durch die Lage ® der Drahtachse gegeben ist), 
wiirde zuerst Abgleitung nach (010) in Richtung [101] zeigen, bis«die 
Drahtachse in die Prisme zweiter Art fullt. Hier wiirde eine zweite 


1) H. Mark und M. Polanyi, ZS. f. Phys. 18, 75, 1923. 

*) Aus Fig. 7 ist ersichtlich, wie zu ciner an den Kristall angelogten Zug- 
spannung (7) die Schubspannungen in den verschiedenen Gleitsystemen borechnet 
werden. x (Winkel zwischen Drahtachse und tetragonaler Basisthiche) und x» 
(Winkel zwischen der Projektion der Drahtachse auf die Basis und der guniichst 
liegenden diagonalen Achse erster Art) sind die zur Charakterisierung der Kri- 
stallorientierung verwendeten Winkel. Der Winkel .von 289 20' zwischen Basis- 
kante und Flichendiagonale der Prisme erster Art folgt aus dem von H. Mark 
und M. Polanyi angegebenen Elementarkirper. Fiir die Schubspannungen 8 in 
den verschiedenen Gleitsystemen erhilt man mit Hille der in der Figur hervor- 
gehobenen, sphiirischen Dreiecke die Ausdriicke 


S, — Zsing cos x sin x, S| = Zsinx cosy cosx, 
Sy = Zsing cosy sin (45—x), Sh = Zsiny cosy sin (45 -+- x), 
S; = 0,4746 Z sin x cos x sin x S == 0,4746 Z sin x cos x cos % 
+ 0,8802 Z% cos? y sin x cos x, -{- 0,8802 Z% cos, x sinx cos x, * 


wobei der Index 1, 2 und 3 anzeigt, auf welches der oben angegebenen @leit- 
systeme sich der Wert bezieht. Im Falle des Gleitsystems 8 legen cigentlich 
vier Gleitmiglichkeiten, zufolge der in jeder der beiden Gleitflichon liegenden 
zwei Gleitrichtungen vor. Da es im folgenden aber nur auf jene Cleitsysteme 
ankommt, in denen die Schubspannung ein Maximum ist, wurde in jeder Prisme 
erster Art nur die giinstiger, also der Projektion der Drahtachse niiher liegende 
Gleitrichtung herangezogen, 

' 8) Anmerkung bei der Korrektur: Durch ein Versehen ist die Drahtachse ” 
in der Figur nicht eingezeichnet. Sie durchsticht die Lagenkugel in dem an den 
Anpatorbogen BF angrenzenden schraflierten Teil. 
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Prismenflache erster Art als Gleitflache binzukommen und die Drahtachse 
Yduych eine Wackelbewegung sich léngs des Groftkreises FC bewegen. 
Diese Bewegung miSte nun bis zur Erreichung der durch den Punkt S 
gegebenen. Winkelhalbierenden der beiden wirkenden Gleitrichtungen 
fortdauern, Bereits vor Erreichung von S erlangt jedoch in einer Prisme 
pweiter Art die Schubspannung in der tetragonalen Achse einen hoheren 
Wert, und die Gleitung wiirde daher nach dieser Flache erfolgen, die 
Drabtachse sich also auf dem Meridian FC der tetragonalen Achse nahern. 
Auch fir alle anderen Ausgangesorientierungen wiirde, wie aus der Figur 
ersichtlich ist, die Drahtachse mit fortschreitender Dehnung stets der 
tetragonalen Achse zustreben. 
Dem entgegen wurden nun yon H. Mark und M. Polanyi Falle 
beobachtet, in denen sich durch Gleitung einer einzigen (010)- Flache 
die Drahtachse der als Gleitrichtung aufgetretenen (101]-Richtung bis 
auf wenige Grade gendhert hatte. Aus dieser Endlage folgt nun bereits, 
da die Ausgangslage der Drahtachse in dem Sektor B CHF’ gelegen haben 
f mub, aus dem obigen, daf sich das wirkende Gleitsystem (010) als 
| Gleitflache und (101| als Gleitrichtung bei der Dehnung wesentlich 
weniger verfestigt hat als das latente, kristallographisch gleich- 
wertige System (100) und (O11). Wir finden hier somit dasselbe 
Ergebnis, wie wir es bei der Nachdehnung von Zn-Kristallen und — 
| allerdings nur sehr schwach erkennbar — G. J. Taylor und C. F. Elam 
auch am Al-Kristall beobachtet haben. 


V, Zusammenfassung, 
: 1. Die Schubverfestigung der Basisgleitilache von Zn - Kristallen 
| bei der plastischen Debnung wird untersucht. Nach Uberschreitung der 
| Streckgrenze steigt die Schubfestigkeit linear mit der Abgleitung an. 
d 2, Die Schubverfestigung. eines latenten Gleitsystems wird fir den 
Fall der Prisme erster Art bei der Hauptdehnung von Zn - Cd - Misch- 


F kristallen bewiesen. 

8 Die Schubfestigkeiten der zwei bisher am Zn -Kristall beob- 
— achteten Cleitsysteme, Basis und Prisme erster Art (jeweils mit elner 
 diagonalen Achse erster Art als Gileitrichtung), verhalten sich im un- 
 gedehnten Kristall etwa wie 1: 7,0. Auf Grund dieses Wertes wird 
eine Srennung der Orientierungen, die zu Basis- baw. Prismenabgleitung 
| fibren, angegeben. 
4, Die Untersuchung der Verfestigung wirkender und latenter 
Gleitflichen wird am Ziv- und Sn-Kristall durchgefiihrt. 
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Der Verlaut der Hauptdehnung des Zn-Kristalles zeigt, da sich die 
wirkende Basisgleitfliche erheblich stiirker vertestigt als die (wenige 
dicht belegten) latenten Prismenthichen erster Art. Die Verfestigung 
der Basis tiberwiegt um so mehr, je rascher die Dehnung erfolgt. Die 
durch Prismenabgleitung vor sich gehonde Nachdehnung zeigt, da® sich 
hier das wirkende Gleitsystem erheblich weniger verfestigt als ein latentes, 
kristallographisch gleichwertiges. 

Die an gedehnten Sn-Kristallen beobachtete Endlage des Gitters 
zeigt ebenfalls fiir eines der an Sn gefundenen Gleitsysteme erheblich 
geringere Verlestigung des wirkenden als eines kristallographisch gleich- 


wertigen, latenten, 


Bei den Versuchen, soweit sie bereits 1925 im Kaiser Wilhelm- 
Institut tir Faserstotfchemie, Berlin-Dahlem, ausgefiihrt wurden, bin ich 
von Friiulein W. Schulz bestens unterstiitzt worden. 
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Uber das Absorptionsspektrum des festen Benzols 
bei —180’. 
Von A. Kronenberger und Peter Pringsheim in Berlin. 


Mit 6 Abbildungen. (Eingegangen am 31. Angust 1926.) 
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“Das Absorptionsspektrum einer diinnen Bensolschicht, die auf die Temperatur der 
NWlissigen Luft abgekiihlt ist, wird mit cinem Quarzspektrographen auigenommen 
and das Spektrogramm ausphotometriert. Das bei Zisumertemperatar aus ciner 
Anzahl diffuser Banden im Gebiet unterhalb 2700 A bestehende Spektrum zeriallt 
bei — 180° in eine Reihe sehr viel schmalerer Kinzelbanden, die cine grofe Ahn- 
lichkeit mit den Banden der Benzoldampfe erkennen lassen. Es werden verschicdene 
Schemata fir die Entstehung der Teilbanden diskutiert, ohne daé vorlanfig cine 
yuverlassige Entecheidung méglich erscheint. 
Kiirzlich hat A. L. Reimann’) gezeigt, dab das Fluoreszenzspektrum 
des festen Benzols, das bei 0° aus einer Reihe diffuser und annéhernd 
Aquidistanter Banden besteht, sich bei der Temperatur der fltissigen Luft 
“in eine Anzahl sehr viel engerer Einzelbanden aufspaltet, so da es 
eine weitgehende Abnlichkeit mit dem Fluoreszenzspektrum des Benzol- 
| dampfes gewinnt. Kine volistandige Analyse dieser Banden gelang wegen 
t ihrer geringen Lichtstarke nicht. Da die Absorptionsspektra des Benzols 
sowohl im dampfférmigen als im kondensierten Zustand mit den Fluores- 
zenzspektren ganz analog verlaufen, schien es darum aussichtsreicher, an 
Stelle der Fluoreszenz die Absorption des festen Benzols bei — 180° anf 
ihre spektrale Verteilung zu untersuchen. Man gewinnt dabei noch den 
_Vorteil, da’, wahrend fiir die Fluoreszenz eines Stoffes minimale Verun- 
reinigungen eventuell eine ausschlaggebende Rolle spielen kénnen, das 
Absorptionsvermégen sicher nicht wesentlich durch sie bedingt ist. 

Das Absorptionsspektrum des flissigen Benzols weist ebenfalls cine 

Folge ungefahr aquidistanter Banden auf, und zwar von so betrachtlicher 
| Breite, dab sie unmittelbar aneinander zu grenzen scheinen. 
In Fig. 1 ist eine von Henri’) veréffentlichte Photometerkurve fir 
_ die Banden des flissigen Benzols reproduziert, Fig. 3a zeigt die Photo- 
: graphie einiger dieser Banden (durch ¥ markiert), und in den Zwischen- 
yaumen zwischen ibnen die Hauptabsorptionsbanden des Benzoldampfes 
_ (durch + markiert), der in sehr geringer Konzentration gleichfalls in den 
Lichtweg gebracht worden war: man sieht, dab sie bei der gleichen 
_ Frequenzendifferenz um einen konstanten Betrag (etwa 16 A) nach kiir- 
zeren Wellen zu verschoben sind. 


1) Ann. d. Phys. 80, 43, 1926. 
2) Journ. de phys. et le Rad. 3, 181. 1922. 
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Fiir die Aufnahmen der Absorptionsspektra diente als kontinuier- 
licher Hintergrund anfangs das Spektrum einer Wolframbandlampe, dann 
wegen ihrer gréferen Lichtstiirke das eimer Wasserstoff-Geisslerréhre 
mit Quarzfenster; da auf besondere Reinheit des Fiillgases kein Wert 
gelegt wurde, erschienen in allen Spektrogrammen, die mit der H,-Réhre 
erhalten wurden, auf dem kontinuierlichen Untergrund — von Hahnfett- 
dimpfen herriihrend — einige Kohlenwasserstoffbanden sowie die Hg- 
Linie 2536,7, die als Markierungslinie fir die Ausmessung der Platten 
yerwandt werden konnten. Der Spektralapparat von Schmidt und 
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Fig. 1. Absorption im fliissigen Benzol bei 20°. 


Haensch mit einem Cornuprisma aus Quarz lieferte in der Gegend von 
2500 A eine Auflésung von etwa 7A pro Millimeter. ri 

Das Lichtabsorptionsvermigen des Benzols ist im kurzwelligen Ultra- 
violett so gro’, da& schon bei einer Schichtdicke von 0,1 mm das Ab- 
sorptionsspektrum unterhalb 2700 A vollkommen kontinuierlich erscheint. 
Um hinreichend diinne absorbierende Schichten zu gewinnen, wurden 
daher (Fig. 2a) zwei planparallele Quarzglasplatten mit Hilfe von Draht- 
federn fest aufeinander gedriickt, wobei sie jedoch durch Zwischenlegung 
eines Streifens Aluminiumfolie von 10 u Dicke verhindert wurden, sich 
in ihrem unteren Teile direkt zu beriihren. Der auf solche Weise ge- 
bildete Absorptionstrog saugte sich kapillar mit fliissigem Benzol voll, 
wenn er mit seinem unteren Rande in eine Benzol enthaltende Schale 
eingetaucht wurde. Sollte die Substanz im fltssigen Zustand untersucht 
werden, so mufte, um ein schnelles Verdampfen aus der Zelle zu ver- 
hindern, diese dauernd mit dem Benzolreservoir in Kontakt gelassen 
werden. Andernfalls wurde sie sofort nach der Fillung in ein Bad von 
fliissiger Luft gebracht, wo sie bis zum Beginn der Aufnahme verblieb. 


~l 
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_ Das Dewargefab, das die fltissige Luft enthielt, bestand aus Quarzglas 
- war versilbert bis auf einen 20mm breiten Streifen, der in etwa 

5 cm Hohe tiber dem Boden einen Ring um den Becher bildete. In diesem 
Ringe waren einander gegentiberliegend planparallele Quarzfenster ( in 
_ ganzen vier Platten) zum Durchtritt des Lichtes eingeschmolzen (Fig. 2b). 
Wiahrend der Exposition durfte die Benzolzelle nicht ganz von fliissiger 
Mutt umgeben sein, weil diese im gleichen Spektralgebiet wie das Benzol 
eine Anzahl ziemlich kraftiger Absorptionsbanden aufweist. Vielmehr 


evurde das DewargefaB zunichst bis zu etwa zwei Drittel mit fliissiger Luft 
gefiillt und nach Einsetzen des Absorptionstroges oben mit Watte gut 
_abgedichtet. Hierauf 
wurde so lange gewartet, 
bis die Luft bis zum 
unteren Rande des Fen- 
sters (wie in der Figur 
angedeutet) abgedampit 
war, und dann erst mit 
der Aufnahme begonnen. 
» Wir iiberzeugten uns 
davon, da in dem so Zi 
Bg Aluminumfole 


vorgekiihlten und durch com guarzplatten 
Benzol 
f : Si ae Fig. 2a. Fig. 2b. 
_verdamptte Luft immer Absorptionstrog. Absorptionstrog im Temperaturbad. 


die aufsteigende, frisch 


weiter gekiihlten Raume 
die Temperatur héchstens um wenige Grad tiber den Siedepunkt des 
- Sauerstofts stieg, solange nur noch der Boden des Gefabes mit Flissigkeit 
_ bedeckt war; wihrend der fiir eine Aufnahme benbtigten Zeit (5 bis 
15 Minuten) sank der Spiegel aber nie so weit. 
Die von oben nach unten keilformige Gestalt des Absorptionstroges 
‘war von besonderem Vorteil, solange mit dem ann’hernd linearen Bande der 
Wolframlampe als Lichtquelle gearbeitet wurde, da dieses vermittelst 
einer Linse durch das dicht vor dem Spektrographen stehende Absorp- 
tionsgefaB auf dem Spalt abgebildet wurde und also die auf die einzelnen 
untereinanderliegenden Punkte des Spaltes fallenden Strahlen ungleiche 
Schichtdicken durchsetzt hatten: so erhielt man in einer Aufnahme die 
-Absorptionsspektra verschieden dicker Schichten, so daS man etwa im 
oberen Teile des Spektrogramms die schwiacheren, im unteren die kriaf- 
tigeren Banden besser erkennen konnte. 3ei den Aufnahmen mit dem 
H,-Rohre, das eine mehr flachenhafte Lichtquelle darstelt, wurde zu- 
0 
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gunsten gréferer Lichtstiirke auf jede optische Abbildung und also auch 
auf diesen Vorteil verzichtet. 

Zum Vergleich wurden schlieSlich auch noch Aufnalimen mit festem 
Benzol bei O° gemacht, indem das Dewargefé, nachdem die fliissige Luft 
ganz verdampit war, mit Eiswasser gefiillt wurde, sowie auch mit dampf- 


férmigem Benzol. Zu diesem Zwecke wurde ein geschlossener Quarztrog 
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Fig. 3. Absorptionsspektrum von Benzol. a) fliissig, b) fest bei — 1809, c) Dampt. 


von lem Dicke verwandt, der einen Tropfen fliissigen Benzols enthielt 
und in dem die Dampfdichte durch entsprechend temperierte Wasserbader 
regulert werden konnte. 

Die Aufnahmen mit festem Benzol von 0° ergaben gegeniiber denen 
mit fliissigem Benzol von gleicher Temperatur keine merkliche Verinde- 


; ea eects ae : 2 ir, 
rung, so da also ihretwegen auf Fig. 1 und das Spektrum a der Fig. 3 


verwiesen werden kann. Spektra des festen Benzols bei — 180° und 
des Dampfes bei Zimmertemperatur (p —= 75mm) sind unter b und ¢ 


in Fig. 3 wiedergegeben. Die Platten wurden unter dem Mikroskop 
ausgemessen, dann aber auch in Abstinden von 0,1 mm mit Hilfe 
eines Czern yschen Thermoelements nebst Schleifengalvanometer durch- 
photometriert. Zwei dieser Photometerkurven sind in Fig. 4 und 5 
reproduziert. Da es sich um Negative handelt, entsprechen die Maxima 
der Kurven, d.h. die gréBten Galvanometerausschlige, Maximis der Ab- 
Sorption im Benzolspektrum. Die Ausmessung der Kurvenmaxima stinimt 
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(iber das Absorptionsspektrum des festen Benzols hei — 180°. 


fait den direkt auf der Platte unter dem Komparator bestimmten Werten 
suf + 0,1 mm, also auf 0,7 A iiberein — mehr war bei der relativen 
i Jnschiirfe der Banden, wie sie fiir das feste Benzol charakteristisch sind, 
sicht zu erwarten; dabei diirften fiir die ausgeprigten Maxima die Be- 
‘timmungen aus den Photometerkurven, fiir die schwicheren Banden, vor 


: 


.llem wenn sie in der unmittelbaren Nachbarschaft einer sehr intensiven 


— 


sande liegen und sich in der Kurve nur als Wendepunkt andeuten, die 
Hlirekten Ausmessungen etwas zuverlissiger sein. Die in den Tabellen | 
fund 2 zusammengestellten Werte sind dementsprechend gemittelt. Die 
om Dampfspektrum gefundenen Banden sind innerhalb der MeSgenauigkeit 
In vollstiindiger Ubereinstimmung mit den Henrischen Angaben, und 
Hila von Henri ja dieses Spektrum durch eine groBe Reihe von Aufnahmen 
ei sehr vielen verschiedenen Dampfdichten weitgehend analysiert worden 
ost, wurde darauf nur insoweit eingegangen, als es zum Vergleich mit 
lem Spektrum des festen Benzols von Bedeutung ist, was vor allem hin- 
sichtlich der Intensititsverteilung zutrifft. 

Das Absorptionsspektrum des fliissigen Benzols besteht, wie aus 
Wig. | ersichtlich, im Gebiet zwischen 2700 und 2300 A aus acht Banden 


: one | 
‘A bis //) im gegenseitigen Abstand von etwa A> == J20om—*. “Nur 


ezriBere Kntfernung (4 ; = 1000), woraut spiter noch zuriickzukommen 
‘sein wird; ihre Intensitiit ist sehr gering, um sie auf den Spektro- 
rrammen za erhalten, mu$’ man sehr viel gréfere absorbierende Schicht- 
Aicken anwenden als ftir die anderen. Wir haben uns darum im all- 
vemeinen auf die Untersuchung der kurzwelligen Banden beschrinkt; die 
Photometerkurven erstrecken sich von B bis /, doch konnten wir auch G 
‘noch sicher ausmessen, und // ist auf manchen Platten ebenfalls einwand- 
Yrei zu erkennen. Bei Zimmertemperatur besitzen die Banden keine weitere 
‘Struktur bis auf eine bei jeder Bande sich wiederholende ,Schulter“ auf 
‘der Seite des langwelligen Abfalles (von Henri mit b, ¢... bezeichnet). 
) Bei Abkiihlung auf — 180° bleiben die Hauptmaxima der Absorption an 
‘denselben Stellen im Spektrum erhalten, doch ziehen sie sich (bei den 
verwandten Schichtdicken) auf eine Breite von etwa | A zusammen, und 
zwischen ihnen erscheinen eine Anzahl neuer sekundirer Absorptions- 


maxima, die stellenweise auch wieder ‘quidistante Serien zu bilden 
| : 
‘scheinen, mit einer requenzendifferenz von 4 4 ~ 78cm—!. Am deut- 


lichsten erkennt man solche Serien in den Gebieten zwischen 7 und D 
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Tabelle 1. Absorptionsbanden des festen Benzols in Angstrém. 
oe 


Bezeich- | / | bei Bezeich- ¥ bei Bezeich- | ; bei 
nung | 4 Henri nung A Henri nung | Henri 
. 7 
G 2327 2339 BE" || 2468 Ch | 2556 
G 2340 | 2467 | 2561 
F 2377 2378 B24 ©; || 2566 
F' 2391 || 2475 5 |) 2572 
(F, 2396) || 2478 é 2576 
Fy 2400 | || 2481 Cc” || 2580 
F; (|| 2404 D || 2488 2487 | 2588 
F" || 2408 | (2492) | 2595 
2410 | Ds 2497 | 2598 
2412 D’ || 2502 | 2603 | 
F, 2415 Dy, |" 2506 B || 2608 2607 
2420 Dy, || 2511 |. 2612 | 
2424 (2514) } 2617 | 
2427 D, || 2516 2622 
E 2432 2435 D" || 2520 2626 
(2436) | 2525 | 2630 
Ey 2440 Dg || 2527 | 2636 
Ge 2445 | 2580 | 2639 
i, 2449 | 2532 | 2645 
By 2454 | C || 2546 | 2547 B" || 2647 
E; 2458 || (2551) | / 
i | 


sowie zwischen D und C. In Tabelle | sind alle gemessenen Wellen- 
langen zusammengestellt, wobei die in den einzelnen Teilbanden sich 
entsprechenden Einzelbanden mit gleichen Indizes versehen sind — jede 
Teilbande beginnt mit dem fiir sie charakteristischen, die Hauptbande 
markierenden Buchstaben ohne Index (G, F, EF usw.). Kinige weniger 
sichere Werte sind in Klammern gesetzt. In Tabelle 2 sind die Wellen- 
zahlen der Banden, soweit dies gelingt, serienweise geordnet und die 
Frequenzendifferenzen mit eingetragen. — Ganz dhnlich ist die Struktur 
des Benzoldampf-Absorptionsspektrums, das ebenfalls aus einer Folge von 


‘ : F 1 
Teilbanden besteht mit der konstanten Frequenzendifferenz 4 (ies 920cem™; 


jede Teilbande ist aus einer Anzahl von Einzelbanden zusammengesetzt, 
derart, daf jedesmal an ein sehr stark ausgepragtes Maximum (A, B,C...) 
nach langeren Wellen zu sich eine Reihe an Intensitét schnell abnehmen- 
der schwacherer Absorptionsstreifen anschlieBt. Die Einzelbanden des 
Dampfes sind allerdings noch weit schmaler als die des festen Benzols 
bei — 180°, bei hinreichend niedrigem Dampfdruck erscheinen sie als 
ganz scharfe Linien'). Es sind daher, vor allem in der unmittelbaren 


") Es sei noch einmal betont, dafi das ganze Bandensystem im Dampf gegen- 
uber dem im festen Benzol nach kiirzeren Wellen zu verschoben ist, und zwar 
um etwa 285 em}. 


ee ee ee ke i ee os oe 
+ a ees a ea Mal roe ‘ 


, 
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- Umgebung der Hauptbanden (B, C, D...), sehr viel mehr deutlich getrennte 


Binzelbanden zu unterscheiden, und einige von diesen Banden konnte 
Henri durch geeignete Wahl der Dampidichte vollstandig in die von 
ihrer Feinstruktur herriihrenden Linien auflésen. 

Hine derartige Feinstruktur ist — sofern sie im Dampfspektrum 
wirklich, wie die Theorie annimmt, von der Molekiilrotation herriihrt — 
in den Absorptionsbanden des festen Benzols nicht zu erwarten. Wenn 
man Platten miteinander vergleicht, auf denen die Absorptionsbanden 
ungefiihr gleich intensiv hervortreten und von denen die eine mit festem 
Benzol, die andere mit Dampf aufgenommen ist, so ist auf der letzteren, 
selbst wenn wegen zu grofer Dampfdichte von der Feinstruktur keine 
Einzelheiten mehr zu erkennen sind, deutlich eine Abschattierung in den 
Einzelbanden wahrzunehmen, die auf ihren komplexen Aufbau schlieSen 
1a8t; auf dem Spektrum des festen Benzols dagegen erscheinen auch die 
schwiicheren Banden (besonders charakteristisch z. B. C,,, Cy, Gs) tiber 
ihre ganze Breite einheitlich mit symmetrischem Intensitatsabfall nach 
beiden Seiten. Man gewinnt den Eindruck, da8 auch durch kleinere 
Schichtdicke oder gréfSeres Auflésungsvermégen keine weiteren Einzel- 
heiten mehr herauszubringen waren, es sei denn, da8 durch noch starkere 
Abkiihlung die Einzelbanden in ihrer Breite noch mehr herabgesetzt 
werden kinnten. Ein weiterer charakteristischer Unterschied zwischen 
dem Spektrum des Dampfes und dem des festen Benzols bei —180° bezieht 
sich auf die Intensititsverteilung in den einzelnen Teilbanden. Beim 
Dampfe fallt die Intensitit ziemlich gleichmibig in jeder Teilbande vom 
Maximum aus nach gréBeren Wellenlangen hin ab, die Banden sind ,nach 
Rot abschattiert“. Die kurzwelligen Teilbanden G und H sind auch beim 
festen Benzol analog gebaut; in diesem Wellenlingenbereich kommen 
die beiden Spektra, wenn man die Platten mit einer entsprechenden 
Verschiebung von 16 A aufeinanderlegt, fast vollkommen zur Deckung. 
Doech schon in der Teilbande EF andert sich das Bild, indem nach emem 
anfanglichen Intensititsabfall tiber £ ' nach E, die Starke der Hinzelbanden 
wieder ansteigt, um bei E” ein neues sekundires Maximum zu erreichen 
(Fig. 4). In den weiter nach dem Sichtbaren zu gelegenen Teilbanden 
D und C treten die den Hauptmaximis benachbarten Banden D' und C’ an 
Stiirke noch weiter zuriick, die Intensitat der Einzelbanden sinkt unmittelbar 
rechts von den Hauptmaximis (D bzw. C) auf ein Minimum und steigt 
bis zu den sekundiren Maximis D" bzw. C” stetig an, so daB etwa 
die zwischen D und C verlaufende Teilbande nicht mehr den Eindruck 
einer von D nach Rot, sondern einer von D" nach Violett zu abschattierten 
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Bande macht, Die auf den Strecken zwischen C” und B, D” und C, EB” 
und D liegenden Einzelbanden sind in ihrer Anordnung durchweg viel 
weniger tibersichtlich als die anderen und darum in Tabelle 2 nicht mit 
aufgenommen. Wihrend die Banden G', F’, #” sich im Damptspektrum 
mit grofer Intensitit wiederfinden (bei Henri sind sie mit (:) bzw. 
mit den Seriennummern Ul, p =< 0 bezeichnet), fehlt zu den Einzelbanden 
BR", Dp", C", B” doch jedes Analogon, wie das auch aus einem Vergleich 
der ta in Fig. 4 und 5 deutlich hervorgeht. 

Henri’) hat die Gesamtheit der von ihm ausgemessenen oneoldaanpae 
Absorptionsbanden dargestellt durch Gleichungen der Form: 


vy = Mm + a.n— (0p + d'p*) — a (n? — @’). (1) 1 
Dabei sind », p, m, @ Laufzahlen und es ist ferner », ~ 37000, a ~ 920, 
b~ 160, b' = 5 und @ == Zem- Dieses letzte Glied rithrt von der 


Molekiilrotation her und gibt die Feinstruktur der Einzelbanden wieder; 
die kleine Gréve b' in dem dritten Summanden ist eingefiihrt, weil die 
Abstiinde zwischen den Einzelbanden innerhalb jeder Teilbande nicht 
streng konstant sind. Diese beiden relativ geringfiigigen Zusatzglieder 
sollen im folgenden — da sie ftir die Darstellung des Spektrums im festen 
Benzol nicht in Betracht kommen — unberiicksichtigt bleiben. y, gibt 
wie iiblich den Beitrag, den die Anderung in der Elektronkonfiguration, 
»der Elektronensprung“, zur Frequenz liefert und der innerhalb eines 
ganzen Bandensystems konstant bleibt. Um alle Einzelbanden erfassen 
zu kinnen, mubte jedoch Henri vier verschiedene nahe beieinander Llie- 
gende Grundfrequenzen yy (vt, vl...) einfihren — eine an sich durch- 
aus nicht unwahrscheinliche Annahme, indem sehr wohl im erregten 
Benzolmolekiil vier benachbarte Elektronen-Energieniveaus — existieren 
kGnnen, wie sie in einem Atomspektrum zum <Auftreten von Quartetts 
Veranlassung geben wiirden. Durch die obige Gleichung werden also, 
von vier »y-Werten ausgehend, vier sich tiberlagernde Bandensysteme 9, 
Vyz,+-. dargestellt. Die Parameter a und 0 schlieflich mit den zugehirigen 
Laufzahlen » und p sind den Atomkernschwingungen im Innern des Mole-— 
kiils zugeordnet. Rein formal gibt @ die sich im Abstand von 920 cm— 
wiederholenden Teilbanden wieder, withrend durch 0 die Entfernungen 
zwischen den Kinzelbanden innerhalb jeder Teilbande bestimmt werden. 
Henri setzt, wie schon erwithnt, b ~ 160 em—; doch fallt das Serien- 
system LU sehr angeniihert in die Mitte zwischen die Einzelbanden des 
Systems 1, so daS man die beiden sehr gut auch als eine einzige Serie 


aie 0. Vel. } hierzu die nachtrigliche Bemerkung 2 auf Seite 90. 
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mit dem Abstand b ~ 80cm! ansetzen kénnte. Auf den von uns er- 
_haltenen Aufnahmen scheint diese Deutung fiir das Dampfspektrum, noch 
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Fig. 4. Absorption im festen Benzol bei — 180°. 
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mehr fiir das feste Benzol bei —180° die weitaus natiirlichste — man 


vergleiche z. B. auf Fig. 4 etwa die Maxima D,, D,, D, oder E,, E,, 
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Tabelle 2. 
Die Absorptionsbanden des festen Benzols bei — 180° 
Serienanordnung nach Wellenzahlen. 


ee 


Einzelbanden|/n, — 0 ii == Al 2) i = n—4 i. 
‘Cetbenden) || 3 a?) 0. ae 
| Nw 
R _, 38322 934 39266 913 40181 925 41106 933 42039 921 (42960) — 
Ay 66 69 68 74 
() (39200) 912 (40112) 926 (41038) —_ 
Ay 78 76 67 74 
Ro 39112 924 40036 935 40971 — 
Ay || 76 80 84 80 
R' 39036 920 39956 931 40887 924 4181 949 (42730) 
Ay le 64 66 87 
R, | 38959 933 39892 931 40821 903 41724 
Av 90 79 84 70 
Ry 38869 944 398138 924 40737 917 41654 
Ay | 61 79 66 69 
Rs | 38808 920 39734 937 40671 914 41585 
Ay 60 63 82 69 
R" 87760 988 38748 923 39671 918 40589 927 41516 
[av | 138 110 132 104] 
[RO | 38613 948 39561 896 40457 955 41395] 


£,, von denen jedesmal die mittlere nach Henri nicht zu dem gleichen - 
Bandensystem gehdren wiirde wie die beiden duferen. Die aus der Tab. 2 
ersichtlichen Schwankungen in den 4 y-Werten liegen ganz innerhalb der 
MeBgenauigkeit von +0,7A (baw. +10cm—). Wieweit bei Henri, 
dessen MeSgenauigkeit gréfer war, eine derartige Umdeutung der 
Resultate zulassig ist, 1a8t sich schwer beurteilen'); immerhin betrigt 
die Breite der einen Einzelbande, deren Feinstruktur er angibt (Bande (), 
in Wellenzahlen 68 Einheiten, so daS vielleicht doch in der genauen 
Festlegung der Nullinie (die ja fiir den Abstand zwischen den Einzelbanden 
malgebend ist) eine gewisse Unsicherheit méglich sein dirfte. Hine be- — 
sondere Ursache, die neben dem von der Kurve der Fig. 4 gebotenen 
bloSen Augenschein fiir die von uns vertretene Auffassung spricht, soll 
im folgenden entwickelt werden. 


Unter Vernachlassigung der kleinen mit b' und «% multiplizierten 
Glieder nimmt die Gleichung (1) die Form an: 


vy =v,+na—pb. | (2) 


; *) Auch Reimann hat fir das Fluoreszenzspektrum des Benzols zwei 
ineinandergreifende Seriensysteme mit der Frequenzendifferenz 160cm-! an- 
genommen; seine MefSergebnisse lassen sich aber, wie seine Tabelle 1 zeigt, genau 
ebensogut durch eine einzige Bandenfolge mit dem halben Abstand darstellen. 
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Henri hat die doppelte Periodizitat, die durch das Auftreten zwei 
-wesentlich verschiedener Parameter a und b verursacht wird und in der 
Auflésung der Teilbanden in Einzelbanden zum Ausdruck kommt, durch 
das in Fig. 6a skizzierte Niveauschema gedeutet: die Kernschwingungs- 
-quanten besitzen im erregten und unerregten Zustand ganz ungleiche 
‘Grobe, die durch die Konstanten a bzw. b definiert ist; fiir ein gegebenes 
n, etwa n = O, also ein vorgeschriebenes Endniveau des Absorptions- 
aktes, gibt es eine ganze Reihe von Ubergiingen aus den verschiedenen 


V=%+na-pb 
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Fig. 6. Niveauschemata zur Deutung der Benzolbanden. 


)Niveaus des unerregten Molekiils (p = 0, p = 1, p = 2,...), die jedes- 
mal mit um 1 wachsendem p eine um b kleinere Ubergangsenergie er- 
geben als die vorangehenden. So entsteht die Teilbande » = 0, deren 
starkste Einzelbande bei p — 0 liegt, weil fiir den unerregten Zustand 
die Kernschwingungsquantenzahl p — 0 bei Zimmertemperatur die gréSte 
Wabhrscheinlichkeit besitzt; von ihr aus gerechnet liegen die iibrigen 
Einzelbanden der Teilbande » — 0 mit abnehmender Intensitat nach dem 
Sichtbaren zu. Nach kurzen Wellen zu folgt auf die Bande n = OF 70 
im Abstand a die Teilbande n = 1, wieder mit der stirksten Einzel- 

) bande p-== 0 beginnend und von da sich bis nahe an den Anfangspunkt 
der Teilbande n — 0 erstreckend oder ihn eventuell sogar iiberschneidend. 
Rein formal kann man so fraglos die Bandenfolge darstellen. Es ist aller- 

dings kaum sehr wahrscheinlich, daB die Kernschwingungsquanten im 
erregten und im unerregten Molekiil derart verschieden sind (920 cm~* 

gegen 160 oder gar 80cm™’); ferner mu8, weil bei dieser Auffassung 

fiir negative n kein Platz ist, die langwelligste Teilbande, die dem iiber- 


a 


) 
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haupt kleinsten méglichen Energiesprung entspricht, durch » = 0 be- 


stimmt sein, und in der Tat hat auch Henri die sehr schwache Bande A 
mit der Laufzahl » = 0 versehen, obwohl kein Grund dafiir anzugeben 
ist, dab der Ubergang in den durch x == 0 gekennzeichneten Kernschwingungs- 
zustand des erregten Atoms besonders unwahrscheinlich sein soll. Und 
wie endlich dann die noch weiter nach langen Wellen zu gelegenen, in 
vielen Dingen den Absorptionsbanden ganz analogen Fluoreszenzbanden 
entstehen, bleibt ganz ungekliirt. 

Diese Schwierigkeiten verschwinden vollstiindig, wenn man das der 
Fig. Gb zugrunde Legende auch sonst in der Bandentheorie angenom- 
mene Niveauschema eintiihrt: Die Kernschwingungsquanten des erregten 
und des unerregten Zustandes a baw. a’ sind nur um eine relativ kleine 
GréBe b voneimander verschieden: 

a —a= b. 

Die zu a@ gehbrige Lautzahl sei m, die zu a’ gehbrige p; dann wird, wenn 


man schheBlich noch 
m—p =n 


setzt, wie man durch eine einfache Rechnung findet oder auch mit einem 
Blick aus der Figur ersieht, die ganze Bandenfolge ebenfalls durch die 
Gleichung (2) formal wiedergegeben, wobei nur b und » physikalisch einen 
ganz anderen Sinn haben als vorher. Innerhalb einer Teilbande, die 
wieder durch die Konstanthaltung von » charakterisiert wird, ist nicht 
mehr das durch den Absorptionsakt zu erreichende Endniveau immer 
dasselbe, sondern die Differenz zwischen der Kernschwingungszahl im 
unteren und im oberen Zustand bleibt unveriindert; fund der Abstand 
zwischen benachbarten Kinzelbanden ist durch die Differenz a’ — a zwischen 
den Kernschwingungsquanten in den beiden Zustiinden gegeben. Die 
Teilbande » = 0 besteht also jetzt aus den durch die folgenden Uber- 
giinge p—> m bestimmten Einzelbanden: 0-0, 11, 2—~2,..., die 
Teilbande » = 1 aus den Einzelbanden 0—> 1, 2 2,2 — 8,....0 uswe 
Jedesmal ist die erste Kinzelbande, die von p == 0 ihren Ausgang nimmt, 
am intensivsten, die folgenden schlieBen sich mit abnehmender Intensitit 
auf der Seite gréSerer Wellenliingen an sie an; die Frequenzdifferenz 
zwischen den Teilbanden aber ist durch a, d.h. durch die GriBe des 
Kernschwingungsquants im erregten Zustand festgelegt. Diese schema- 
tische Deutung leistet also mit einer plausibleren Annahme iiber die rela- 
tive GréBe der Kernschwingungsquanten im erregten und im unerregten 


Zustand alles, was die Henrische Darstellung gab; sie leistet aber noch 
wesentlich mehr. 


es 
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Jetzt haben nimlich auch noch negative n-Werte einen Sinn, sie be- 
sagen, da nun » —= m — p<0 werden soll, da fiir die betreffenden 
Ubergiinge m<p sein muf; das hat aber, da m und p selbst immer nur 
> 0 sein kénnen, zur Voraussetzung, daf fiir eine Bande mit negativem n 
alle p=|n|>0 sind, dh. die Teilbande » — —1 beginnt mit 
p = 1, die Teilbande » —= — 2 mit p = 2 usw. (vgl. die linke Halfte 
der Fig. 6b!). Somit besitzen die Teilbanden, die von der Bande n = 0 
aus nach lingeren Wellen zu liegen, in der Absorption nur geringe, fiir 
die gréferen Werte von — m schnell verschwindende Intensitiit, wahrend 
sie umgekehrt in der Emission (Fluoreszenz) infolge praktisch nicht 
vorhandener Reabsorption in den umgebenden Molekiilen besonders stark 
hervortreten. Weiter aber wird, wihrend, wie gesagt, der Frequenzen- 
abstand zwischen den Teilbanden mit positivem m durch die GréSe von 
a bestimmt ist, fiir die Abstinde der Banden im Gebiet der negativen ” 
die GréBe von a’ mabgebend, weil bei jeder Zunahme von \n| um eine 
Einheit der kleinste mégliche Wert von p um eine Hinheit gréfer wird, 
wie das auch aus der linken Halfte der Fig. 6b ohne weiteres ersichtlich ist. 

Tatstichlich ist nun das Fluoreszenzspektrum des Benzols von dem 
Absorptionsspektrum dadurch unterschieden, daf, wahrend die Frequenzen- 
differenz zwischen den Einzelbanden erhalten bleibt, der Abstand zwischen 
aufeinander folgenden Teilbanden etwa 1000 statt 920 cm—! betriagt. 


_ Nach den soeben durchgefithrten Uberlegungen miiSte also a’ = 1000 
-/ und a = 920 sein und somit a’ — a = b = 80. Sollte diese numerische 


) Ubereinstimmung kein bloBer Zufall sein, so wire also, wie es oben schon 


angenommen wurde, die Frequenzendifferenz zwischen den Einzelbanden 
wirklich b —= 80 und nicht = 160 cm zu setzen. Henris langwelligste 
Absorptionsbande A besitzt nicht nur sehr kleine Intensitiét, sondern 
auch von B einen sehr viel gréferen Abstand') als B von C, C von D usw.; 
danach diirfte A bereits eine Bande mit negativer Laufzahl (n = — 1) 
sein, und B, die nach der Photometerkurve kriaftigste unter allen 
Absorptionsbanden, miifte die Laufzahl n = 0 erhalten. Endlich ist in 
die im Spektrum des festen Benzols mit B" bezeichnete Kinzelbande, 
dem Gesamtverlaut der Intensititsverteilung folgend, sicher in die Serie 
E" — D" — OQ" einzuordnen; wihrend aber zwischen diesen die Fre- 
quenzendifferenz durchweg ~ 920 bleibt, springt der Abstand C0" — 1B) 
plitzlich auf 990. Darum muf man vielleicht annehmen, dai B” in 


1) Da die Bande A nicht nur schwach, sondern auch diffus ist, ist der genaue 
Wert von 4» (4—B) nicht ganz sicher, doch scheint er sicher iiber 1000 
wu liegen. 
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Wahrheit zur Teilbande A, dementsprechend dann aber auch C” zu B, 
D" zu C usw. gehbrt. 

Kine sprangweise Veriinderung der Frequenzendifferens beim Uber- 
gang von den kurawelligeren Absorptionsbanden zu den langwelligeren 
Fluoresvenzbanden findet sich auch bei ganz anderen Substanzen wieder, 
so bei den Uranylsalzen, und liebe sich dort wohl auf dieselbe Weise 
erkliiren. Nur die letzten Teilbanden des Absorptions- bzw. die ersten 
Teilbanden des Fluoreszonzspektrums tiberdecken sich in all diesen Millen 
und sind dahor ,umkehrbar®; ob, withrend das Nichtvorhandensein lang- 
welligerer Absorptionsbanden (rm <. 0) nun verstiindlich erscheint, das 
Fehlen vou Fluoreszenzemission in den eigentlichen Absorptionsbanden 
(nv >> 0) aussehlieblich aul die Reabsorption eventuell primiir ausgelister 
Kluoreszenz zuriickzutiihren ist, mag noch dahingestellt sein, Kine 
solche Hypothose ist ibrigens schon sehr trih von J. Stark ausgesprochen 
worden, um die stets beobachtote Verschiebung der lluoreszenzbanden 
gegentiber den Absorptionsbanden von Farbstoftlisungen zu erkliiren, 

Wenn anscheinend durch die hier vorgeschlagene Deutung die bei der 
Lichtabsorption und Fluoreszenz des Benzols auftretenden [rscheinungen 
weitgehend und sogar quantitativ dargestellt werden kinnen, so bleibt eine 
Schwierigkeit, auf die noch hingewiesen werden mul, weil sie vielleicht 
die ganze Deutung illusorisch macht. Diese nimmt niimlich fir die wenn 
schon wenig intensiven so doch beobachtbaren Absorptionseinzelbenden 
mit p > 0, die sich manchmal bis p == 8 erstrecken, an, daw sie von 
Kernschwingungs-Knergieniveaus im unerregten Atom ihren Anfang 
nehmen, deren Quantenzahlen gleich 1, 2,..., 8 sind. Schon bei Zimmer- 


temperatur ist aber das Vorkommen so hoher Quantenzahlen fiir ein der 


Wellenzahl 1000 (und selbst dem yon Henri angenommenen 1/4 == 160) 
entsprechendes Kernschwingungsquant kaum denkbar, und noch viel un- 
wahrscheinlicher wird es im festen Kristall bei — 180°; und bei der 


grofen Ahnlichkeit der beiden Spektra wird man wohl das Auttreten 
der Kinzelbanden in beiden aut die gleiche Ursache zuriickfihren mitissen, 
Macht man die im entgegengesetzten Sinne am weitesten gehende, aber 
nicht unplausible Voraussetzung, da® bei — 180° Kernschwingungen von 
der angegebenen Gribe praktisch ganz abgestorben sind, da also dort 
nur ein einziges durch n == 0, p == 0 charakterisiertes Energieniveau 
oxistiert, so mu man die gesamte Differenziertheit des Absorptions- 
spektrums mit seiner doppelten Periodizitit in die verschiedenen Niveaus 
des erregten Zustandes verlegen. Es ist an sich durchaus wahrschein- 
lich, da® im Benzolmolekiil nicht nur eine Sorte von Kernschwingungen 
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“miglich jst, sondern deren mebrere, cbwa zwei von wesentlich verschiedenem 
“Energicinhalt, die z B. von den Vindungen C—O und C—H herrtihren 
kénnten, Der einen entapreche das Schwingungequant o == 920, der 
anderen bh —= #0 (oder auch 160, da jetzt die fir 40 sprechenden Griinde 
nicht mehr in Betracht kommen). Dann erbalt man das in Vig. 60 an- 
gegohene Schema fir die Entetehung der Absorptionsbanden, die jetzt 
‘alle im selben Nulniveau ihren Ureprung haben, Dieses Schema zeigt 
aber sofort einen augenfalligen Nachteil gegentiber den beiden anderen: 
os fehlt eben, weil das Ausgangenivean jetzt allen Banden gemeinsara 
jst, der eindeutige Grund daftir, dal in jeder Veilbande cine Winzelbande 
(die mit p = 0 normierte) alle anderen an Intensitét so sehr liberragt,; 
um ihn zu gewinnen, muf man J ie vans willktirliche Hypothese einftihren, 
dab, wihrend Oherginge O—-> 1 (2), 0 > 2(0), 0 %(D) fiir n prak- 
| tisch gleiche Wahrecheinlichkeit hesitzen,  —» OCA) dagegen vielleicht 
relativ selten vorkommt'), umgekebrt fir die p die Oherginge 0 —> 0 
; bei weitem am haufigeten auftreten, Glieder mit negative m haben bei 
dieser Darstellungeweise den Sinn, dab sie zu hoberen w-Niveaus des 
unerregten Molektils gehéren, und wenn man wieder fir das Kern- 
schwingungsquant im unteren Zustand cinen anderen Wert a = ao an- 
nimmt, gelangt man auch wieder zu einer sprunghalten Anderung der 
Neilbandenabstinde beim Ohergang zu negativen m-Werten, Der vorher 
gewounene quantitative Zasammenhang zwischen der Gribe dieses Sprunges 
und der Mrequenzendifferens b zwischen den Winzelbanden fallt aber jetat 
weg, Die nach dem Schema 6 gebildeten Veilbanden sind nicht nach 
Jangen, sondern nach kurzen Wellen zu abschattiert, d. h. die Hinzel- 
bande p <= 0 ist die langwelligate in jeder Teilbande mit vorgegebenem n. 
Das ontapricht fir das Dampispektrum des Benzolw sicher nicht den Tat- 
sachen, ehenso auch nicht fir den mit jenem sich deckenden kurz- 
wolligeren Teil des Absorptionsspelktrums im festen Benzol — mibglicher- 
weise dagegen dem langwelligeren Teil des letzteren, 
Die bei aller Abnlichkeit bestehenden charakteristischen Unterschiede 
awischen den beiden Spektren vermag keine der vorgeschlagenen Deutungen 
wiederzugebon; vielleicht int durch Kombination der Schemata b und ¢ 
derartiges 0 erreichen, es mbgen aber auch die hier gugrunde gelegten 
Vorstellungen noch viel zu primitiv und die Schwingungeméglichkeiten 
ywiechon den das Molektil bildenden zwélf Atomen weit komplizierter 


ee = 


FY is kann natiirlich auch hier der (bergang 0 —» 0 (n == 0) der Bande B 
wugeschrisben werden; dann ist wisder A mit m = — 1 durch den Ubergang 1 —» 0 
charaktorialert, 
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sein. Aus den bisher vorliegenden Beobachtungen iiber das ultrarote 


Spektrum des Benzols ist hieriiber auch noch keine sichere Aufklaérung 
m gewinnen. Die dahin zielenden Untersuchungen von Ellis, die 
gesamte langwellige Benzolabsorption aut zwei Kernschwingungsfrequenzen 
(die er eben der C—C- und der C—H-Bindung zuschreibt) zuriickzufiihren, 
scheint noch allzuviel Hypothetisches zu enthalten’). Coblentz nennt 
zwar im Ultrarot eine sehr kraftige Absorptionsbande bei etwa 9,8 uw, die 
allenfalls der von uns angenommenen Kernschwingungszahl 1000 ent- 
sprechen kénnte, daneben aber noch eine Anzahl weiterer Banden, so vor 
allem eine zweite von ebenso grofer Intensitét bei 14,5, die in den 
ultravioletten Spektren nicht ihr Gegenstiick findet. Im langwelligen 
Ultrarot zwischen 50 und 150, in das die den Schwingungszahlen 80 
oder 160 zugeordneten Wellenlangen fallen, liegen Messungen iiber das 
Absorptionsvermégen des Benzols tiberhaupt noch nicht vor °). 


1) Die Versuche von March [Phil. Mag. (6) 49, 1206, 1925], die ultra- 
violetten Banden des Benzols aus den ultraroten abzuleiten, miissen auch noch als 
recht schwach fundierte Hypothesen angesehen werden. 

*) Anmerkung bei der Korrektur. Erst nachtraglich ist uns bekannt ge- 
worden, daf Henri neuerdings (in seinem Buche ,,Structure des Molécules‘‘, Paris 
1925, Kap. V) seine Messungen tiber das Absorptionsspektrum des Benzoldampfes 
wesentlich anders interpretiert als in seiner alteren Arbeit; seine neue Deutung 
deckt sich in der Hauptsache mit der im Schema ¢ unserer Fig. 6 veranschaulichten, 
nur dafi er noch cine dritte Kernschwingungsfrequenz (Wellenzahl 121) annimmt. 
Es bleiben daher alle prinzipiell gegen das Schema ¢ erhobenen EKinwande auch 
hier bestehen; es fehlt aber dariiber hinaus bei Henris jetziger Darstellung, da 
ausdriicklich (S. 111) die Kernschwingungsfrequenzen im erregten und im un- 
erregten Molekiil als identisch angenommen werden, jede Erklirung fiir den Unter- 
schied zwischen den Teilbandenabstinden im Absorptions- und im Emissionsspektrum ; 
weiter mu8 Henri fiir seine eine Kernschwingungsart (162 cm—1) weit tiberwiegend 
negative Laufzahlen einfiihren, d. h. die Mehrzahl der Molekiile mu8, was diese 
Kernschwingung angeht, im Normalzustand eine das Temperaturgleichgewicht weit 
iibersteigende Energie enthalten. Und schlieSlich muf doch darauf hingewiesen 
werden, da, wenn Henri mit Hilfe von nur zwei Grundfrequenzen (vz und qq) 
durch seine neue Gleichung 

yy = 87483,5 +1924 — p164,5 4+ q121 

yyy = 38612,4 + n921,7 — p162 + 121 
seine Mefresultate ebensogut oder vielleicht noch besser wiedergeben kann als 
durch die altere [Gleichung (1) in unserer Arbeit] mit vier Grundfrequenzen, die 
tatsiichlich schon iiberraschend gut mit den gemessenen Zahlen tibereinstimmte, 
zam mindesten sehr wahrscheinlich sich noch andere Gleichungen werden auf- 
stellen lassen, die formal dasselbe leisten und dabei von den wirklichen physika- 
lischen Vorgaéngen ein vollkommeneres Bild geben. Wir méchten durch diese 


Anmerkung keinesfalls Henris grofes Verdienst herabsetzen, der als erster das_ 


so sehr komplizierte Spektrum nicht nur des Benzols, sondern auch vieler 


seiner Derivate ganz aufgelést und zum mindesten den Weg zu seiner Analyse 


gewiesen hat. 


. 


iiber das Absorptionsspektrum des festen Benzols bei — 180°. 91 
: Als gesichertes Ergebnis aber kann es jedenfalls gelten, dab die- 
venigen fir das Benzolmolekiil charakteristischen Atomkernschwingungen, 
jie das Auftreten der Teil- und Einzelbanden im Absorptionsspektrum 
‘les Dampfes verursachen, im wesentlichen unverandert auch dann noch 
erhalten und kaum weniger scharf definiert sind, wenn die Molekiile sich 
m Kristallverband befinden, sofern nur durch hinreichend tiefe Temperatur- 
‘lage dafiir gesorgt ist, daf die Stérungen durch Nachbarmolekiile méglichst 
gering werden. Eine Verbesserung in diesem Sinne, und damit vielleicht 
auch eine weitere Klarung der Verhiiltnisse, ist durch einen Ubergang zu 
-aoch. tieferen Temperaturen zu erwarten. Dahin zielende Versuche unter 
Verwendung von fliissigem Wasserstoff an Stelle der fliissigen Luft sind 


'im Gange. 

Ein Teil der in dieser Arbeit verwandten Apparate sind aus Mitteln 
| beschafft, die der eine von uns der Notgemeinschaft der deutschen Wissen- 
| schaft sowie dem ElektrophysikausschuS der Notgemeinschaft verdankt. 


Berlin, Physikalisches Institut. der Universitit, August 1926. 
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Eine mégliche Bedeutung der Tetraederzahlen 
im natirlichen System fiir die Anordnung von Protonen 
und Elektronen in den Atomen. 
II. Mitteilung. 
Von Hugo Stintzing in Giefen. 
Mit 10 Abbildungen. (Eingegangen am 17. September 1926.) 
1. Verfasser begriindet die Aufstellung und Deutung seines Tetraederschemas mit 
seiner Bedeutung als deduktive Arbeitshypothese fiir eine noch fehlende Kern- 
strukturtheorie. Hine solche sollte unabhangig von der Frage nach den Kraften im 
Kern aufgestellt werden. 2. Verfasser erweitert sein Tetraederschema durch Hinzu- 
nahme der Elektronen. Auch die Elektronen ordnen sich nach Tetraedersymmetrie. 
Fiir den sukzessiven Einbau neuer Hinheiten wahlt Verfasser, dem Vorschlag Rei- 
nickes entsprechend, die vier dreizihligen Tetraeder-Symmetrieachsen an Stelle 
der drei zweizahligen Hauptachsen. Welches der beiden zulassigen Achsensysteme 
zu wihlen ist, wird spiter an Hand experimenteller Tatsachen zu entscheiden sein. 
3. Die erweiterten Schemata zeigen, weshalb Elemente mit der Masse 2, 3, 5, 13 
und 21 nicht wahrscheinlich sind, wihrend sie alle anderen zulassen, einschlieflich 
der Isotopen. Fir die Nachpriifung der Isotopentheorie wird ein experimenteller 


Weg angezeigt. 4. Das Gesamtschema sieht ein Element Nr. 98 als wahrscheinlich 
yoraus. Fiir seine Auffindung werden einige Anhaltspunkte gegeben. 


l. Veranlassung zur Auistellung der Kernschemata. In 
einer ersten Mitteilung’) wurden Zahlenbeziehungen im _natiirlichen 
System aufgezeigt, die dem periodischen Gesetz 2, 8, 18, 32 einen ver- 
tieften Inhalt geben, indem sie an die Stelle empirischer Zahlen ein mathe- 
matisches Gesetz setzen. 

Es war schon frither vom Verfasser dargelegt worden, da das pe- 
riodische Gesetz eine Reihe 2. Ordnung darstellt), welche grundsatzlich 
aus einer arithmetischen Reihe 3. Ordnung ableitbar sein miisse. Und 
hierzu war allgemein darauf hingewiesen worden, daf Reihen 3. Ordnung 
riumliche, solche 2. Ordnung flaichenhafte Gebilde zum Ausdruck bringen. 
Und zwar ergeben die Glieder der Reihen 3. Ordnung die Anzahl gleicher 
Kérpereinheiten, welche aneinandergebaut werden miissen, um zu dem 
jeweils gréferen, geometrisch dem Anfangskérper ahnlichen Gebilde zu 
gelangen. Reihen 2. Ordnung bedeuten als Differenzreihen derjenigen 


1) ZS. f. Phys. 84, 686, 1925. 

2) ZS. £. phys. Chem. 107, 157, 1923. Wenn in der oben angefiihrten Mit- 
teilung gelegentlich die Reihe 2, 8, 18, 32 als 3. Ordnung angesprochen wurde, 
so war dies kein Irrtum, sondern eine vielleicht nicht ganz korrekte, abgekiirzte 
Ausdrucksweise fiir das Gesamtgesetz. Damit erledigt sich wohl eine Anmerkung 
Reinickes in ZS. f. Phys. 37, 210, 1926. 
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8, Ordnung den Zuwachs, also z. B. die Zahl der um den Anfangskérper 
herumgebauten Einheiten und somit den Inhalt der Oberflaiche. Daf 
“diese allgemeinen GesetzmaBigkeiten eine Bedeutung fir den Bau der 
;  Atome haben diriten, lag somit sehr nahe. Aber erst als es Verfasser 
3 gelang zu zeigen, daf das periodische Gesetz eine Differenzenreihe ist, 
die sich aus der Reihe der Tetraederzahlen ergibt, wenn man jedes 
 aweite Glied der Tetraederreihe zihlt, war das spezielle Baugesetz ge- 
funden, das im natiirlichen System vorwaltet: 


Mepeiracder Zahlen,. . . 2... 3 25 6 «+ + te 10) 2035) 56. 84 120 B.3. Ordn. 
error oo” 
MereWiserenzreihe . . « . + 5 «© « + + 16 36 64 Rien Pes 


gleich den Quadratzahlen. . ... . 43 6? 8? 2 2» 
gleich den doppelten Periodizitatszahlen 2.8 Dede) | haa owes 

Da sich nun auch zeigen lief, daS nicht nur, wie aus dem Vor- 

stehenden folgt, die Ordnungszahlen, sondern auch die Atommassen der 
Elemente in den Vertikalgruppen des natiirlichen Systems der Tetraeder- 
reihe folgen, wurden unter Zugrundelegung der Proutschen Theorie und 
unter Beriicksichtigung gréhtmiglicher Symmetrie Schemata fiir die Pro- 
‘tonenanordnung in den Atomen simtlicher Elemente aufgestellt. Da 
diese Schemata ohne Riicksicht aut die wirksamen Kriafte gegeben wurden, 
beanspruchten sie keineswegs als Modelle zu gelten, was tibrigens bis 
heute noch, auger etwa fir Wasserstoff, von keiner Seite beansprucht 
werden kann. 
Wihrend sich gegen die Zahlenbeziehungen selber naturgemaB keiner- 
lei Einwiinde erhoben, wurde ihre Deutung durch die Schemata im all- 
-gemeinen abgelehnt’). Aber es wurden auch keine anderen Deutungs- 
versuche gegeben. Dagegen fragte man, welche Veranlassung vorlege, 
Kernstrukturen aufzustellen, um die chemischen Kigenschaften aus diesen 
abzuleiten, statt wie bisher aus den AuSenelektronen. 

Hierauf mu8 zunachst ganz generell geantwortet werden, da die 
Auffindung einer Zahlenbeziehung so elementarer und fundamentaler 
Natur einer Deutung in jedem Falle bedarf. 

LaBt sich aber auch aus ‘diesen Beziehungen ein Anhaltspunkt ftir 
die Atomstruktur gewinnen, der bis zu einem gewissen Grade unsere 
heutigen Auffassungen bestitigt, zum Teil sie unberiihrt laBt, zum Teil 
daritber hinausgeht, so tragen diese auf deduktivem und von den bisher be- 
-kannten unabhingigem Wege gefundenen Ergebnisse unter allen Umstanden 


1) In Zuschriften sowie privaten oder éffentlichen Diskussionen verschiedener 
Gauvereine der Deutschen Physikalischen Gesellschaft. 
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zur Klarung der noch heif umstrittenen Auffassungen iiber den Atom- 
bau selber bei. 


Der gegenwirtige Standpunkt der Atomtheorie begniigt sich mit der | 


Beantwortung der Frage nach der Kernladung, welche die Zahl der Elek- 


tronen regelt, und nach der Anordnung der AuSenelektronen, welche die che- | 


mischen Eigenschaften bedingt. Er macht somit halt an einer Stelle, welche 
willkiirlich durch den Stand der Erfahrungen gegeben ist. Auch der 
Verfasser hat betont, da fiir eme experimentelle Erforschung der Kern- 
struktur zurzeit noch die Grundlagen fehlen. Die Auffindung der gleichen 
Zahlengesetze fiir die Elektronen und die Atommassen zwingen aber 
geradezu zu der Vermutung, daf ihnen beiden ein gleiches Baugesetz zu- 
grunde liegt. Die Tetraederreihe bedeutet, wie oben gezeigt, ein derartiges 
Baugesetz, wenn man ihren Zahlen einen physischen Inhalt gibt. Am 
besten kennzeichnet vielleicht folgende Gegenfrage das Problem: Will 
man Atomen mit geometrisch ahulichen Oberflichen (Elektronenanordnung) 
geometrisch yerschiedene Innenkérper (Kernfiguration) zugrunde legen 
oder ist es wahrscheinlicher, daB selbst Kerne verschiedenen Massen- 
inhaltes (Familienglieder) nur deshalb zu Atomen mit ahnlicher Elektronen- 
anordnung fithren, weil die Protonen in ibnen eine geometrisch ahnliche 
Anordnung aufweisen? Daf man bestimmten Kernladungszahlen nicht nur 
bestimmte Elektronenzahlen, sondern sogar bestimmte wiederkehrende 
Elektronenkonfigurationen zuschreibt, geschieht rein empirisch auf 
Grund des natiirlichen Systems. Wenn nun auch die Tetraederreihe in ihrer 
Bedeutung fiir das natiirliche System gleichfalls empirisch und erst nach 
der Entdeckung des Systems gefunden wurde, so hitte jedoch auch erst 
die Tetraederreihe als Bauprinzip postuliert werden kénnen, und es hitte 
sich aus ihr das natiirliche System deduktiv entwickeln lassen mit geo- 
metrisch ahnlichen Atomoberflichen bei denjenigen Elementen, die wir 
heute in den Familien zusammenfassen. Es ist somit naheliegend, diesen 
deduktiven Weg nunmebhr als Arbeitshypothese auch fiir das Atominnere 
zu beschreiten. 

Dem Verfasser scheint der Stand der Kernforschung auf einem ahn- 
lichen Punkte angelangt zu sein, auf dem die Mineralogie vor der Laue- 
schen Entdeckung stand: Man kannte die Oberflichen der Kristalle und 
man kannte den Inhalt an chemischen Massenteilen (Atomen, Ionen, Mole- 
ktilen). Man stellte rein deduktiv eine Strukturtheorie auf, die experi- 
mentell erst nach Laue nachgepriift werden konnte. Aber man kannte 
und kennt noch immer nicht die Kriifte im Kristall. Unsere Parallele: 
Wir kennen heute angenihert GroéBe und Oberfliche der Atome und eben- 
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falls den chemischen Inhalt des Kernes genau. Die Kernstrukturforschung 
-entbehrt noch eines Laue-Experimentes. Ob wir die Krifte im Atom 
-eher kennen werden als seine Kernstruktur? Aber letztere entbehrt 
noch einer Strukturtheorie. Ja, Verfasser miéchte glauben, dab es den 
Versuch lohnen wiirde, die Kernstrukturfrage als kristallographisches 
) Problem anzufassen, um sie auf das Niveau einer strengen Theorie erheben 
' zu kiénnen. Dem stehen aber Bedenken entgegen, die sich vielleicht 
| hauptsichlich aus dem Vorurteil gegen eine statische Lisung ergeben, 
weil die dynamischen Lésungen auf Grund ihrer hervorragenden Leistungen 
fiir die spektroskopischen Tatsachen heute bei weitem und mit Recht 
; vorgezogen werden. 

q Indessen sei hier doch auf eine der wichtigsten Ausnahmestellungen 
niher eingegangen, die auf Grund langjibriger und bis auf das Jahr 1902 
“guriickreichender Forschungen G. N. Lewis?) einnimmt. Nachdem er 
die Gegensatze zwischen der chemisch-statischen und der physikalisch- 
‘dynamischen Auffassung dargelegt hat, macht er einen Versuch, beide zu 


yereinigen. Dies fiihrt zu seiner halb-statischen Theorie, deren Haupt- 


ziige hier angefiihrt seien: 

i 1. Fiir ein Einzelatom mit Einzelelektron wird die Bohrsche Theorie 

‘quantitativ iibernommen. 

2. Fiir Systeme mit mehreren Kernen sowie mehreren Elektronen 

wird auf Grund magnetischer Erscheinungen eine kreisende Bewegung 

der Elektronen angenommen, wobei der Atomkern nicht das Bahnzentrum 

‘sein mub. 

: 3. Diese Elektronen?) nehmen feste Lagen zueinander und zu den 

Kernen ein. Lagednderungen sind mit Energieinderungen verbunden. 
4. Bei Lageainderungen der Elektronen(bahnen) wird Strahlung nach 

dem Bohrschen Prinzip emittiert. 

5. Die Elektronen(bahnen) sind um den Kern in konzentrischen 

Schalen angeordnet. Die Elektronen auf der tubersten Schale werden 

als Valenzelektronen angesprochen, der tibrige Teil des Atoms wird als 

‘Kern bezeichnet. 

Es sei gestattet, die weiteren Annahmen und Schliisse dieser Theorie 

an dieser Stelle nicht weiter zu verfolgen, insbesondere soll auch im fol- 

genden iiber die Krifte nichts ausgesagt werden, waihrend Lewis hieriiber 


‘ 1) Siehe z. B. G. N. Lewis: Valence and The Structure of Atoms and Mole- 
cules 1923. 
2) Diese werden yon Lewis als pars pro toto fiir die Bahn als ganzes an- 
gesprochen. 
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Festsetzungen macht. Dem Verfasser scheinen aber gerade die angefithrten | 
Ziige der Lewisschen Theorie das vorauszunehmen, was er am Schlusse_ 
der 1. Mitteilung andeuten wollte: eine Vereinigung der statischen mit 
der dynamischen Auffassung. In der Ausdrucksweise des Verfassers 
wiirde dann der unter 3. angeftihrte Satz von Lewis erweitert lauten: 
Die Elektronenbahnen nehmen feste Lagen ein, welche durch die Lagen” 
der Protonen im Kern bedingt werden. Insofern gehen also die Schemata 
des Verfassers tiber Lewis’ Auffassung hinaus. 


Inzwischen hat Richard Reinicke wertvolle Beitrage zu dem 
Kernbauschema des Verfassers veréffentlicht'). Der wesentlichste Vor- 
schlag, den er macht, ist der, auch fiir die Elektronenhiille tetraedrischen 
Aufbau anzunehmen. Und er ist der Meinung, daS Verfasser diesen 
Schlu8 nicht gezogen habe. Demgegenitiber sei darauf hingewiesen, daf 
Verfasser in der ersten Mitteilung ausdriicklich nur die Lagerung der 
Massen behandelt hat und die Frage der Elektronen nur im Ausblick 
streifen wollte. In diesem aber heift es: ,... werden die Elektronen 
bahnen nach Form und Lage von der Lagerung der Einzelprotonen ode 
Protonengruppen beeinflugt. Die Kernstruktur, also die Lagerung der 
Massenteilchen, ist somit das Primare und bedingt die Elektronenkonfi- 
gurationen.“ Das kann wohl nur heifen, daf, wenn die Lagerung der 
Massenteilchen nach dem Tetraederschema erfolgt, auch die hierdurch be- 
dingte Elektronenkonfiguration diesem Schema ebenfalls folgen ‘muf. 
Es ist aber um so wertvoller fiir die Biindigkeit dieses Schlusses, daS 
Reinicke ihn fiir ebenso unabweislich halt, wie dies Verfasser getan hatte. 


Die folgenden Ausfiihrungen werden nun zeigen, in welchem Mage 
sich dieser Schlu® fiir die Einzelschemata der Elemente auswirkt. Es 
sei vorausgenommen, da8 sich die Schemata dabei in tiberraschender Weise 
bewahren und somit ihre Bedeutung wesentlich erhéht wird. 


2. Erweiterung der Grundhy pothese. In der ersten Mitteilung 
war auf Grund der Erkenntnis der Giilltigkeit der Tetraederreihe fir die 
Atommassen als einzige Grundannahme postuliert: ,Der Aufbau der Pro- 
tonen in den Kernen aller Elemente erfolgt nach einem tetraedrischen 
Grundschema und der Symmetrie des Tetraeders. “ 


Analog soll unser erweitertes neues Postulat lauten: Der Aufbau 
der Elektronen in den Atomen aller Elemente erfolgt nach 
einem tetraedrischen Grundschema und derSymmetrie des Te- 


1) R. Reinicke, ZS. f. Phys. 87, 210, 1926. 
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‘raeders in Wechselbeziehung zu einem ebensolchen Aufbau 
ler Protonen. 

Die Anwendung der neuen Grundannahme wird indessen erst frucht- 
‘oringend, wenn der Begriff des Kernes zunachst einmal fallen gelassen 
jwird und alle Bestandteile des Atomes als a priori diskrete und gleich- 
wertige Bausteine des Ganzen angesehen werden, im Sinne der Lenard- 
schen Dynamiden. Als Bausteine der Atome werden einerseits die Pro- 
tonen, andererseits die Elektronen (der allgemeinen Anschauung ent- 
sprechend) angenommen. Als Proton wird hierbei ein Massenteilchen 
der Masse 1,000 angenommen, mit dem eine positive Ladungseinheit 
verbunden ist. Unter ,lektronen* wird in dem von Lewis 
gebrauchten Sinne') als pars pro toto die Erscheinung des bewegten 
‘Blektrons oder die Elektronenbahn als Ganzes verstanden. Wenn wir 
den Kernbegriff fallen lassen, ‘andert sich hiermit auch der Begriff der 
Kernladung. An seine Stelle tritt jeweils die Gesamtladung, bedingt 


}durch die Protronenzahl == lektronenzahl. 


Danach erhalten die Elemente des Systems folgende, ihren Atom- 


massen entsprechende Ladungszahlen: H = 1; He = Abe Ay, lon (A ye 
"Be — 8(9); B = 10(11); () = 12 usw.; Ne = 20 (22);...; Ar = 36 
(40) ust. Betrachtet man die experimentellen Grundlagen fiir die 
Kernladungs (== Ordnungs) zablen der Elemente, so sind die Hauptstiitzen 
wohl die Ablenkungswinkel gestreuter Alphateilchen sowie die Réntgen- 
jspektren. Was erstere anlangt, so werden diese an sich nicht geindert, 
wenn sowohl die Ladung des Alphateilchens als auch die des streuenden 


Plementes verdoppelt wird. Kbensowenig wird der Grundgedanke ge- 
ly 
indert, der durch die angeniherte Proportionalitat zwischen Vis und 
der Ordnungszahl bei den Rontgenspektren zum Ausdruck kommt, denn 
die Ordnungszahlen gehéren ja gerade dem ‘let ~aederschema an. 
Aber wir werden auch hier wieder dem Problem der Unterbringung 
des Uberschusses, wie friiher von Protonen, so neuerdings von Elektronen 


und Gesamtladung tiber die doppelte Ordnungszahl bei den Isotopen und 
bei den Blementen tiber die ersten beiden kleinen Perioden hinaus be- 


7 


vegnen, Da sich hierfitr die Centrierungshypothese bei den Protonen 
bewiihrt hat, kann bei Hinzunahme der Elektronen diese auf ihre Berech- 
tigung gepriilt werden. Da die Centrierung neues Verstindnis ftir die 
Existenz oder Nichtexistenz gewisser Elemente oder [sotopen bringen 


1) Lewis, l.c. 8.57, Absatz 3. 
Zeitschrift fir Physik, Bd. XL. 7 
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wird, bedeuten unsere kommenden Ausfiihrungen eine neue Stiitze dieser 
Hilfshypothese. Ob bei der Centrierung die Gesamtladung geandert 
wird, wire vielleicht einer experimentellen Priifung durch den Versuch 
zugainglich, ob Ablenkungsversuche von Alphateilchen durch Isotopen- 
gemische gegentiber reinen Elementen unterschiedliche Werte ergeben 
wiirden. Verneinendenfalls ware die Frage zu stellen, ob demnach 
Ladungen beim Centrieren verloren gehen, also Massenteile ohne eigene 
Ladungen vorkommen kénnen, oder wie die centrierte Ladung nach aufen 
unwirksam werden kann. Die Unterbringung von Masse aber oder etwas 
dem Aquivalenten in einer nach aufen méglichst unauffilligen Form 
bleibt unter allen Umstianden das Problem fiir die Isotopenforschung, wo 
keinesfalls mehr die Frage nach der Kernstruktur zu umgehen ist. 

3. Die erweiterten Schemata der Einzelelemente. Nach 
unserer neuen Vorstellung andert sich am Wasserstoffatom nichts gegen- 
iiber der Bohrschen Auffassung. Dagegen sollen im nachsten Element, 
Helium, vier gleichwertige Protonen o und vier gleichwertige Klektronen @ 
vereinigt sein. Wir gelangen zufolge unserer Grundannahme dazu, die 
Elektronen in dem Gegentetraeder des Protonentetraeders anzuordnen 
(Fig. 1). Dabei sei hier fiir diese und alle folgenden Figuren nochmals 
betont, da8 die Punkte, in denen Protonen und Elektronen gezeichnet 
werden, durchaus nicht den wirklichen Lagen mit richtigen Abstainden 
entsprechen sollen, da hierfiir die Anhaltspunkte véllig fehlen. Sie sollen 
ledighch ein qualitatives Symmetrieschema andeuten, bei welchem eine 
statische Stabilitit an sich méglich ware. Wenn also hier die Elektronen 
und Protonen abwechselnd in Wiirfelecken sitzen, soll das noch lange 
nicht heifen, dai die Edelgase Wiirfelform hiitten. Noch mehr gilt das 
fiir die folgenden Elemente. 

Ehe wir vom Helium weitergehen, wollen wir einen Augenblick 
fragen, welches Schema ein Alphateilchen haben diirfte und warum es 
keine Elemente aus zwei und drei Protonen gibt. Entziehen wir dem 
Heliumatom sukzessive je ein Elektron, so entstehen als mégliche sym- 
metrische Gebilde die in Fig. 2 und 8 gezeichneten einfach und doppelt 
(Alphateilchen) ionisierten Heliumionen. 

Von He iiber He* nach He** werden die abstoBenden Krifte zwischen 
den Elektronen abnehmen, so daf im Het* die Elektronen bereits so 
weit nach innen zu liegen kommen, da eine weitere Abspaltung zu 
He*** unwahrscheinlich erscheint, dessen Existenz aus Symmetriegriinden 
nicht unméglich zu sein brauchte, indem das Elektron das Zentrum be- 


setzte. Daf das Teilchen tiberhaupt kein Innenelektron haben sollte, 
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ist nicht denkbar. Andererseits diirfte aber die Bildung dieses He*** 
von der anderen Seite her aus drei H*-Ionen und einem H-Atom noch 
unwahrscheinlicher sein, da das Zusammentreffen dieser vier auf einmal 
auBerst selten sein miiBte. 

Das Tetraederschema laSt zahlenmifig nur die Elemente aus 1 und 
A Protonen zu, ein Gebilde aus 20+2@ im Tetraederform ist auch 
sonst nicht méglich. Dasselbe gilt fiir eimen 30 + 3 @-Kéorper. Die 
tetraedrische Symmetrieklasse hat 3 zweizihlige und 4 dreiziihlige Achsen. 
Ein Wiirfel mit je 3 Protonen und 3 Elektronen in den Wiirfelmitten 
ast nicht annehmbar, da er zusammenfallen diirfte. Dagegen kénnen 
4 Protonen in den 4 dreizihligen Achsen untergebracht werden, und 


Fig. 1. Fig. 2. Fig. 3. 

Helium. Helium*. Helium++ (Alphateilchen). 
durch die, die Dreizihligkeit anzeigenden 4 Gegenelektronen gehalten 
werden. Wir kommen daher zu dem Ergebnis, daf zwischen H 
und He kein Gebilde von Tetraedersymmetrie, das heibt kein 
elementarer Stoff existiert. Aus diesem Grunde scheint dem Ver- 
fasser die Annahme Reinickes, der emem geschlossenen und stabilen 
H,-Gebilde eine Rolle im Atomaufbau zuteilen michte, nicht mit den 
Grundziigen des Schemas vereinbar 1, Ob ein H, als Zwischenprodukt 
beim Abbau vorkommt, soll dahingestellt bleiben aN; 

Dagegen diirfte der grundsatzliche Vorschlag Reinickes4), die von 
Element zu Element hinzutretenden Protonen nicht in Anlehnung an die 
3 zweizihligen Haupt- bzw. Wiirfelachsen, sondern an die 4 dreizihligen 
(die eigentlichen Tetraeder-)Achsen unterzubringen, durchaus zu erwaigen 
sein. Zunichst bietet er rein zahlenmiaBig die Méglichkeit, in den beiden 
ersten Reihen des natiirlichen Systems die acht Elemente kontinuierlich 
unterzubringen, sodann aber werden wir auch sehen, da die Elektronen 
zwangsliufig ihre Plitze finden, was bei Verwendung der Hauptsymme- 


1) 1. c. S. 214, siehe jedoch unten. 
2) Sieche z. B. Stetter, Verh. d. D. Phys. Ges. 7, 34, 1926. 
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trieachsen nicht so iiberzeugend herauskommt, aber hier nicht naher 
dargelegt werden soll. Wir wollen dem Vorschlag Reinickes 
folgen, der kein Verlassen des Prinzips, nach Tetraedersymmetrie zu 
bauen, sondern lediglich die andere von den zulissigen zwei Méglich- 
keiten bedeutet. Die Frage allerdings, welche von beiden zu stabileren 
Gebilden fiihrt, scheint dem Verfasser zugunsten der ersteren Méglichkeit 
beantwortet werden zu sollen. Dies wiirde wieder Annahmen iiber die 
Krifte voraussetzen. Dagegen diirfte sich die Frage voraussichtlich 
experimentell klaéren lassen. Denn wenn wir dann auch die Valenz- 
elektronen, wie sich aus dem Folgenden ergeben wird, in die Tetraeder- 
achsen legen, so miiften die chemischen Verbindungen die Winkel der 


Fig. 4. Fig. 5. 
Lithium = 6. Lithium = 7. 
Die mit Kreisen umrinderten Elektronen © bedeuten Valenzelektronen. 


Tetraederachsen schon bei zwei- und dreiwertigen Verbindungen irgend- 
wie zu erkennen geben. Tatsiichlich bildet ja auch z. B. das Wassermolekiil, 
wie viele andere, keine gerade Linie. Ferner kiime die Koordinations- 
zahl 4 deutlich heraus. Doch soll dies spiteren Untersuchungen vor- 
behalten bleiben. 

Wir kommen nun zur Frage nach dem Element aus 5 Protonen. 
Das fiinfte kénnte ja zentriert werden, wie aber kiime das fiinfte Elek- 
tron symmetrisch unter? Da dies nur méglich wire, wenn Proton und 
Elektron im Zentrum koinzidierten, ist fiir em Element 5 wenig Wahr- 
scheinlichkeit. Jedenfalls wire es ein Heliumisotop. 

Anders, wenn ein fiinftes und sechstes Paar hinzutritt. Die beiden 
Protonen gruppieren sich mit dem in der Ecke sitzenden zu dreien sym- 
metrisch um die eine Tetraederachse, gehalten durch die parallel liegenden 
Elektronen und Protonen des vorliegenden Heliumkérpers. Das eine 
hinzutretende Elektron wird zentriert, wodurch die Stabilitaét des 
Ganzen erhéht werden diirfte. Das sechste Elektron aber vermag nicht 


mehr ins Innere einzudringen, sondern nimmt die Ecke ein, es ist das 
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i erste auBere Valenzelektron, das leicht abgespalten wird unter Bildung 
| des edelgasihnlichen Alkali-Ions. Fig. 4 zeigt dies auch auSerlich deut- 
i lich, wahrend Fig. 5 erkennen laSt, dal bei Zentrierung des siebenten 
Protons symmetrisch ein zweites Elektron innen Platz findet, wahrend 
) nur ein Valenzelektron wie bei Element 6 auBen bleibt. So gibt das 
Schema die beiden Lithiumisotope wieder, die beide einwertig sind, auch 
' wenn sie verschiedene Anzahl von Elektronen enthalten. Daf das 
Lithium auch als Ion ein gréferes Volumen als Helium beanspruchen 
 diirfte, geht aus den Kinbauten wohl von selber hervor. 
3 Das Element Beryllium — 8 kann man sich so aus Li = 7 ent- 
standen denken, daf das achte Proton das Innenproton aus dem Zentrum 


Fig. 6. 


Beryllium = 9. 
Die mit Kreisen umranderten Elektronen © bedeuten Valenzelektronen. 


und ein weiteres Eckenproton in Dreierstellung um die zweite Achse 
} bringt, oder aus Li = 6 durch gleichzeitiges Hinzutreten beider Pro- 
 tronen 7 und 8. Das eine Elektron besetzt dann wieder die Ecke, wihrend 
das andere innen auf der zweiten Achse liegt. Wir behalten zwei Innen- 
elektronen, aber anders als beim Lithium gelagert, niimlich in Richtung 
der Fliichenmitten zweier den Valenzelektronen gegentiberliegenden Tetra- 
ederflichen. Denn das Eckenelektron wird wieder AufSen- und Valenz- 
elektron. Beim Be = 9, wo ein neues Paar (Proton und Elektron) 
_yentriert wird, kann die Zentrierung eines dritten Elektrons wohl nur 
in der zweiten Achse vor sich gehen (Fig. 6). 

Bei den Isotopen B = 10 und B = 11 kommen keine prinzipiell 
neuen Gesichtspunkte in Betracht. Allerdings werden wir konsequenter- 
weise bei B = 11 das vierte Elektron innen auf der dritten Achse 
} Valenzelektron in diese verlegen. Aller- 


unterbringen, da wir das dritte 
n ein Tetraeder 


dings kénnten auch die vier zentrierten Innenelektrone 
e auf je einer der vier dreizihligen Achsen. 


* 


bilden, sie lagen dann all 
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Fig. 7 zeigt die Anordnung mit zwei Innenelektronen aut einer der drei 
Tetraederachsen. 

Der Ubergang zum Korper 12 vollzieht sich nun, worauf Reinicke 
besonders hinweist, in ganz analoger Weise und ohne Sprung zu dem in 
der ersten Mitteilung vom Verfasser gegebenen Kohlenstoffschema. Es 
sei allerdings bemerkt, daS auch bei dem frither gegebenen Borschema 
(mit deri Protonen in den Wiirfelachsen) der Ubergang von Bor zu 
Kohlenstoff keineswegs sprunghaft geschah. Die 
Wege, die in die neuen Lagen von den Protonen 
zuriickgelegt wurden, waren recht kurze. Die 
Ahbnlichkeit zwischen B und C in chemischer 
Beziehung springt so allerdings stiirker in die 
Augen. Beachtenswert ist nun die Vollendung 


des ersten Innenelektronen-Tetraeders beim OC, 


( aan 


Fig. 8. Kohlenstoff = 12. dessen Hinzelelektronen die Flachenmitten des 


Protronentetraeders besetzen. So legen sie in 
den Mitten der Sechsecke, welche die Protonen jeder Tetraederflache 
bilden. In den vier Tetraederecken sitzen die 4 Valenzelektronen und im 
Gegentetraeder die ersten 4 Heliumelektronen (Fig. 8). 

Die Frage nach einem Korper 13 fiihrt zu den gleichen Schwierig- 
keiten wie ein Kérper 5, so daf wir seine Existenz fiir unwahrscheinlich 
halten diirfen. Dagegen ist ein Korper 14 in der Weise aufzubauen, 
daB in einer Tetraederachse zwei Paare unterkommen. Ein Proton mit 
Elektron in der Tetraederecke, eines in der Mitte der Gegenseite (alles 
nur zeichnerisch als Anniherungslage). Dadurch wird das in der Ecke 
vorhanden gewesene Elektron in eine Zwischenlage gedriangt, das eine 
neue Valenzelektron tritt in die Ecke, das andere auf derselben Achse 
an die Seite der Tetraederflache. Es bleiben also die vier Valenz- 
richtungen des C erhalten, und es kommt eine fiinfte Valenz hinzu. Die 
Dreiwertigkeit bedeutet ja im Sinne Kossels und Lewis’ das Fehlen 
von drei weiteren AuSenelektronen an der Edelgasform. Die Zwei- 
wertigkeit und Vierwertigkeit ist aber auch véllig verstindlich, da die 
erstere durch die gegeniiberliegenden Valenzelektronen in der Achse, die 
letztere durch die noch vorhandenen 4 C-Valenzelektronen dargestellt 
wird. Doch sollen diese chemischen Fragen hier nicht naiber behandelt 
werden. Immerhin sollte dieser iiberraschende Ausblick hier doch wenig- 
stens gestreift werden, zumal er auch fiir die folgenden Elemente gilt. 

Die Kérper 15 bis 19 bieten nun wieder nichts prinzipiell Neues. 
Proton 15 miite und kénnte zentriert werden, wobei von den drei iiber 


; 
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ixe hinausgehenden Elektronen zwei inmnen auf der Valenzachse liegen 
-wiirden, das dritte wie bei N — 14 aufen. Bei Fluor = 19 (Fig. 9) 
liegen von den 7 ther C = 12 vorhandenen Protonen 6 paarweise in 
den drei Tetraederachsen, das siebente im Zentrum. Von den 7 Elek- 
tronen liegen 4 innen in der Zwischenschale auf drei Achsen oder (wie 
jbei Bor = 11 diskutiert) auf vier Achsen und 3 auSen als Valenz- 
elektronen. Kommt nun noch ein 20. Paar hinzu, so geht dann sicher 
das 19. Elektron in Tetraederstellung und das 20. vollendet die iiufere 
Schale in den acht Wiirfelecken. 


Betrachten wir also nun das Neonschema, wie es sich zwangsliuhg 
und kontinuierlich entwickelt hat (Fig. 10). Es ist em 40. Kérper- 
problem. 20 Protonen sitzen in genau gleichen Abstiinden in einem 
strengen Tetraeder*). Davon 4 in den 
_ Ecken, 4 in den Flachenmitten, 2 3C6 
in den Kantendritteln. In Fig. 10 sind 
die Protonen zu vieren zu je einem 
Finzeltetraeder begrifflich bzw. zeich- 
nerisch zusammengefaBt. Man sieht hier- 
' aus, daf man sich Neon aus 5 Helium- 
einheiten aufgebaut denken kénnte, von 
denen 4 eine innere in einer ersten Schale 


umgeben. Wenn wir uns zu jedem \ 
Heliumtetraeder die 4 Elektronen in Fig. 9. Fluor = 19. 

| ) Gegentetraederstellung, also etwa in den 

Flichenmitten aller Tetraederflichen denken, so sehen wir deutlich 3 
Schalen von Elektronen. Die innerste mit 4 auf dem Innentetraeder, 
Zwischenschale mit 8, wie beim C, und abermals 8 in Wiirfelanordnung 
auSen. Da diese Anordnung hiéchste Symmetrie besitzt, bietet sie keinen 


AnlaB zur Abspaltung eines Valenzelektrons. 


Wir wollen nun noch das Problem der Neonisotopen erértern. Kin 
21. Paar kann abermals sehr schlecht zentriert werden, wie bei Kérper 5 
und 13. Ein 21. und 22. Paar dagegen kénnen das Innen-Helium- 
 tetraeder wie bei der Entstehung des Lithiums abindern, ohne daf ein 
~ nach aufen anderer Korper entsteht. Greift dieser Vorgang jedoch an 


 : 1) Hierbei sei bemerkt, dai diese Anordnung vom Verfasser durchaus in 
_ Erwagung gezogen war, indem er in der ersten Mitteilung S. 689 sagt: ,,Das 
 Innentetraeder kénnte auch um 90° gedreht eingebaut liegen.“ Verf. stimmt also 
mit Reinicke auch darin iiberein. 


104 Hugo Stintzing, 


einem Aufentetraeder an, so entsteht ein Alkali, namlich Natrium. 
Hierbei kénnte das erste Paar zentriert werden. 


Auf diese oder ahnliche Weise entstehen die zahlreichen Isotopen 
der zweiten und die noch zahlreicheren der héheren Perioden. _Verfasser 
erklirte in der ersten Mitteilung die Isotopenforschung noch fiir in der 
Entwicklung begriffen. In der Zwischenzeit wurde nun unter anderem 
das von Aston bisher fiir einfach gehaltene Schwefelelement, als aus 
drei Komponenten festgestellt’), obwohl sein Atomgewicht nur um — 

0,07 iiber 32,00 liegt. 
T ae Man hat hier also noch 

die Entwicklung abzu- 
warten. 

Es wire nach An- 
sicht des Verfassers un- 
berechtigt, tiber das schon 


recht komplizierte, aber 
doch sehr iibersichtliche 
Neonschema hinaus wei- 
tere Schemata zu zeich- 
nen, da ihr Aussehen 
der Wirklichkeit immer 


weniger entsprechen 

Fig 10a) INeon 00! wird, je héher die Pro- 

tonenzahlen steigen. Es 

soll daher mit diesen Darlegungen in dieser Mitteilung abgebrochen werden, 

da sie auch Neues nicht mehr bringen. Da es aber gelang, die Schemata 

durch Hinzunahme der Elektronen zu vertiefen, so erschien die Verdffent- 

lichung des Grundgedankens und seine Erléuterung an Hand der ge- 

gebenen Beispiele berechtigt. Zudem brachten die neuen Schemata die 

Begriindung, weshalb Elemente der Atommasse 2, 3, 5, 13 und 21 recht 
unwahrscheinlich sind. 


Dagegen halt es Verfasser fiir verfriiht, tiber Kinzelheiten in eine 
ernste Diskussion einzutreten, wie dies Reinicke tut. Seine Schemata 
sollten nur Verstiindigungsmittel, keinesfalls aber Modelle sein. Auch 
die lose Packung Reinickes umgeht nicht die Notwendigkeit, entweder 
fiir Heliumeinheiten oder fiir Protoneneinheiten den Grundsatz gleicher 
Abstinde fiir alle Einheiten beim Edelgas- oder Eisentyp zu verlassen. 


1) Aston, Nature 147, 893, 1926. 
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Sonst wire Eisen ein Edelgas wie Neon. Dies widerspricht aber dem 
Tetraedergesetz, und aus dem gleichen Grunde kommt man auch mit 
dem Etagenbauprinzip nicht durch. Dies ist also nicht der Isotopen- 
theorie zu Liebe verlassen worden. 

‘) Fir letztere gelten die gleichen Uberlegungen wie oben. Damit, 

da8 man den isotopen Elementen gleiche Kernladung zuschreibt, beant- 

wortet man nicht die tiefere Frage, wie gleiche Kernladung mit ver- 
schiedener Masse und wie andererseits verschiedene Kernladung mit 
gleicher Masse (isobare Elemente) verkniipft sein kann. Die Kernladung 
ist eben kein arithmetisches, sondern ein geometrisches Problem, sobald 
man in die Dimensionen des Kerns selber hineinkommt. Die Theorie 
des Verfassers geht von der Ansicht aus, den Einflu8 der hinzukommenden 

Protonen der Isotopen durch méglichst symmetrische Einlagerung zu 

beseitigen, da sonst keine nach aufen ahnlichen Stoffe entstehen diirften. 

Ein besserer Vorschlag zur Lisung dieser Aufgabe ist jedenfalls bisher 

von keiner Seite gemacht worden. 

: 4. Tetraederschema und die Grenze des natiirlichen Sy- 

» stems nach oben; Element Nr. 93. Hine prinzipielle Frage ist das 

' Ende des natiirlichen Systems nach oben, und die Theorie der Tetraeder- 
schemata wiirde an Wert gewinnen, wenn sie hiertiber eine Aussage 
machen kinnte. Irrig erscheint Verfasser zu dieser Frage Reinickes 

Uberlegung, daB beim Element 93 eine ,gerade an dieser Stelle sich ein- 

' schiebende Innenpackung, die mit dem noch unbekannten Element 87 
; einsetzt“, den Abbruch des Systems mit Uran = 92 bedingen konne. 

Daf nicht beim Ubergang von Gruppe 6 zu 7, sondern von 7 zu 8 etwas 

Ungewohnliches vorgehen mu, folgt nicht nur aus dem Tetraederschema, 

sondern aus der Sonderstellung der Triadenelemente der 8. Gruppe in 

jeder Beziehung. 

Beide Umstinde fiihrten den Verfasser zu der schon vor Jahrestrist 
geiugferten Vermutung, da es ein Element 93 geben miisse. Die Ent- 
deckung dieses Elementes, insbesondere aber auch die Nichtexistenz von 
Elementen iiber 93 wiirde insofern den Erwartungen des Tetraeder- 
schemas entsprechen, als beim Element 94 die Einbauschwierigkeiten 
 grofer als je zuvor auftreten miissen. Wir kimen also zu einer oberen 
_ Grenze der Atommasse. Auch hier eine Parallele zu der oberen Massen- 
- grenze bei den Himmelskérpern, wenn auch aus anderer Ursache. 

Nun hat Druce!) dieses Element aufgesucht, geleitet von Zahlen- 

_ beziehungen anderer, weniger zwingender Natur. Er will auch das 


1) Chem. News 131, 377, 1925. 
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Element 93 réntgenographisch nachgewiesen haben, doch stimmt Ver- 
fasser mit der Ansicht von Loring?), Druces Mitarbeiter, iiberein, daB 
eine Identifizierung nicht vorgenommen werden konnte. 

Verfasser hat die Auffindung dieses Elementes, das natiirlich ein 
Mangan-Homologon sein mu8, in Verfolgung der aus der Tetraedertheorie 
sich ergebenden Wahrscheinlichkeit fiir seine Existenz, gleichfalls unter- 
nommen. Da dieses Element ferner aller Voraussicht nach radioaktiv 
sein wird, so ist es natiirlich aussichtsreich, es in radioaktiven Mineralien 
zu suchen. Und hier kommen besonders Mineralien in Frage, welche 
eine, wenn auch noch so schwache, Radioaktivitat gerade in den mangan- 
haltigen Bestandteilen der betreffenden Gesteine besitzen. Das Element 
wird nach den Erfahrungen beim Rhenium?) wohl das seltenste tiber- 
haupt sein. Im Zusammenhang hiermit ware die Frage zu priifen, ob 
die von limori®) beschriebene Radioaktivitat derartiger Mineralien vom 
Element 93 herriihren kénnte. 

Also auch hier mag ein Experiment fiir oder gegen die vorgetragene 
Theorie sprechen. 


Schlu8 und Ausblick. 


Da&S die Tetraedertheorie in ihrem jetzigen Stadium auf spektro- 
skopische Tatsachen nicht eingeht, liegt in der Natur einer statischen 
Lésung an sich. Immerhin ist bemerkenswert, da$ das nene Schema die 
Méglichkeit einer neuen Innenschale zur Erklarung der I-Strahlung*) 
bietet®). Was die Stabilitatsfrage anbelangt, so méchte Verfasser 
wenigstens darauf aufmerksam machen, da$, wie z. B. das Neonschema 
in hervorragender Weise zeigt, samtliche Elektronen auf den Tetraeder- 
symmetrieachsen liegen. Gibt man dem Elektron einen Eigenimpuls 
oder verwendet man die Vorstellung von Lewis, so erscheint demnach 
die Stabilisierung der Schemata keineswegs aussichtslos. Unter allen 
Umstanden sind aber die Schemata von héchster Einfachheit. Und 
dieser ungemeine Vorzug ist kein Zufall, sondern eine Folge des elemen- 
taren Grundgesetzes. 


GieBen, Phys.-Chem. Inst. der Universitat. September 1926. 


1) Nature 117, 153, 1926. : 

*) W. Noddack, I. Take, 0. Berg, Sitzungsberichte der Preufischen 
Akademie der Wissenschaften 1925, S. 400, Nr. 19. 

%) Bull. Chem. Soc. Jap. 1, 43, 1926. 

*) Barkla, Phil. Mag. 1, 542, 1926. 

°) Herr Prof. Cermak hatte die Freundlichkeit, den Verf. anf diese Méglich- 
Keit aufmerksam zu machen. 
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} } Spektroskopische Untersuchung des Reaktionsleuchtens. 


) Von K, Ljalikov in Ekaterinoslav und A. Terenin in Leningrad. 
Mit 2 Abbildungen. (Hingegangen am 28. September 1926.) 


- Das Leuchten, welches bei der Reaktion von Li-, Na-, K-, Rb-Dampf mit Joddampf 
im Vakuum auftritt, wird im Gebiet von 9000 bis 2000 A spektral analysiert. Es 
werden Linien der Hauptserien der Alkalien beobachtet. AuSerdem sind schwachere, 
anscheinend kontinuierliche Banden, die dem Alkalimolekiil gugeschrieben werden 
miissen, vorhanden. Eine etwaige, dem Reaktionsvorgang selbst eigentiimliche 
- Strahlung wird in dem untersuchten Spektralgebiet nicht beobachtet. Die emittierten 
D-Linien sind sehr verbreitert und yerwaschen, mehr als es dem Dampfdruck und 
der Temperatur entspricht. 


Diese Arbeit entstand in der Absicht, festzustellen, ob die elemen- 
- taren Vorgiinge, welche sich bei der Bildung heteropolarer Molekiile 
_ abspielen, von Strahlung begleitet sind. Es kénnten niimlich erstens 
} in dem angeregten Molekiil Elektroneniiberginge stattfinden, und zweitens, 
wenn die Reaktionsteilnehmer bei einem Stadium des Reaktionsvorganges 
als Ionen vorkommen, kénnte man eine infolge der Anlagerung von 
Elektronen oder Ionen entstehende Ausstrahlung erwarten. Als Gegen- 
‘stand der Untersuchung wurde von uns die Gasreaktion der Alkalimetalle 
mit Jod gewihlt, weil die Spektren dieser Elemente im Molekiil-, Atom- 
und [onzustand entweder gut bekannt sind oder einigermafen voraus- 
berechnet werden kénnen und griStenteils im bequem zuginglichen 
Spektralgebiet legen. Zu Beginn dieser Arbeit war auf diesem Gebiet 
nur die bahnbrechende Untersuchung von Haber und Zisch*) bekannt; 
spiiter erschien die Arbeit von Frinz und Kallmann 2). | Wie be- 
deutungsvoll auch die Ergebnisse dieser Arbeiten waren, so entsprach 
doch die ihnen gemeinsame Methode der Verdiinnung der reagierenden 
Dimpfe mit Stickstoff von Atmosphiirendruck nicht der uns gestellten 
_ Aufgabe, denn, abgesehen von der bedeutenden (infolge StoBausléschung 
Abschwiichung des Leuchtens, es ist nicht ohne weiteres zulissig, dem 
Stickstoffmolekiil im Reaktionsvorgang bei Anwesenheit von angeregten 
oder geladenen Teilchen ein ganz passives Verhalten zuzuschreiben: das 
Stickstoffmolekiil kénnte ja, wie bei der Energieiibertragung, eine Rolle 
spielen, so auch selbst angeregt werden. Es war von vornherein ein- 
leuchtend, da, um zu miglichst klaren Verhiltnissen zu gelangen, das Reak- 


1) ZS. f. Phys. 9, 302, 1922. 
2) Ebenda 84, 924, 1925. 
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tionsleuchten im Vakuum bei niedrigem Dampidruck erzeugt werden muf *). 
Dies letzte Verfahren wurde zu gleicher Zeit von Beutler und Polanyi?) 
und yon Beutler, Bogdandy und Polanyi*) in derselben Absicht, 
Aufschliisse iiber den Reaktionsvorgang zu gewinnen, angewendet. In der 
ersten Mitteilung werden von ihnen unter anderem wichtige quantitative 
Schiitzungen iiber die Reaktion von Na mit Jod gemacht; die zweite 
Mitteilung enthalt eine Fiille von spektroskopischem Material iiber die. 
Reaktionen von Na mit J,, Br,, Cl,, HgCl, und K mit HgCl,. Bei 
uns wurde das Halogen (Jod) festgehalten und nur die Alkalien variiert *). 


Versuchsanordnung. Die fiir 


<—Beobachtung den Versuch notwendigen strémenden 
Dimpfe wurden durch Erhitzen der 
Wasserkiihlung Stoffe in entsprechenden Ansitzen 
einer Réhre erzeugt. Anfangs wurden 
die Roéhren, durch welche die Ein- 
strémung erfolgte von geringer lichter 
Weite gemacht; diese wurden aber 

(pica, ee) sehr schnell durch das feste Reak- 
RUS tionsprodukt verstopft und der Ver- 
such muBSte unterbrochen werden.’ 
Die Anhiiufung des Salzes an der 
Stelle, wo das Leuchten €rfolgt, 
machte auferdem eine andauernde 
Beobachtung durch die Wandung 
unméglich. Nach Ausprobieren ver- 
schiedenster Typen von Versuchs- 


rohren, haben wir uns fiir das in 
Fig. 1 abgebildete Rohr entschieden. 
Es ist aus Quarzglas mit angekittetem rechtwinkligem Quarzprisma 
am oberen Ende hergestellt. Die kreuzférmige Anordnung und die 
ziemlich groben (etwa 5mm) Austrittséffnungen der Ansiatze erleichtern 
die Reinigung nach Beendigung des Versuches. Im allgemeinen ist 
es uns niemals gelungen, den Vorrat an Stoffen (2 bis 3g Metall, 
5 bis 10g Jod) in den Ansitzen vollig auszunutzen: die Offnungen 


Fig. 1. 


') Diesen Forderungen geniigt auch der Versuch von Ramdas (Nature 115, 
533, 1925) nicht. 

*) Naturwiss. 18, 711, 1925. 

%) Ebenda 14, 164, 1926. 

*) Hine vorlinfige Mitteilung ist in der Naturwiss. 14, 83, 1926 veréffentlicht. 
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waren vorher durch das feste Salz abgesperrt. Es sei hier bemerkt, 
daB dies letztere sich in Form gut ausgebildeter Kristalle, welche 
manchmal blau oder gelblich gefiirbt waren, absetzt. Ein Versuch dauerte 
ohne Unterbrechung im Mittel eine Stunde. Wenn die Temperatur der 
i Ansiitze, d.h. die Drucke der strémenden Dampfe, gut nachreguliert werden, 
so erscheint eine Lumineszenz in Gestalt einer hell leuchtenden Wolke, 
; die das mittlere Rohr gleichmiBig erfillt. Die Intensitat des Leuchtens 
: steigt mit der Temperatur in den Ofen, d.h. mit dem Druck der rea- 
-gierenden Dimpte. Das Leuchten beginnt bei einem Dampfdruck von 
0,05 mm des Metalles und 0,5mm des Jods. Diese Zahlen entsprechen 
_ den Temperaturen der Ofen; die wirklichen Dampfdrucke im Reaktions- 
" -raum waren sicher geringer. Zum Lokalisieren des Leuchtens in der 
- Mitte des Rohres muBte der Joddruck gréBSer als der des Metalles unter- 
a “halten werden. Die hichste angewendete Temperatur der Ansdtze war 
400 bis 500°C fiir das Metall und ungefiihr 80° fiir das Jod, was einem 
-Damptdruck in den Ansiitzen von etwa 5 bzw. 15mm entspricht. Das 
- Leuehten der D-Linien erreichte dabei eine Helligkeit von etwa ‘/, HK. 
» Die Temperatur des Reaktionsraumes war immer niedriger als die des 
~ unteren Ofens und iiberstieg niemals 500°. Es wurde versucht, die Tempe- 
 ratur der leuchtenden Wolke mit Hilfe eines Thermoelementes zu bestimmen: 
sie betrug 400 bis 500°: es handelt sich also um eine rein chemische An- 
) regung. Das Rohr wurde stiindig ausgepumpt, weil die benutzten Stoffe 
vorher nicht einer Entgasung unterworfen waren. Vor der Pumpe war eine 
mit flissiger Luft gekiihlte Falle eingeschaltet, um die Diffusion des Jods 
zu hemmen. Das Bild des Leuchtens wurde mit Hilfe einer Quarzlinse auf 
dem Spalt eines Spektralapparates entworfen. Als solche wurden kleme 
und auch groBe Quarz- und Glasspektrographen benutzt. Photographiert 
murde auf Monarch-Platten, welche fiir das iubere Ultraviolet mit Paraffinél, 
fir das Sichtbare mit Pinachrom und Pinaverdol und fiir das Ultrarot mit 
Dicyanin sensibilisiert waren. Es wurden auch Wrattensche panchroma- 
tische Platten angewendet. Aufnahmezeiten von 15 bis 30 Min. geniigten, 
u m in einem lichtstarken Spektrographen gute Spektrogramme zu er- 
halten. Die Handhabung bei der Fiillung und Reinigung des Rohres bot 
gewisse Schwierigkeiten; nach dem Versuch mit Li zersprang das Robr. 
Ergebnisse. In allen aufgenommenen und okular beobachteten 
Spektren sind mit iiberwiegender Intensitiit nur die ersten Glieder der 
Hauptserie des Alkalimetalles vorhanden. Im Falle des K und Rb 
treten die zweiten Glieder mit Kleinerer Intensitat hinzu. Es wurden 


folgende Linien beobachtet : 
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; Li | Na | K | Rb 
eee ae 2 ee ee ae 
Ug 22 Pre ee 6708 5890/6 7665/99 | 7800/948 
OD ae eae = — | 4044 | 4202/16 


Die Komponenten des Dubletts wurden nur im Falle des Na getrennt 
beobachtet; ihr Intensitatsverhaltnis war etwa dasselbe, wie bei anderen 
Arten der Anregung, d. h. 2. Da das Auftreten oder Nichtauftreten einer 
Linie bei so schwachen Leuchterscheinungen wohl eine Empfindlichkeits- 
frage ist, so wurde im Falle des Na die Aufnahmezeit miglchst ver- 
langert, bis die D-Linien ganz tiberexponiert waren, indessen war auf der 
Platte (Fig. 2, 1b) keine Spur des zweiten Gliedes. der Hauptserie (3302/3) 


festzustellen. Im Falle des K geniigte schon eine kleinere Expositionszeit 


D 
3 


4044/8 


Fig, 2. 
1. a. D-Linien (Autnahmezeit 10 Min.). 
ibs - _ 1 Stde.). 
2. K-Bande (darunter Vergleichsspektrum). 


(10 bis 15 Min.), um auch das zweite Glied (4044/8) mit einer Schwiarzung 
zu bekommen, die derjenigen der D-Linien in Fig. 2, la, gleichkommt. 
Beim Gebrauch von K, in welchem Na als Verunreinigung vorhanden war, 
konnte man gleichzeitig die D-Linien und die zwei Linien des K erhalten. 

Das Fehlen der weiteren Glieder der Hauptserie konnte allem An- 
schein nach nicht durch ihre Lichtschwiche erklirt werden: wenn das 
Intensitiitsverhaltnis des ersten Gledes zum zweiten auch rund 100 
betriigt, so sind doch die Intensititen des zweiten und dritten von der- 
selben GréSenordnung. Die Ausbildung der héheren Bahnen konnte 
nicht durch den vorhandenen Dampfdruck gestiért werden, da Beutler, 
Bogdandy und Polanyi in einer &bnlichen Anordnung bei der Reak- 
tion mit Chlor und Brom bedeutend hdher angeregte Atome erhielten. 
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: Aufer diesem Linienspektrum erschien im Falle des K bei Ver- 
langerung der Exposition (30 Min.) eine anscheinend ') kontinuierliche 
Bande mit einem breiten Maximum bei etwa 4100 A und nach beiden 
Seiten stetigem Abfall der Intensiit (Fig. 2, 2). Sie erstreckt sich von 

ungefahr 4900 bis 3200 A. Es besteht kein Zweifel, daf es dieselbe Bande 

ist, welche in Flammenspektren verschiedener-Kaliumsalze und auch in Ab- 
sorption und Fluoreszenz des K beobachtet wird. Sie ist mit Sicherheit 

\dem Kahummolektil zuzuschreiben. Die D-Linien waren bei okularer 
Beobachtung von kontinuierlichen Héfen begleitet. Ein schwacher, 
anscheinend kontinuierlicher Grund war auch bei Li und Rb vorhanden. 

Bei der gréften erreichten Lichtstiirke wurden in der Nihe der 
D-Linien im roten Gebiet kannelierte Banden beobachtet, welche aber 
wegen ihrer geringen Intensitiit nicht identifiziert werden konnten. 

Es ist von Interesse die Empfindlichkeit der Anordnung einiger- 
mafen abzuschiitzen. Im Falle des K und Rb wurde von uns das zweite 
Glied der Hauptserie, dessen Intensitiit und Anregungswahrscheinlichkeit 
rund 100mal kleiner als die des ersten Gledes ist, beobachtet. Nach Angabe 
von Beutler und Polanyi enthilt jedoch die Strahlung dieses letzteren 
(im Falle des Na) nur den hundertsten Teil der bei der Reaktion um- 
gesetzten Energie. Wir waren somit imstande, den 10~4Teil der Um- 
setzungen sicher zu beobachten. 

Diskussion. Die bisher auf diesem Gebiet gewonnenen Ergebnisse 
sind zu diirftig, um zu einem klaren und eindeutigen Bilde des Reaktions- 
vorganges zu gelangen. Hier liegen folgende zwei Méglichkeiten vor 
[M bedeutet das Alkalimetall]?): 

i a es SM ed egy 
230+M=—MJ +4@. 

O. iM+J, = MJ, +4, 
2. MJ, +M = 2MJ + @. 

Der Vorgang J + J = J, + D ist neben dem Vorgang 12 zu ver- 
nachlissigen. Die aus thermochemischen Messungen bestimmbare Warme- 
tonung @ der Reaktion entspricht der Formel: 

M+iJ, = MJ -+ Q. 
Mit den einzelnen Reaktionswiarmen ist sie folgendermaBen verkniiptit: 


8; == 0, + a = 22, @ = O— <P, q, = 9 -- = D- 


1) Diese Beobachtungen wurden mit kleiner Dispersion gemacht. 
®) Vel. auch die Uberlegungen von Franz und Kallmann, l. c. 
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Bei den Reaktionen [2 und II 1 mu8 man sich vorstellen, da die 
dabei freiwerdende Energie q, bzw. gq; voriibergehend im entstandenen 
Gebilde aufgespeichert wird. Solche energiereichen Gebilde werden wir 
im weiteren mit * kennzeichnen (MJ*). Im Falle der Reaktionen I 1 
und IL2 werden zwei Teilchen gebildet; deshalb kann die Reaktions- 
energie auch in kinetische Energie verwandelt werden. Welche Ver- 
teilung dabei stattfindet, ist véllig unbekannt, doch ist es durchaus 
méglich, obgleich nicht sehr wahrscheinlich, da® die ganze Energie nur 
in einem der entstandenen Teilchen MJ* aufgespeichert wird. Jedentfalls 
stellt eine solche Annahme die obere Grenze der zu weiteren Anregungen 
vertiigbaren Nnergie fest. Kine Kenntnis der Energieniveaus im M J-Molekiil 
wiirde hier von Nutzen sein. Was das Jodatom, welches bei der Reak- 
tion 11 frei wird, anbetrifft, so ist seine hier in Frage kommende Energie- 
stufe einigermagen sichergestellt: es handelt sich nach Franck?) um 
einen metastabilen Zustand 2?P,, welcher um etwa 1 Volt (23 kcal/Mol) 
hdher gelegen ist, als der normale Zustand 2?P,. Das bei der Reaktion I 1 
entstandene metastabile J* kénnte weiter mit einem Alkalatom mit Aus- 
lésung einer Energie von q, + 23 keal reagieren. Doch scheint das Nicht- 
auftreten des zweiten Gliedes des Na die Méglichkeit einer solchen Reaktion 
zu widerlegen: die dabei entstandene Hnergie von 82 -} 23 = 105 cal 


wiirde zur Anregung der Linie 3302/3 (86 keal) geniigen. 


Uber die einzelnen Energien q; und qj beim Reaktionsvorgang II 
laBt sich nichts aussagen. Um zu gewissen Zahlenschiitzungen zu gelangen, 
wollen wir uns vorstellen, dai die bei I 1 freiwerdende Energie gj im 
Molekiil MJ voriibergehend aufgespeichert wird, bis es nach I12 mit 
einem Metallatom zusammensté$t; die Energie q; + q; — 2 @Q, welche 
dabei auftritt, kann natiirlich sowohl in kinetische, als auch in Anregungs- 
energie der zwei entstandenen Gebilde MJ verwandelt werden. Als 
oberste Grenze fiir die Anregung eines dieser Teilchen erhalten wir somit 
die ganze Energie 2 Q, doch diirften solche energiereiche Teilchen bei 
uns nicht vyorkommen, weil bei der Anregung der Serienlinien keine 
Uberschreitung der Energie @ beobachtet wurde. Wir wollen daher 
annehmen, dab auf jedes der zwei entstandenen MJ*-Teilchen im giinstigsten 
Falle die Anregungsenergie @ entfillt. Die Wahrscheinlichkeit des ge- 
schilderten Reaktionsvorganges ist eng mit der Lebensdauer des Zwischen- 
gebildes MJ3 verkniipft, wortiber sich von vornherein nichts Bestimmtes 
aussagen liBt. 


") ZS. f. phys. Chem. 120, 144, 1926. 


{ 
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: Es ist aus dem Angefiihrten versténdlich, daS durch alle diese 
Reaktionsméglichkeiten und Energieumwandlungen der Reaktionsvorgang 
uniibersehbar und vieldeutig wird. Eine bedeutende Vereinfachung wiirde 

) eintreten, wenn alles Jod im Reaktionsraum im atomaren Zustand vor- 
handen ware. ‘Tatsichlich waren wir hier weit von diesen giinstigen 
Verhiltnissen entfernt, da bei den angewandten Drucken und Temperaturen 
das Jod nur zu etwa 10 Proz. dissoziiert war. 

Nach dem oben Gesagten scheinen die einzelnen Reaktionsméglich- 
keiten im allgemeinen zur Aushildung energiereicher Molekiile MJ* zu 
fihren. Die von ihnen aufgespeicherte tiberschiissige Energie kann auf 
zwei Weisen abgefithrt gedacht werden: durch StoB oder durch Aus- 
strahlung. Die Wahrscheinlichkeit des ersten Vorganges steht in engem 
Zusammenhang mit der Lebensdauer, welche dem Gebilde MJ* zu- 
zuschreiben ist. Polanyi und Wigner’) haben auf Grund der Messung 
der Reaktionsgeschwindigkeit diese Lebensdauer im Falle des Na zu 

 10-°Sek. geschatzt, welche Zeit doch merklich kleiner als die mittlere 

4 Zeit zwischen den Zusammenstéfen bei den Verhiltnissen des Experi- 

d _mentes ist, sogar, wenn man fiir den unbekannten Durchmesser des M J#- 

- Molekiils das Hundertfache des gaskinetischen ansetzt. Es scheint deshalb 

+ die Notwendigkeit einer Ausstrahlung vorzuliegen. Der Umstand, dah 

3 in dem von uns untersuchten Spektralgebiet kein dem MJ eigentiimliches 

im Bienchten beobachtet wird, laBt vermuten, daf die aufgespeicherte Energie 

- nicht als ein Quant, sondern in mehrere ultrarote Quanten zerlegt, als 

Rotationsschwingungsspektrum ausgestrahlt wird. Kin heteropolares 

 Molekiil ist ja imstande, eine solche Ausstrahlung ohne Beteiligung von 

t Elektronenspriingen auszufiihren. Es erhebt sich nur die Frage, inwieweit 

' eine solche Ausstrahlung mit der Lebensdauer von 10~* Sek. ver- 

. ; traglich ist. 

' Wir wenden uns nunmehr zur beobachteten Ausstrahlung der Serien- 
linien der Alkalimetalle, welche nach der oben angefiihrten Angabe von 

Bpeutler und Polanyi (l.c.) in den Umwandlungen der Reaktions- 

3 energie eine ganz untergeordnete Rolle spielt. Nach diesen Forschern ist 

doch die ausgestrahlte Energie 10000mal gréfer, als nach der DreierstoB- 

 vyorstellung zu erwarten war. Auch eine Lebensdauer von 10? Sek: 

‘reicht nach dem oben Gesagten nicht aus, um eine Stoftibertragung zu 

_ erméglichen. Es besteht also eine uns des Niheren unbekannte Koppe- 

_ lung zwischen dem Metallatom und den Gebilden MJ*, welche ver- 


1) ZS. f. Phys. -33, 429, 1925. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XL. 8 
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mutlich voriibergehend die ganze oder nur einen Teil der Reaktions- 
energie aufgespeichert haben. Nur wenn diesen Gebilden eine Art von 
Metastabilitat, d.h. eine merkliche Lebensdauer zukéme, so koénnte die 
Koppelung beim Zusammensto8 erfolgen. Der Uberschu® tiber die An- 
regungsenergie der Spektrallinie kénnte dabei in kinetische Energie der 
Sto8partner verwandelt werden. Wir wiirden jedenfalls erwarten, dah der 
Zahl der erscheinenden Linien der Hauptserie durch die héchst verftigbare 
Energie eine obere Grenze auferlegt wird, und man kénnte hoffen, da- 
durch zu einer Entscheidung zwischen den verschiedenen Reaktions- 
méglichkeiten zu gelangen. doch sind dafiir die einzelnen Energiewerte 
za unbestimmt. Nur in einem Falle kénnen wir ja diese Energie sicher 
angeben, namlich bei der Reaktion 12. In allen anderen Fallen kommt 
noch die unbekannte Verteilung zwischen kinetischer und Anregungs- 
energie hinzu. Wir wollen versuchsweise annehmen, daf auch bei den 
‘ibrigen Reaktionen die gesamte Energie nur in einem Teilchen M J* an- 
gesammelt wird. Im Falle der Reaktion 11 sei die Energie eines 
solchen Teilchens 4,; die Reaktionen II fiihrten, wie oben geschildert, zu 
zwei Teilchen mit gleicher Energie Y. Im allgemeinen kénnen ihre 
Energien kleiner als q, und Y sein. In der folgenden Tabelle werden 
die Zahlen (kcal/Mol) fir diese Energien g,, 4, und Y zusammen- 
gestelit’). Daneben sind die Anregungsenergien der Linien der Haupt- 
serie in keal/ Mol angefiihrt: die beobachteten Linien sind mit einem 
Stern versehen. 

Wie alle aus thermochemischen Daten durch algebraische Manipula- 
tionen gewonnenen Zahlen, beanspruchen sie bekanntlich keine grobe 
Genauigkeit und sind im allgemeinen nur als gewisse Schitzungen an- 
zusehen. In der Tabelle f4llt auf, daB die Zahlen Y am besten den 
Beobachtungen entsprechen und man ware deshalb geneigt, die Anregung 


1) Q wurde ans folgenden Daten: Li Na K kb 


Warmeténung des festen Alkalis mit gasformigem Jod . . 71 16 8h 87 
Sublimationswarme des Aikalig” 5 Pee ee 50 w WY ay 
Sublimationswarme des Salzes. 7. 2... 2.2... 5 MM) 387 B87 OT 


nach dem Schema: 
[Na] + 5 (Jg) = [NaJ] + 76 
(Na) = [Na] + 26 
[NaJ} = (NaJ)- — 37 
(Na) +1 5 (52) = (Nad) 4 65 
géwonnen. Die anderen Reaktionsenergien werden aus Y und der VDissuxiations- 


warme des — = 34 bestimmt. ZB. far Na: gq, = 65 — } z (84) = = 48 und 
qq = &— 5 (34) == 12 
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: - 
| “4 | q2 . Q | Linien | Z | pele 
Te ir 98 | si | 18-9P| esx | 42 
t | | 18—3P | 3233 Wines: 
} | } 
Na t 48 | 82 65 4) 1s—2 P| 5e90'6* | 48 
i | | | 18-8P | 330218 | 86 
us 54 es | 71 | 18—2P | 7665/99* | 37 
ie | | 18-8 P | 4044/3* 70 
+4 ) | | 18-4P |} 3446/7 | 82 
| | | 
Rb. (ie am “lL | 18—2P | 7800/948* | 36 
} | | 18—3P | 4202/16* | 67 
) | | 18—4P | 3349/51 85 


des Metallatoms einem Teilchen MJ* zuzuschreiben, welches nach dem 
auf S. 112 geschilderten Proze$ I] mit der Energie @ frei wird’). , 

Es wire daraus zu schlieBen, dab der Reaktionsvorgang vorzugsweise 
~ nach dem Schema IL erfolgt, d. h. mit der Bildung einer voriibergehenden 
. Verbindung MJ} ohne Zerfall des J,-Molekiils und mit einer Zerlegung 
beim folgenden Sto8 in zwei angeregte Teilchen MJ*. Die groBen Uber- 
 schreitungen der Energie @ (und auch q,), welche von Beutler, Bogdandy 
und Polanyi bei den Reaktionen des Na mit Chlor und Brom beobachtet 
rden, kinnen durch die Annahme erkliirt werden, da’ entweder nur 
s der entstandenen Teilchen MX die gesamte freiwerdende Energie 2 Q 
aufnimmt, oder daf tiberhaupt nicht zwei Teilchen, sondern nur eines von 
der Gestalt M,\¥ mit der Energie 2 @ gebildet wird. Das Auftreten 
des letztgenannten Gebildes kinnte man mit der VergriBerung der Festig- 
keit der Bindung der Atome im Halogenmolekiil in der Reihe J,, Bry, 
Cl, in Zusammenhang bringen. 


Linienbreite. Die Untersuchung der Breite der emittierten 
inien wiirde eine weitere Klirung dieser Frage mit sich bringen. Wenn 
nimlich der Uberschu8 der Reaktionsenergie tiber die Anregungsenergie 
der Linie als kinetische Energie sich nach dem Impulssatz zwischen 
den StoSpartnern verteilt, so werden abnorm schnelle Alkaliatome ge- 
schaffen und eine entsprechende Verbreiterung der emittierten Linie 
bewirkt. Man kimnte hoffen, dadurch auch zu einer Entscheidung 
zwischen den Reaktionsmiglichkeiten zu gelangen: beim Zusammensto8 
mit verschieden angeregten Teilchen M.J* wiirde die kinetische Energie 
und somit auch die Geschwindigkeit jedesmal eine andere sein. Bei 


1) Es mué jedoch darauf hingewiesen werden, dali die Anregungsenergie der 
an K beobachteten Bande in dem von 4000 A zu kiirzeren Wellenlingen liegenden 


Teile die Energie @ (71) iibertrifft, mit der Energie q (88) aber vertriglich ist. 


> 
oF 
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der Anregung der D-Linien ist nach dem oben Gesagten anzunehmen, 
da® eine Energie von 17 keal/ Mol (65—48) in kinetische Energie ver- 
wandelt wird. Der grifte Teil dieser Energie entfillt infolge seiner im _ 
Vorgleich mit NaJ geringeren Masse auf das Na-Atom, welchem nach > 
dem imc eine Geschwindigkeit von 2,3. 10°cm/sec erteilt wird. 
Die von diesen Atomen emittierte Linie mii®te eine Breite von 0,09 A. 
haben!) Die thermische Dopplerbreite bei den Verhiiltnissen unseres- 
Experimentes miivte 0,01 A betragen, die Lorentz sche StoBverbreiterung 
war gtinzlich zu vernachlissigen, 
Bei Beobachtung der D-Linien im Stufengitter erhielten wir eine 
Linienbreite von ungefihr 0,5 A, so da die benachbarten Ordnungen des 
Stufengitters sich tiberdeckten. Wenn die oben angefiihrte Berechnung 
mit 82 keal (g,) als Reaktionsenergie ausgefiihrt wird, so bekommt man 
fiir die gréBtmigliche, durch die angenommene Ursache hervorgerufene 
Breite 0,18 A, was noch zu wenig ist. 
Um sicher zu sein, daf diese Breite nicht eine Druckverbreiterung 
st, haben wir das Jod durch Quecksilber ersetzt und den Versuch wieder- 
holt, wiihrend das Na durch elektrodenlose Entladung zum Leuchten 
angeregt wurde. Der Dampfdruck des Quecksilbers wurde dabei bis auf 
den héchsten bei Jod gebrauchten Wert gebracht. Die D-Linien blieben: 
dabei augenfiillig feiner, Wir miissen deshalb mit einer durch die StoB- 
theorie nicht véllig erklirbaren Verbreiterung rechnen. Es wiire vielleicht 
miglich, diese letztere durch die eigentiimliche Wirkung der vorhandenen 
eloktronegativen Jodmolekiile zu erkliiren. 
Die Schwierigkeiten, welche bei Untersuchungen auf diesem Gebiet 
im Wege stehen, erlauben noch nicht sichere quantitative Aussagen; dies 
wird nur dann miglich sein, wenn die einzelnen Faktoren der Erscheinung, 
wie z. B. Damptdruck und Temperatur, getrennt und bequem meBbar variier 
werden kiunen, Man witirde dabei vielleicht auf die Methode von Gas- 
strémungen, welche keine genaue Druckmessung erlaubt, verzichten miissen. 
Wir méchten auch hier dem Direktor des Optischen Instituts, Prof, 
D. Roschdestvensk y, tiir sein stetiges Interesse, der eine von uns (K. L. 
inshesondere fiir das liebenswiirdige Entgegenkommen, unseren aufrich- 
tigsten Dank aussprechen. 


Leningrad, Optisches Institut. 


") Die Dopplerbreite, von Atomen herriihrend, vine sich mit gleicher @ 
sohwindigkeit » nach allen Richtuagen bewegen, ist 24 > — Vgl. dhnliche Uber 
logungen von Rassetti, Nature 118, 47, 1926. 
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) Der Comptoneffekt nach der Schrédingerschen Theorie. 


Von W. Gordon in Berlin. 
(Kingegangen am 29, September 1926.) 


Die beim Comptonetfekt ausgestrahlten Frequenzen und Intensitaten werden nach 

der Schridingerschen Theorie berechnet. Die quantentheoretischen Gréfen er- 

geben sich als geometrische Mittel aus den klassischen Gréfen des Anfangs- und 
Endzustandes des Proxzesses. 


1. Aufstellung der Differentialgleichung fiir y. Heisen- 


berg und Schrédinger haben Methoden angegeben zur Bestimmung 


der Quantenfrequenzen und Intensititen. Der Comptoneffekt ist bereits 
von Dirac’) nach der Heisenbergschen Methode gerechnet worden. 
Hier soll dasselbe Problem nach Schrédinger behandelt werden. Das 
Verfahren von Schrédinger hat den Vorzug, sich der gebrauchlichen 
mathematischen Hilfsmittel zu bedienen. Es berubt auf der Ermittlung 
einer Grobe w, die fiir ein einzelnes Elektron eine Funktion der karte- 
sischen Raumkoordinaten x,, 2, #, und der Zeit ¢ ist. Schrédinger 
hat zwei Regeln aufgestellt zur Gewinnung der linearen partiellen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung, der y zu gentigen hat. Beide 
stehen in gewisser Bezichung zur klassischen Vorschrilt, nach der man 
die Hamilton-Jacobische Differentialgleichung fiir die Wirkungs- 
funktion W erhilt: Man ersetze in der Relation f(a, t, p, Z) = 9, die 
die Energie / definiert, fiir die Impulse p,, Po, Ps die Ableitungen von 
W nach den entsprechenden Koordinaten und fiir £ die negative zeitliche 
Ableitung nach der Zeit. Nach der einen der Schrédingerschen 
Regeln 2) setzt man statt der Ableitungen ihre mit h/2 a7 multiplizierten 
Symbole und wendet den so entstehenden Differentialoperator auf yw an 
(wobei zur Vermeidung von Unbestimmtheiten Symmetrisierungsannahmen 
gemacht werden miissen). Die klassische und die Quantenvorschrift 


ow , ow h oO E eae | (1) 
= -—— i —— is Pitas - SS 
‘#7 Ox,’ Ot iy Pk 227 Ox,’ 21 Ot 
schreiben sich, wenn man in bekannter Weise die imaginiren GréBen 
ik 
tcl Py ‘i; (2) 


1) P. A.M. Dirac, Proc. Roy. Soc. 111, 405, 1926. 
2) BE. Schridinger, Ann. d. Phys. 79, 734, 1926. 
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einttihrt, in der symmetrischen Form 
Ow h oOo 
Dn ’ a ‘ la 
Po 0 Bey ! ¢ ) mi O vy ? ( y 


wo hier, wie auch im folgenden, & 1, 2, 8 und @ 1, 2, 3, 4 bedeuten, 
Die Definitionsgleichung fir die kinetische Mnergie lantet in der 
Rolativitiitsmechanik 


be RIA) E* 2 2 é 
Ba Oh Sm ag atk ea (3) 


(m Klektronenmasse, ¢ Lichtgeschwindigkeit) oder nach (2) 
Fat g ‘ 
> 03 + ee ov (3a) 

Das Mlektvon befinde sich nun in einem elektromagnetischen Felde mi 


den Vektorpotentialkomponenten @,, D4, @, und dem skalaren Potential @,, 
zwischen denen die Beziehung 
so OD, 1 0, 
> SS 8 
a) Up ( 


besteht, und aus denen sich die elektrischen und magnetischen Feldstiirken 


nach den Formeln 


Le 0, OD, 


OW, | OD, H 
; Ai 


ei : «(BY 
Ox, ONO t as O ty 0 ts (6) 
und zyklischen Vertauschungen berechnen. Fiihren wir 
Oo, = 19, (6) 

ein, so nehmen (4) und (5) mit Benutzung von (2,) die Gestalt . 


Ky 


(00, 0% 00, 0 

Ki ( eee an) i = eed Bal 
Ot On, 2 Ota 0D, (a 

an. Diese Formeln zeigen, daB @, bis auf einen additiven Ausdruck 


; fs) f ; : f oO? i 
der Form bestimmt ist, wo / der Wellengleichung i Ow 9! 
O Ve : Ve 
geniigt. 
Ist ein Feld vorhanden, so erklirt man als Energie: kinetische 
Knergie plus Feldenergie ¢@, (¢ Elektronenladung), und dann aus Invarianz- 
0 & ? 

- eae , e 
griinden als Impulse: kinetische Impulse plus ,Feldimpulse* —@,. Aus 

C 


(8) und (8a) wird so 


é.\ (E—7o , ‘ 
> (v 7 or) a 3 o) + mt ot = S)(pq- = Oa) + nt o == 0. (7) 


Der Comptoneffekt nach der Schrodingerschen Theorie. 119 


Die Hamilton-Jacobische bzw. Schrédingersche Differentialgleichung 
wird demnach gemab (1 a) 
OW ¢ ¢! es 
Pe} SS ®,) - mi? = () (%) 
O By “ : 
bzw. 
h 0 4 y? | 
— = = PD Lm? ¢* 4, 
Pall OR gy Ne “) hd 
4 x? 
hi? 


Py Amie 1 An /e | 
LIA i a a ([So1+ mc?) = 0; (9) 


One h ¢ mou, 


oder nach Ausfiithrung des Quadrats und Multiplikation mit — 


Dy 


: PY . ‘ ‘ —< C 
denn die zunichst vorhandene Unbestimmtheit, ob man >) @, 


Oleg 
0 DW 


0 ty 


mehrung von @, um 


oder 
schreiben soll, hebt sich auf Grund von (4a). Einer Ver- 
Of ; ? : Cs 

entspricht eine Vermehrung von W um — f 
O te ¢ 


Qai¢é , 


und eine Multiplikation von y mit ¢” ¢ 
Die Differentialgleichung (9) zusarnmen mit der fiir die konjugiert- 
komplexe Funktion q kénnen aus der Variation des Integrals 


a { Hida, da,du, da, 


_sOy Oy , Amie Ow Ow 
Hi ee O fe O Xa Pra har = (1 One | v a) Z) D. (10) 


4x” /¢ \ 7 
+ oe (G Sot + mic)oe 
(7 C 


erhalten werden, wenn man # und w als unabhingige Funktionen be- 


handelt, deren Variationen an der Grenze des Integrationsgebietes ver- 
schwinden. Daraus ergibt sich die Verallgemeinerung der anderen 
Schrédingerschen Regel'): Man hermitisiere die Hamilton-Jacobi- 


sche Gleichung (8) 


0 W c OW @ * 
a poms Par man L_ mo? = 0 
ne G Ye C ®, ) (5 We a . ) | We 


schist veh h Bahan A 
und mache in ihr die Substitution W == 5— log w, wodureh die linke Seite 
al 


a 


Pe ee 
nach Multiplikation mit 5 yw in den Ausdruck / von (10) iibergeht. 
} 


1) BE. Schrédinger, Ann. d. Phys. 79, 361, 1926. 
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Statt aber H — 0 zu setzen, setze man die Variation des Integrals 
[ Hdx,dx,dz,dx, gleich Null. Im limes h = 0 wird W reell und (9) 
geht in (8) iiber. 


Sind die Potentiale zeitunabhingig, so kann man in Ubereinstimmung 


mit (1) den Ansatz 
y= (11) 
mit zeitunabhiingigem « machen. Aus (9) und (10) wird dann 


Ou 4aaie ® Ou .- 


“dst kh ¢ * Ox, 
4a° (e 2 (E—e®,)* , 2 2\ 
he \e 2 i = rs tad 0 
J = |Hadz, dx, dag, | 
Ou Ou 2rie _ Ou Ou 
H=> — . —— — &§ —— : 
—On,0m% ° he aK By CES hat (10a) 


3 (E— e®,)° ee | 
a aS 2 2 eee ee 2) uu. 
= 3 1 Gk 2 +m juin 
Im Falle der klassischen Mechanik hat man E durch E + mec? zu er- 
. 
setzen und zur Grenze ¢ = co tiberzugehen; davon bleibt jedoch ba 
é 


unberiihrt, denn hier stammt das ¢ daher, da8 ¢ in elektrostatischen Ein- 
heiten gemessen gedacht ist. In diesem Sinne hat man in (9) und (10) 


. Y 2 
yi durch = — = mc?, in (9a) und (10a) = — mc? durch 
2m(E—c@,) zu ersetzen. Die beiden letzten Gleichungen erhalten 
dann fiir ®, — 0 die Form, in der sie von Schrédinger mitgeteilt 
wurden *). 


2. Bestimmung der Strahlung aus gy. Klassisch berechnet 
man die Strahlung mit Hilfe der Bewegung des Elektrons. Aus einem 
vollstindigen Integral von (8) mit den drei Konstanten c, erhalt man 
die Bewegung in dem durch diese Konstanten definierten Zustand durch 
die Formeln 


a d,, (12) 


wo die d, drei weitere Konstanten sind. (12) gibt anfgelést die Koor- 


dinaten als Funktionen der Zeit. 


1) E. Schrédinger, Ann. d. Phys., 1. c. und 79, 489, 1925. 


. 
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' In der Quantentheorie kann man nicht von der Bewegung in 
einem Zustand reden, sondern alle Bewegungen sind miteinander ver- 
SY koppelt. Die méglichen Strahlungen sind die eines Systems raumlich 
 verteilter Stréme und Ladungen, die sich auf die folgende Weise aus der 
Funktion q ableiten. Multiplizieren wir (9) mit w und die fir p giiltige 
konjugiert-komplexe Gleichung mit q und subtrahieren beide Gleichungen 
_voneinander, so erhalten wir unter Beachtung von (4a) 


P Os 
a 25,9 (18) 
-. a 
_ mit 
Ht 1/-Ow Ow 4nie = 
; ee 7(v O he y O Xe hore ®e¥¥)- a 
-Setzen wir zur reellen Darstellung iibergehend 
Sas Sy, | Sp == FCO; (15) 
~ so schreibt sich (13) 
OS; 00 
ee 13 
eae WOE (13a) 


Wir sind also dazu berechtigt, die s, als Komponenten einer Stromdichte 
und 9 als Ladungsdichte anzusprechen; denn zwischen diesen Gréfen be- 
steht die Kontinuitatsgleichung (13a) und a priori haben diese Gréfen 
keine andere Bedingung zu erfiillen, um in den Max wellschen Gleichungen 
als Quellen eines elektromagnetischen Feldes fungieren zu kénnen. Der 
Faktor 1/i wurde in (14) hinzugefiigt, damit die s, und g reell werden. 
Man bestitigt leicht, da8 diese GréSen unabhingig von der oben er- 
wiihnten Unbestimmtheit in den Potentialen ®, sind. Sie werden aus 
der Hamiltonschen Funktion H (10) durch Ableitungen nach den 
Potentialen erhalten, wie das auch in der Mieschen Theorie der Materie 
der Fall ist*). Es ist 


ene m0) EL 

se on OD, “) 

Das von den Dichten erzeugte Feld ergibt sich aus den retardierten 
Potentialen i tieal 

O— o\a dx = du, dx,dx, (17) 


mittels der Formeln (5a). & ist die Entfernung des Volumenelements da 
vom Aufpunkt, und die eckige Klammer soll anzeigen, dab fiir ¢ der 


ert { — — einzusetzen ist. Die Ausstrahlung ist gleich der von dem 
¢ 


1) Vgl. z. B. M. v. Laue, Relativititstheorie Il, Gl. (271). 
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elektrischen Schwerpunkt der Ladungen herriihrenden Ausstrahlung. Der 
Schwerpunkt ist definiert durch 


OG — { Dy Od LC jode, (18) 

was man mit X, = éict mu 
Xn | veg de (18a) 
zusammenfassen kann. 
Aus der Kontinuitatsgleichung (13a) folgt, wenn die Stréme an den 


Grenzen des Raumes in hinreichendem Mafe verschwinden: 


i OS; ae 00 
OS >| at = | Seas 


k 


0o= SS | : — SS 


r 


Br oe as + | Spd av. 


Die erste Gleichung besagt, daf, wie es sein mu, die Gesamtladung 
zeitlich konstant ist, die zweite, daB die Geschwindigkeit des Schwer- 
punktes gegeben ist durch 


dX, 
é aie =|nas (19) 
oder zusammen mit der letzten Gleichung (18) 
aX, 
Carr = |e. ada). (19a) 
Damit fir h — 0 das Feld das klassische wird (Korrespondenzprinzip), 


muf (18) fiir kh — 0 in die Gesamtheit der klassisch méglichen Be- 
wegungen iibergehen®). Insbesondere muf die Gesamtladung gleich der 
Ladung des Elektrons sein, wie wir schon durch die Bezeichnung an- 
gedeutet haben. 


1) Anmerkung bei der Korrektur. Man kann mit E. Madelung (Naturwiss. 
14, 1004, 1926) die Stréme als mit der Geschwindigkeit 1 — $/e (95 = $1 89 83) 
bewegte Elektrizitiét auffassen. Ihre Massendichte ist dann mo — me|e. X,, und 


Ka 
ist dann Ort und Geschwindigkeit des Massenschwerpunkts. — Bei Ver- 


dt 
nachlassigung des Magnetfeldes und der Relativitit ergibt (14) 5 = 1/7.(q grad 


—y grad y) = 2wwa" (nach Madelungs Bezeichnung), @ — am ww, so dab 
( 


h ; : 
u = 5—— a", wie bei Madelung. 
2m 


*) Bei dieser Bestimmung bleibt die Moglichkeit von Zusatzgliedern, die fir 
h = 0 verschwinden, bestehen. (Vgl. Anm. 1, S. 127.) 
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) Nehmen wir zunachst an, da die Gleichung (9) bei natiirlichen 
- Randbedingungen eine Reihe von diskreten Lisungen y,, Wo, --- besitzt, 
~ die wir zur Summe 
4 v= Daw (20) 
i 

zusammentassen. Die (reellen) Konstanten z, sind mafgebend fir die 
Gewichte der Zustiinde 7. Die Dichten (14) werden 

oe = 212m me (21) 


Tm 


Ne aig el eae 
SOOT vs ANE 7> Cae a 


mit 

: ~ (Gn a me ee : 
Die s™) bilden die Elemente einer hermitischen Matrix, sie leiten sich 
in der Weise (16) aus einer hermitischen Matrix H(™ her, die aus H (10) 
dadurch entsteht, daS man y durch qy, und w® durch y, ersetzt. Die Be- 
wegung wird gemaS (18), (19) und (21) reprasentiert durch 


D, vy Ym): (21a) 


PRM Ly | F MSARP TAN a oRe ENN wpa a namminn 
2s ‘ 


2 (lm) 
l dX). dX}. ne 
xX, = > 12m X4 ay, isis ey SS 21 Em = (22) 
lm dt tm dt 
mit 
We : 
xe”? = |e o!™) dx, e As == [sgn O i. (22a) 


ye Die Xm) sind die Heisenbergschen Matrizen, falls die Funktionen y, 
i ae normiert werden. Im Falle (11) folgt aus (22a) ihre 
 Schrédingersche Darstellung *). 

Wenn der Index 7 kontinuierlicher Werte fahig ist, treten an Stelle 
der Summen Integrale. 

. 3. Anwendung auf den Comptoneffekt. Die Primarstrahlung 
' werde wiedergegeben durch eine ebene linear polarisierte Welle der 
: Richtung ”,, %, %, und der Schwingungszahl v. Ihre Potentiale sind 


D, = 


oo A, COS, &, = 1A, (23) 
mit der Phase 
2 
gg = its (= Ny, Lie — ct) == eS abe (24) 
¥ 
wenn 
1 2 2 
UV - Be 200 (28) 
C ¢ 
gesetzt wird und Summen der Form SS fage zur Abkirzung fg ge- 


“schrieben werden. Die Relation Sn? = 1 und die Bedingung (4a) 
preeben | Peay ) ar 0. (26) 


1) E. Schrédinger, Ann. d. Phys. 79, 734, 1926. 


} 
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Das Feld ist nach (5a) 
EK, = i(a,l, —a,)) smg = ee aon) sin g, 
a¢ j € (27) 
H, = (4,1, — 4,!,) sing und zyklische Vertauschungen. 


Der elektrische Vektor liegt in der Ebene durch den Vektor a, und die 
Wellennormale senkrecht zu dieser und der as ery Vektor senkrecht 


zu jener Ebene. Beide sind der Gré8e nach ee 7¥ Yaasin g. 


Die Differentialgleichungen (8) und (9) lauten mit den Werten (23) 
fiir die ®, bei Vernachlassigung von az 


V\? Wy / 
p>) pee 2 (0) cos g + mee =a 
oO ame Ow 47? 
=e = (05 =) cos p — Ga my = 0 
mit 

b. — = Oe. (28) | 
Sie werden gelést durch | 
! pb. a | 
Ww == Day ae wer : 4 (29) © 


wenn zwischen den Integrationskonstanten p, (deren Bedeutung sich so- | 
gleich ergeben wird) die Beziehung (3a) besteht, wie man leicht unter | 
Beachtung von (26) bestatigt’*). | 
Wir bestimmen zunichst die klassische Bewegung nach (12), | 

| 


Nehmen wir p, = ¢ zu unabhangigen Integrationskonstanten, so daB_ 
nach (3) 
OE _ OD | 
aan Fz (30) | 


Die Formeln (12) ergeben, wenn man mittels (2), (23), (28) und (25) 
zur reellen Darstellung tibergeht 


Eka. F: bate £ ae 
Fe aa 4 ae ln Pt) — (= a, bypr) sin ps dy. Ce 
Fir die Phase ist hier nach (24) in unserer Naherung (abgesehen von | 
einer Konstanten) 


p = 2av(Sm 2 1) = Seni (32) 


_ 2) Die Beziehnung (29) zwischen y und W, die sonst nur fiir kleine h gilt, 
gilt — streng, auch, wenn man J? nicht vernachlassigt, wobei za W das Glied 


yy) (29 + sin2¢) hinznkommt. 
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zu setzen. Die Geschwindigkeiten sind dann 
dm Cp , S[pb/, E E 
Che SF ee (1 . IB) (v. oa by e)| COS gp. (33) 


Die Bewegung besteht also in einer geradlinig gleichférmigen Bewegung 


a2 
mit der Geschwindigkeit v (x =< aoe iiber die sich eine harmonische 


Schwingung mit der Frequenz 


m = o(1— Sm, S2) = v(1— = cos) (34) 


lagert, wo @ der Winkel zwischen Geschwindigkeitsrichtung und Wellen- 

normalen ist. 

Die Quantengesetze der Bewegung und Ausstrahlung ergeben 

sich aus der Kenntnis der Dichten sz. Wir multiplizieren die Lisung w 

yon (29) zu Normierungszwecken mit einer (reellen) Funktion C (p,, Pg, Ps) 

der Konstanten p, und bilden nach dem Muster (20) die Gesamtlisung 
2aty | 

b= [2)C@)e" dp, dp = dp, dp, dp, (35) 

das Integral iiber den ganzen p-Raum erstreckt. Wir fihren analog 

zum Energie -Impulsvektor des Elektrons die entsprechenden GroéBen fiir 

das primare Lichtquant ein 

h hv .€ hy 


iv rs) 
lo — nm dh. x Parte te 15 (36) {nach (25)} 


Y 2 
f= 209), 9 =e) (37) 


at w= ftksing (38) 
— ia . | (38 a) 
pr 
iden wir nunmehr mit (35) die s, von (14). Nach (37), (38) und 
(38 a) ist 
‘ = EXE ay. : “ : 
8G = [oF rw c@owarar' 
22% 


oot sy ae | (De + kat_008 gp) e ™ 2(p)2(p') Cp) C(p') dpa’, 
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wo 0 F(p) die Differenz F'(p) — L'(p’) bedeutet. Bildet man von dem 
letzten Ausdruck den konjugiert komplexen Wert, indem man gleichzeitig 
gestrichene und ungestrichene Gréfen vertauscht (was gestattet ist, da 
es auf die Bezeichnung der Integrationsvariabeln nicht ankommt), so 
entsteht 

2ai 


apo le . OW ne he ss P 
= oa | (Da + k' 2, cos g) e ” z(p)e(p)C(p) C(p)dpdp. 


Damit haben wir alles zusammen, um die s, von (14) bilden zu koénnen. 
Man findet, wenn man noch (23) und (28) beriicksichtigt, 
20% 


ar ft =a OW ; 
= | (6 Pat (HaGk—2b.)cosq\e”  z(p)e(p') C(p) C(p') dp dp’, 


wo 6F(p) die Summe F'(p) + F'(p’) bedeutet. In unserer Naherung 


27% 
F c ae ue F ; 
ist hier nach (88) e ? durch e9/(1 + idksin q) zu ersetzen, so dak 
222i. 
die geschweifte Klammer, multipliziert mit e ” , gleich 


16 Da + 10k6 pasin gm + (tq 6k — 2 db.) cos g} e# 9S 
wird, wofiir man auch 


N (6 pel + Ok6 pe + te 6k — 2 by) FOL +M} 


i 


einsetzen kann [}t — reeller Teil]*). Man bestiitigt dies, indem man in 


2 


Ml Gp. + T,&O1+) 2(p)e(p') C(p) C(p')dp dp’, (39) 


i 


h 

TT. = Oko py, + 1.6k — 2'bp (40) 
zur Bildung des reellen Teiles 7 mit —i und gestrichene und un- 
gestrichene GréBen vertauscht und das arithmetische Mittel beider Inte- 
grale nimmt. Man kann also in (39) statt der e-Funktionen die ent- 
sprechenden cos schreiben. 

Um die Funktionen C zu bestimmen, vergleichen wir die ,Quanten- 
bewegung“ (19) mit der klassischen Bewegung (33)?). Wir haben also 
(39) tiber den gesamten Raum der a zu integrieren. Die dadurch ent- 
stehenden Integrale tiber die p, und die a, kénnen auf die Form 


277% 


\F (P, P)e® 2 OBE Ay) dP’ da 


1 1a » Fe . . . 

) Dic GréBen mit dem Index # — 4 sind dabei als reell zu betrachten. 
Erst pack Bildung des reellen Teiles sind ihre imaginiren Werte ecinzusetzen. 

“) Die Koordinaten X,, von (18) ergeben sich aus (19) durch Integration 


ee Po ae 


nach der Zeit. Die Integrationskonstanten spielen keine Rolle fiir die Bestimmung 


der Ausstrahlung. 


Der Comptoneffekt nach der Schriédingerschen Theorie. 127 


pgebracht werden, was nach dem Fourierschen Integraltheorem gleich 
he FRE) 
ist. So wird mit P, = pz, Py = Pr 


ae 2% a Hi 
Of = a te (Pe — Pe) — h (E— b)t, | 


Jore ef e(p') C(p')dp' da = 2h? pez (p) C(p), | 
da aus p, — py auch p, — py, d.h. E= EK’ folgt. Mit Py = pe + Ty 


(41) 


Py, = p;, wird 
eg ee Pj Ge By, | 
h h (42) 
[Lcd Oreme(py Op) ay dir = We Teer 220*"2 (9) C0,| 


Ht+e—H# 
el ne i (42a) 
Wo py, = Pp+ my einzusetzen ist. Fiihrt man 
: hv 
: me = 0, my = 1 (43) 


ein, so kann man diese Bedingung zusammen mit (42a) in der sym- 
’metrischen Form 
Pe + Ma = Pa + Te (44) 
schreiben. (19a) lautet somit nach (39), (41) und (42) 


= Anh? [ree (p) C?(p)dp+2ah? [22206 C(p') cos 2a v* t dp. 


d 


Setzt man also 

Wy med cot (46) 

Agh®? 

4 und 22dp gleich dem Gewicht des Zustandes p, d. h. gleich der relativen 
~ Anzahl Elektronen in diesem Zustand, so kommen die von der gleich- 
formigen Bewegung herriihrenden Teile in (33) und (45) fir « = ik 
: zur Ubereinstimmung!). Fiir « — 4 muf wegen der zeitlichen Konstanz 
der Gesamtladung ¢ das zweite Integral in (45) verschwinden. Dies 


 ergibt fiir die Gewichte die Relation 
{edp = 1 (47) 


4 

+ 

| 

; 

Ry 3 . 

| wie es sein mub. 

‘ poe ee 
Fi 


1) Bs ist sehr plausibel, anzunehmen, da die geradlinig-gleichférmige Be- 
wegung klassisch und quantentheoretisch iibereinstimmen, so da® die in der 
Anmerkung 2, 8. 122 erwihnten Zusatzglieder fortfallen. 


(45) 
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Wir wollen zeigen, daf mit (46) auch die Schwingungsteile fiir 


h = 0 in Ubereinstimmung kommen. Aus (44) folgt 
p = p?+22pn4+ 2? —2pa* —2a2n* + a*? 
oder, da nach (3a) p’? = p? = — m?c? und nach (26) und (36) 2? — 0, 
#2 


pr = pr*® + nx* — (48) 


2 


Daraus folgt, wenn man nach (2), (36) und (43) zur reellen Darstellung 


iibergeht, 
v(1 —- Ss a > 
ae tet 2hy —hv* Gea 
it Fe oe 
Fiir h = 0 stimmt also v* mit » (84) tiberein. 7, (40) wird nach (44) 
To = 2kae+ 0k (2 pe — 1z) — 2 be: (49) 


Multiplizieren wir (44) mit b, und summieren iiber @, so erhalten wir 
wegen der aus (26,) in Verbindung mit (28) und (86) folgenden Be- 
aehung wb — 0: p'b = pb—a*b. Analog entsteht durch Multi- 
plikation von (44) mit a, wegen der schon benutzten Beziehung 
n° == 0: p'x = px—az2*. So wird nach (38a) 


ve pb pb—nx*b __ pu. a*b—pb.xx* 
pr pe—nwn* pn (pr —n71*) ‘. 


oder nach (48) 
x*b —k.an* 
#2 
+ 2a 
Die Gleichungen (48), (49) und (50) folgen aus (44) und gelten unab- 
hingig von den speziellen Werten (43) fiir 2%. Fiir diese Werte wird 
aus (50) 


dk— (50) 


b ka 
Ok 4 a (50a) 
i 
ok 
Mit der Abktirzung p, = p, — “ entsteht so aus (49) 
- 2 
T= p, Le Gta Pa = Ma Pa) — (ba Pa — Pa Pa): (51) 
4 
Daraus folgt zuniichst we = 0. Es verschwindet also, wie wir schon 


oben geschlossen haben, der Schwingungsteil in (45) fiir ¢ — 4. Fir 


=n 


; 


(S ; Ed 
a = k wird nach (36), (88a) und (43) mit p, = pa = ~( i >) 
: ¢ 
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2c(po/, & & \ ¢ 
i ee (4 =I) — (ee — Yor I: (51a) 


: : aX, . 
Der Schwingungsteil von aa in (45) lautet also mit Benutzung von (46) 


#) | c OP Py £ —1,n.)—(u = — tan) cos2av*tdp. 


: 


E 


CVYEE' \pl 
Fir h — O ist © = E = E', py = py, 80 daB dieser Ausdruck mit 
dem Schwingungsteil in (33) iibereinstimmt, da, wie oben gefunden, 
2’dp das Gewicht des Zustandes p ist. 

Zar Bestimmung der Frequenzen und Intensitaiten haben wit 
nunmehr (39) in (17) einzutragen. Dabei kinnen wir uns auf den Schwin- 
gungsteil beschrinken, da offenbar der geradlinig gleichférmige Teil nichts 
zur Ausstrahlung beitrigt. In der iiblichen Naherung ersetzen wir fiir 


at : R 
entfernte Aufpunkte bei ¢ r+] das R in t—— durch r— >) Exp, 
¢ 


wo r die Entfernung des Aufpunktes von einem mittleren Ort 1m Ladungs- 
gebiet ist und die &, die Richtungscos von r (Beobachtungsrichtung) sind. 
Das R im Nenner von (17) ersetzen wir einfach durch r. Mit 


E+ 6 ' , i ce E+ée—E' oe 
Py = Py + Me — —— Se Py = Pe— Se Va as (52) 


| wird 


4 
’ 
; 


) 
+ 


2 te | 
Ofte) == Se—Pm—ear(i—5). 2a) 


Das Ausstrahlungspotential wird dann nach (17) und (39), wenn man 
fiir C semen Wert (46) eintragt, 


Oe iat ; meieer 
ae XG a ee E (Pi Ph) tn —2% (er apa da. (53) 


2her VEE’ 
Fiihren wir hier die GréBen P; und P; als Integrationsvariable ein. Die 


lo P| : : : 
Funktionaldeterminante aes der P, nach den p, ist orthogonalinvariant. 


Op 
| 
Man kann daher das Achsenkreuz so drehen, dab =p, 0) wird. 
Mit Beachtung von (30) ist dann 


Os CPs Op 0 Eee i 
Ove on Pe Y . Opa i) Os ; 
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wahrend alle anderen Elemente der Determinante verschwinden. Man 
findet also, wenn man gleich wieder zu einer allgemeinen Lage des 
Achsenkreuzes iibergeht, 
lOP Cpr v 
A 7, | =) — Die Ce ees (54) 


wo y der Winkel zwischen Geschwindigkeit und Beobachtungsrichtung 


0 ry 
ergibt sich aus (54), indem man die gestrichenen Gréen an Stelle der 


ist. 4 ist also der bekannte Dopplerfaktor. Die Determinante 


ungestrichenen setzt. Die Invarianz des Gewichtes 2?dp verlangt 

2 (p) = Z(P)A(p), O(n’) = Z(P) Ap, (55) 
wo Z* baw. Z'? die Gewichtsfunktionen bei Zugrundelegung der Variabeln 
P bzw. P' sind. (53) nimmt jetzt die Gestalt 


7 4 Zi , 27% Af Pe we7 
By eg | OE ep eae (53a) 
2h? r VEAE'A 
an (4' = A(p’). Wenden wir wieder das Fouriersche Integraltheorem 


an, so finden wir 


Pe Plaiceree 
2r 


—————— g 2 =| = Ke 
VEAE' cos2av (: ; aP. (56) 


wo P’— P einzusetzen ist. Da dann Z?(P)dP und Z'2(P)dP die 
Gewichte der beiden Zustandsgebiete sind, die miteinander kombinieren, 
so gehért zum einzelnen ,Ubergang‘ das Ausstrahlungspotential *) 
Leer he 


Fiihren wir das gestreute Quant 


D, 


cos g*. (56a) 


mag, at aif itt (57) 
ein, so nehmen die Beziehungen P = P’ zusammen mit der letzten 
Gleichung (52) wieder die Gestalt (44) 

Da 1 Ne == Pa ae (58) 


an. Dies sind die Erhaltungssitze von Energie und Impuls, von denen 
die Lichtquantentheorie von Compton-Debye ausgeht. Die Glei- 
chung (48) reduziert sich nunmehr wegen m*2 — 0 auf 


pr = pr* + an*. (59) 


1) Vgl. die Darstellung (22). Es entspricht gj dem Z*(P)dP und z2 dem 
Z'*(P)dP und daher z, Z, dem Z(P)Z'(P) dP. 


—se 
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‘Daraus folgt, wenn man nach (2), (36) und (57) zur reellen Darstellung 


oh ‘ 

v(— oa Ss; ame 
of = = ——— - : (59a) 
all > Pe&e + a (1-— > mr Ex) 


,oder, wenn man neben den schon friher eingefiihrten Winkeln &, w noch 


‘uibergeht, 


‘den Winkel @ zwischen Primir- und Sekundarstrahl einfiihrt, 


(1 ys cos a) 
Cc 
yt ee — ue = aac (59 b) 


} 
1 “ cos p 4 = (1 — cos @) Zo — cos @) 


letzteres nach (84) und (54)'). Die klassische Frequenz erhalt man 


hieraus fiir h = 0 m: 
=—, 59 
ye (59 ¢) 
d. h. die Bewegungsfrequenz v, dividiert durch den Dopplerfaktor 4, 
wie es sein muS. Multipliziert man (58) mit aj und summiert tiber a, 
so erhalt man wegen a*? — 0: p'ax* = pa* + ax*, was durch Ver- 


gleich mit (59) np x (60) 


ergibt, oder nach (2), (36) und (57) reell geschrieben 


hv HE hv® , EH’ 
“? (Sper — \= (Sree — Ne 


COMBA) °C c/ 


oder endlich mit den Bezeichnungen (34) und (54) 


) E Vp EA 
? i — 61 
Vv Ea Ed Vy 5 (61) 
letzteres nach (59c). Vertauscht man in (58) gestrichene und un- 
gestrichene Grofen und gleichzeitig h mit —h, so gehen sie in sich tiber. 


Bei dieser Vertauschung wird aus (61) 


‘ E'v, Je) Al 

feet, a 61 

i ee oe ie ee 
Aus (61) und (61a) folgt 
v® = Vrain (62) 
und 
2 ' nQ 0 
EAE'da = eed Vege ae ss: (63) 
v v 


Wenden wir uns nunmehr zur Berechnung der Intensitét aus (56 a). 
(56a) stellt (wenn man von dem Schwichungsfaktor 1/r absieht) die 


1) De Broglie, Ann. de phys. 3, 22, 1925. 
g* 
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Potentiale einer ebenen Welle der Richtung &,, €, §, und der Frequenz v* 
dar, so da8 in Analogie mit (25) und (36) die Phase 


: 5 2m : 
gy —— [# —— bry s a a (64) 
mit 
2a0* 256 h Q 
is == ; enn eat 0 a Ci — aq (kay 


geschrieben werden kann. Daraus folgt zuniichst, daf in (56a) statt (49) 
vale fol 

Tq == 2(kate + Ok De — de) (65) 
geschrieben werden kann; denn das Gled — dkzz gibt offenbar Anlaf 
za einem Zusatz der Form Of/Oa,. Es ist leicht zu sehen, da8 das Ty 
von (65), in den ungestrichenen oder in den gestrichenen Griéfen aus- 
gedriickt, von h unabhingig ist (wenn man von einem Zusatz der Form 


uy absieht). Einmal hat ka, nach (38a) und (36) die Eigenschafit, 
Dee 


von  unabhingig zu sein, da sich das / 1m Zihler und Nenner heraushebt. 


Ferner ist nach (50) wegen a*? — 0 
*b — kh. a a* 
Ok a a aE . 
mu p 
Hier hebt sich hy*/e im Zahler und Nenner heraus. Da nach (40) 7, 
ungedndert bleibt, wenn man ungestrichene und gestrichene Gréfen 


(66) 


und h mit — h vertauscht [wobei, wie oben bemerkt, die Beziehungen (58) 
unverandert bleiben], so ist nach (49) und (66) 


Te = 2h ae + Ok (2 py + 22) — 2 dg (65a) 
mit 
x*b — k'.nn®* . 
Nh == ayy (66a) 
oder, wenn man den Zusatz Okaz wieder weglabt, 
. Te = 2(K' me + Oh py — ba). (65 b) 
(56a) lautet mit Benutzung von (63) ; 
Di — Vr* cos g*, (67) | 
wo 
ee ie 7 
Se re ae (68) | 
Y EA Vir 


gesetzt ist. Die €, sind unabhiingig von h und haben, nach dem was 
iiber 7’ gesagt worden ist und nach (63), die Eigenschaft 


ao (68a). 
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Die Feldstirken folgen aus (67) nach dem Muster (27). Man hat einfach 
in (27) gm durch g*, v durch v* und die a, durch die Vv* £. zu ersetzen. 
‘Die elektrischen und magnetischen Amplituden werden von der Form 
AY sm (pyle G; (69) 
wo € wieder die Eigenschaft (68a) hat. Geht man zur Grenze h = 0 
iiber, so folgt, da € unabhiingig von /h, 


Au = wee (69a) 
(69) und (69a) geben durcheinander dividiert 
| p*y3l2 
Be. (=) ie. (70) 
Vy 


Setzt man in (69a) statt der ungestrichenen die gestrichenen GréfSen ein, 


‘so wird wegen = €’ 


; Aig = visi? &. (69b) 
(69) und (69b) geben durcheinander dividiert 
#\ 3/5 
hee (=) ae (70a) 
q Vig. . 
Fiir die Intensitiiten resultiert aus (70) und (70a) 
ee 
pes (~) ine (71) 
Vy 
we, 
Vig 


-Multiplikation von (70) mit (70a) und (71) mit (71a) gibt unter Be- 
-achtung von (62) 
A* = VA din (72) 
und 
I*® = \Ig hi. (73) 

Hs ergibt sich mithin als Resultat: 

Die Quantenfrequenz und Intensitat des Comptoneffektes 
sind gleich dem geometrischen Mittel aus den entsprechenden 

klassischen Gré8en im Anfangs- und Endzustand des Prozesses. 
Fiir den Fall des anfangs ruhenden Elektrons ist die Beziehung (62) 
von Breit), die Beziehung (71) von Breit’) aus Korrespondenz- 
 betrachtungen und von Dirac (1. c.) aus der Heisenbergschen Theorie 


abgeleitet worden. 


1) G. Breit, Phys. Rey. 27, 362, 1926. 
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Uber die Formeln fiir die Zusammensetzung 
der Geschwindigkeiten der Massen, der Energien und 
der Bewegungsgrofe in der Mechanik des Punktes von 
variabler Masse. 
Von A. Popoff in Moskau. 
(Kingegangen am 30. August 1926.) 
Der Verfasser zeigt, dai aufer der Formel fiir die Zusammensetzung der Geschwindig- 
keiten der Relativitaitstheorie noch andere analoge Formeln fiir die Zusammen- 


setzung der Massen, der Gesamtenergien usw. existieren. Art des Beweises: die 
Lobatchevskische Geometrie und die Formeln der hyperbolischen Funktionen. 


1. Wie Varicak bewiesen hat, kann die Formel fiir die Zusammen- 
setzung der Geschwindigkeiten in der Relativitaétstheorie im Hinblick 
auf die Kigenschaften der Lobatchevskischen Geometrie betrachtet 


é : ; 4 v A ee 
werden. Namentlich werden die GréSen w = —, wo v die Geschwindig- 
c 


keit des Kérpers und ¢ die Lichtgeschwindigkeit sind, als hyperbolische 
Tangenten aufgefaSt. Es ist dann nicht schwer zu erkennen, daS die 
Massen der Relativitatstheorie, genauer die Gréfen m/m,, wo m die mit 
der Geschwindigkeit bewegte variable Masse und m, dieselbe Masse in 
Ruhe ist, durch hyperbolische Kosinus nach der Gleichung 4 
mo 1 a 1 
mM yil—wv V1l—tgh« 


dargestellt werden. 


== Cosh x (1) 


Bezeichnen wir mit m, und m, die variablen Grofen einer und 
derselben Anfangsmasse m, bei den auf Lichtgeschwindigkeit bezogenen 
Geschwindigkeiten w, und w,, und mit m die GréBe derselben Masse m, 
bei der Geschwindigkeit uw, so folgt, daf, wenn w die Resultante von u, 
und w, ist und beide Komponente parallel sind, wir fiir w,, u,, w ebenso 
wie fiir hyperbolische Tangenten | 

i paar EW Bo et 3 

Dt el 

und fiir m,, m,, m, wie fiir den Kosinus (mit einer und derselben Kon- 
stante m, multipliziert) 


(2) 


may m = mz mg + Vm3 — me. Ym} — m3 3) 


erhalten, was im Grunde genommen mit der Gleichung (2) identisch ist. 
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Infolge der Gleichungen H = mc?; E, = mc” werden wir eben- 
falls fiir die Gesamtenergien 


EE, = ELE, + YH} E. VE) — By (4) 
erhalten. 
‘i Ebenso finden wir fir die Quantitat der Bewegung, genauer, fiir die 
oN mu 
 GréBen J —= — 
Mo 
J=JI,.V1+3244,.¥1+4 J? usw. (5) 


Fiir die Krafte oder, genauer, fiir die elementaren Impulse, wird das 
Theorem der Zusammensetzung 


§ V1 — wi dt, +3, V1 — usd, = Fy 1— wat (6) 
aufgestellt, wo ¢,, t,, ¢ entsprechend von w,, Ug, ¥ abhangen k6énnen. 
Fiir die Massen zusammen mit den Geschwindigkeiten haben wir 

mM, WU == M, mM, (U, + Uy) USW. (7) 

Was den allgemeinen Fall angeht, wenn die Geschwindigkeiten w, 

und w, unter einem gewissen Winkel « sich zusammensetzen, so ergibt 
sich analog der Formel fiir w: 


Les +h Ms 15 2 wy ty Cos o% — U4} ug Sin? o 
1 + 6, Uy COs & 


; (8) 
die Formel fiir m: 

mM, == mM, My, + ¥ m2 — m?. ¥ m2 — m?. Cosa, (9) 
fhe aus der Verbindung der Kosinus, d.h. fiir die Groen mn, imo 
- Lobatchevskischen Dreieck 
Cosh @ == Cosh 0, . Cosh 6, + Sinh 6, . Sinh 6, . Cos « (10) 


leicht erhalten wird. 


Gleiche Formeln hat man auch fiir die Gesamtenergien, fiir die 
Bewegungsgréfen usw. 


Im Falle « = 5 gibt die Formel (9) 


mM, = mM, My, (11) 
was der Formel der Zusammensetzung der Geschwindigkeiten 
d—4«3)(1—3) =1-—# (12) 
entspricht usw. 

Um alle diese Vorbedingungen zu finden, kann man die entsprechenden 
Differentialgleichungen von der Form 


W (uy) du, + P (Uy) dy = v(ujdu (13) 


benutzen, welche dieselben Formeln der Zusammensetzung geben. 
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2. Ich habe die Mechanik der verianderlichen Masse aufgestellt, 
welche ebenso wie die relativistische Mechanik, aber verschieden von ihr, 
den Gleichungen der Lorentzschen Substitutionen geniigt. In meiner 
Mechanik nimmt, wenn die Geschwindigkeit des Kérpers sich der Licht- 
geschwindigkeit nahert, die transversale Masse fortwahrend bis zur Null 
ab und die longitudinale Masse nimmt bis zur Unendlichkeit zu’ Wenn 
wir mit m die transversale und mit m’ die longitudinale Masse des Kérpers 
der Anfangsmasse (Ruhmasse) m,, die sich mit der Geschwindigkeit v 
bewegt, bezeichnen, so erhalten wir in meiner Mechanik 


m —= mp. yi: —5, (14) 


in! = (15) 


Die Formel fiir die Zusammensetzung der Geschwindigkeiten ist mit 
der Formel (8) der relativistischen Mechanik identisch, aber die Formel 
fiir die Zusammensetzung der Massen mu eine andere sein, weil die 
Masse anders durch die Geschwindigkeit ausgedriickt wird. Jene 
Formel (9), welche in der Mechanik des Relativititsprinzips fiir die 
transversale Massen gilt, ist hier fiir die longitudinale Masse richtig. 
Die Mechanik des Punktes der variablen Masse, mittels der Gleichungen (14) 
und (15) ausgedriickt, ist dem Aussehen nach die Mechanik der Licht- 
quanten. 


Moskau, Experimentelles elektrotechnisches Reichsinstitut. 
Laboratorium fiir Materialpriifung, 1.September 1925. 


Ableitung der formellen relativistischen Mechanik 
ohne Hilfe des Relativitatsprinzips. 


Von A. Popoff in Moskau. 


(Hingegangen am 30. August 1926.) 


) Der Aweck des vorliegenden Artikels ist die Ableitung der Mechanik des Punktes 


ll IG Te a 
—— 


von variabler Masse or 
Mo 
mm = — 


ohne Hilfe des Relativititsprinzips. Ws ist zu bemerken, daf es fiir die Betrachtung 
gleichgiiltig ist, ob die Zeit absolut oder nicht absolut ist. 


1. Als Grundvoraussetzungen nehmen wir die folgenden an: 
a) Die Formel der parallel gerichteten Geschwindigkeiten 
v,+4v 
= pea fF 2 ) (1) 
1-1. 13 
2 


¢ 
welche, wie es der Verfasser des vorliegenden Artikels gezeigt hat, als 
eine einfache und natiirliche Verallgemeinerung des gewohnlichen Theorems 
der Zusammensetzung paralleler Geschwindigkeiten der klassischen Me- 
chanik angesehen werden kann, kann ohne Hilfe des Relativitaétsprinzips 
bewiesen werden’). 

b) Wenn wir drei Gleichungen der Bewegung einer und derselben 


‘Anfangsmasse (Ruhmasse) J/, haben 


d(m,v,) = F,dt,, (2) 
d(m,v,) = F, dt, (3) 
d(mv) = Fdt, (4) 


wo alle Krifte und Geschwindigkeiten gleichgerichtet sind (d. h. einander 
parallel sind), wobei die dritte dieser Gleichungen die Resultierende in 
bezug auf die zwei ersten ist, so ist es selbstverstindlich, falls wir die 
augenblicklichen Impulse 
F,dat,, F,di,, Edt 
auf die Kinheit der Masse beziehen, wir einen Fall der klassischen 
Mechanik haben, weil man dank der unendlich kurzen Zwischenzeit die 
Masse als unveriinderlich annehmen kann. Wir sind dann berechtigt, die 
erhaltenen Gréfen einfach algebraisch zu addieren : 
Fydt, | Pydt, __ Fdt- 


my Meg m 


(5) 


1) ZS. tf. Phys. 88, 157, 1926. 


188 A. Popott, 


Man mu sich aber erinnern, da8 hier die Zeiten ¢,, f,, ¢ sich beliebig 
abhiingig von den Bewegungseigenschatten (der Geschwindigkeit usw.) 
iindern kiénnen. Ws ist dann klar, da® der Gleichung (5) entsprechend 
die linken Seiten der Gleichungen (2), (3), (4) 


LCM, 21) | E(Mmy&y) — alary) (6) 
m mm m 


i 2 


ergeben werden. 


e 


2. Ersetzen wir jetzt tiberall v,/e durch u,, %,/e durch uy, v/e 


durch w (¢ == Lichtgeschwindigkeit), dann nimmt die Formel (1) des § 1 
foleende Form an: 
“te Uy “fr Ug (7) 
A Soe ) 
1 + a, Uy 
was, wie bekannt, eine Dilferentialgleichung von der Form 
du, ditty du 
EW Ean hur (8) 
lL — uj L — uy 1 —u 


entspricht, wo (7) das algebraische Integral ist: 


Die Gleichung (6) des vorhergehenden Paragraphen lift sich in 
folgender Weise schreiben: 
deme) M(t) _ domed a 
my My mo 
Da aber die Grosen w, und w, ganz unabhiingig und willkiirlich sind, 
ist es notwendig, da’ die Gleichungen (8) und (9) identisch seien, Das 
ist aber nur dann miéglich, wenn sie sich nur durch den konstanten 
Koeffizienten A unterscheiden. 
Wir haben also die Gleichung: 
tC) 


—= A —_ 
m fe 


(10) 


und noch zwei analoge, die wir nicht mehr hinzuschreiben brauchen. 
Aus der Gleichung (10) folgt 


dm ( A \ du 
= | hae | \eeere 
m 1 ie ) u Co 
woraus sich 
m = m,.(1 —ut)—Ala, ud 1 (12) 


ergibt. 
Wenn aber A + 1 ist, so wird die Masse m entweder Null bei 


wu = 0 (wenn A> 1), oder unendlich (wenn A <1), doch ist letzteres 
physikalisch unméglisch. 


Tae ees elle eee 
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Wir nehmen also an, dah 


A= (13) 
und haben dann 

m —= m,(1 — u*)— "ez (14) 
oder 

m = Pl WES (15) 


was bewiesen werden sollte. 

3. Es ist klar, daB die Zeiten t,, t,, ¢ an unseren Betrachtungen nur 
als Hilfsverinderliche teilgenommen haben, denen wir einen beliebigen 
absoluten oder nicht absoluten Verlauf zuschreiben kénnen, was keinen 
Einflu8 auf das Resultat hat. Deshalb ist es unniitz, dariiber zu streiten, 
ob der Charakter der Zeit absolut oder relativ ist. 

4. Ein gewisses Interesse kann noch die folgende Methode bieten. 
Gehen wir von der Gleichung fiir die Energie 


dE = mvdv + v7dm (16) 
aus und fiihren die longitudinale Masse m’ ein, so erhalten wir 
ae ea (17) 
dv 
Wir nehmen an, daf immer méglich ist: 
dE = O(v’).dm, (18) 


wo @(v*) vorliufig eine unbekannte Funktion des Quadraten der Ge- 
schwindigkeit ist. 
Aus (16), (17), (18) folgt dann 
2 

~ ae Tet (19) 
Setzen wir jetzt voraus, daf m/m' gegen Null strebt, wenn v sich 
der Konstante ¢ annihert, so ist es am natiirlichsten 
| OW) =e (20) 
mu setzen, was eben die relativistische Mechanik gibt. 
Weiter ein mehr allgemeiner Fall: wenn im voraus die Grenz- 
-geschwindigkeit eingefiihrt ist, unter der Voraussetzung 
@(v?) = c8 + bo’, (21) 


so erhalten wir die Gleichung 
1 


yer 
m= mit +4o— 5) (22) 
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Aus dieser folgt fir b — O die Mechanik der Relativititstheorie 


und fiir b — 1 die Mechanik der Masse 
v2 
m= mee, (23) 


die keine Grenzgeschwindigkeit hat, die aber eime hinreichende An- 
“ines an die relativistische Mechanik ist. 

. Die hier mitgeteilten Resultate sind von mir im Juli Hee vorigen 
ae (1925) abgeleitet und in der Mathematischen Gesellschaft von 
Moskau im Dezember desselben Jahres bekanntgegeben worden. 


Moskau, Experimentelles  elektrotechnisches Reichs - Institut. 
Laboratorium fiir Material - Priifung, 15. Juli 1926, 


lee | th al IET pla Se Reha ai) mo 2. wr Ae eC: >. 
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Beweis der Einsteinschen Forme! fiir die Zusammen- 
setzung der Geschwindigkeiten fur den Fall, dah die 
Geschwindigkeiten aufeinander senkrecht sind. 


Von A. Popoff in Moskau. 
(Eingegangen am 30. August 1926.) 


_ Der Verfasser beweist die Einsteinsche Formel fiir die Zusammensetzung auf- 

-einander senkrechter Geschwindigkeiten ohne Anwendung des Prinzips der Rela- 

tivitit. in gleicher Beweis ist von ihm auch im Falle paralleler Geschwindig- 
keiten gegeben?). 

1. Als Grundhypothese nehmen wir an, daf analog der Formel fiir die 

Zusammensetzung aufeinander senkrechter Geschwindigkeiten der klassi- 


schen Mechanik: ‘ ‘ 4 
auch die Formel iar (1) 
Wet a, U2 + dy Us + igh, Ug + 4, UU, + A, WU, + Ay wus +4, uy | 2 
+ ag UW? U5 + Gig Uy Ug? + Ayu, wus + 2;,6U,% = 0 oe ) 
gilt, in welcher jede der Geschwindigkeiten w,, “,, ™ im einzelnen in 
keinem hdheren Grade als dem zweiten vorkommt. Die Produkte 
u, .u3, wu? usw. kénnen in der Formel nicht auftreten, weil bet gleichzeitiger 
‘Substitution von wu, durch —w, und von u, durch — u, die Resultante 
ihren absoluten Betrag andern wiirde, was eben, weil w und w, zueinander 
senkrecht sind, unméglich ist, denn sonst wiirde die Substitution durch 
—wu keine Anderung des u, und u, hervorrufen. Ebenso wurde aus 
dem gleichen Grunde, falls wir eine der Gréfen u, oder u, in — u, oder 
—, andern, w seinen absoluten Betrag behalten (indem es natiirlich 
seine Richtung dndert), was ersichtlich unméglich ist, wenn Gz, M,, G,, My; 
4,, und a,, nicht Null sind. Also kann zufolge der Kigenart des von uns 


betrachteten Problems 


Cpt O pc O = 1 tg Fy = (3) 


5 


geschrieben werden 


w+ a,u2 + a,ua + a, uj ug + 4,0? uy + a, uu = 0. (4) 
Wenn wir hier w, = 0 setzen, finden wir 1 = UW, und 
; w(1+a,+a,u’) = 0, (5) 


woraus, da w willkiirlich ist, 
—l—a 
ue st - ee 
Oe 


1) ZS. f. Phys. 88, 157, 1926. 
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erhalten wird, das ist aber nur im Falle 
b, = 1 ieee 
méglich. 
Aus den Bedingungen u, == 0, « = uw, finden wir sodann 


t= I Gs, 


woraus schlieBlich, nach Substitution von a, durch a, 


3 
ue = ub ae he 


folgt. 


2. Die Konstante a wird in folgender Weise definiert: wir 


Uy — Uy. : 
u = 24; aa. 


Die Funktion 2 uj — auj hat ihr Maximum bei: 


1 
u, = sb Va. 
Das ergibt 
1 
a= 5 
wo ¢ die maximale mégliche Grenzgeschwindigkeit ist. 
Also ist 
2,2 
UU 
UW a as a 


was wir beweisen wollten. 


Moskau, Experimentelles Elektrotechnisches Reichsinstitut, 


ratorium fiir Materialpriifung, 16. Juli 1926. 


(9) 
setzen 


(10) 


(11) 


(12) 


(13) 


Labo- 
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. Die Isophoten auf einer Kugel 
_ nach den Beleuchtungsgesetzen von Euler, Lambert 
i und Lommel-Seeliger. 


Von Adolf Hnatek in Wien. 
Mit 1 Abbildung. (EKingegangen am 8. Oktober 1926.) 


Die Gleichungen der Isophoten auf einer unvollstindig beleuchteten 
Planetenscheibe sind zwar von Anding’) und Miller’) abgeleitet 
worden, ohne daf dabei jedoch auf die mathematischen Kigenschaften 
dieser Kurven niher eingegangen worden wire. Beide begniigen sich 
mit der Feststellung, daS diese Isophoten Ellipsen von bestimmten 
Dimensionen seien, und verwenden die erhaltenen Kurvengleichungen fast 
ausschlieBlich zum Studium der Helligkeitsverteilung lings des sogenann- 
ten Beleuchtungsiquators, also jenes griéften Kreises auf der Planeten- 
kugel, der die beiden Punkte derselben, in denen Sonne und Erde im 
Zenit stehen, verbindet. Untersucht man die ganze Art der Isophoten- 
yerteilung aber eingehender, so ergibt sich nicht nur manches mathe- 
matisch Interessante, sondern es bietet sich dabei gleichzeitig auch die 
Méglichkeit, zu einer Kritik des untergelegten Beleuchtungsgesetzes tiber 
seine Zuliissigkeit vom mathematischen Standpunkt aus zu gelangen. Ks 
mag daher gerechtfertigt erscheinen, die Eigenschaften der I[sophoten- 
gleichungen etwas eingehender zu behandeln, als dies bisher geschehen ist. 
Fiir die scheinbare Helligkeit h eines aus dem Unendlichen be- 
leuchteten Flichenelements auf einer diffus reflektierenden, also nicht 
spiegelnden Kugel gelten bekanntlich die Ausdriicke : 


COs (@ — a 3 
= 28 — 2) — P,oosa(l + tgatgo) Lh Oa eee Kuler 
== IT, cospoos(m@—a).- ++. 4+: a ee eae Lambert 
1 [ 6 o : 
= sh! + tz (o — x) =| Os dh, bare Lommel-Seeliger 


Die [-Faktoren enthalten hier die Albedo der diffus reflektierenden 
Kugel und die Leuchtkraft sowie den scheinbaren Radius der beleuch- 
tenden Kugel (Sonne), gesehen vom beleuchteten Planeten, « ist der 


1) E. Anding, Uber die Lichtverteilung auf einer unyollstindig beleuchteten 
Planetenscheibe. Astron. Nachr.. 129, 377, 1892. 
2) G. Miiller, Die Photometrie der Gestirne, 1897. 
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Phasenwinkel, und w und wy sind Lange und Breite des betrachteten 
Flichenelements auf der beleuchteten Kugel, @ dabei gezihlt im Be- 
leuchtungsiquator, dessen Ebene durch die Ebene Sonne—Beobachter 
—Planet gegeben ist, und zwar positiv gegen den vollbeleuchteten Rand, 
negativ in entgegengesetzter Richtung von dem Punkt als Nullpunkt | 
aus, wo die Visur Beobachter—Kugelmittelpunkt die Kugeloberflache | 
trifft, schlieBlich ebenso wy positiv oder negativ genommen, je nachdem 
das Flachenelement nérdlich oder siidlich vom Beleuchtungsiquator hegt. 
Im Ausdruck fiir h, (uommel-Seeligers Gesetz) ist das Verhaltnis 4 
der Absorptionen im Innern des Kérpers auf dem Wege vom Eintritt in 
den Kérper bis zum reflektierenden Volumenelement und von diesem 
bis zum Austritt aus dem Korper vorliufig 4 = 1 gesetzt. 

Die Helligkeit h® im Mittelpunkt der kreisrunden Scheibe, als 
welche die vollbeleuchtete Kugel dem Beobachter erscheint, ergibt sich 


aus diesen Ausdriicken sofort, wenn « = wo — wy — 0 gesetzt wird, 


und man erhalt dann fiir die scheinbare Helligkeit v = an irgend 


h 
ho) 
einem Punkte der unvollstiindig beleuchteten Kugel, ausgedriickt in 
Teilen der scheinbaren Helligkeit des Mittelpunkts der kreisrunden 


Planetenscheibe bei voller Beleuchtung : 
v, = cosa(1 4+ tgatg o), | 


Oe pee er si (1) 
== 1+ tg $tg(o—5). 


Diese Ausdriicke sind die Gleichungen der Isophoten auf der Kugel 
in polaren Koordinaten. 
Legt man nun durch den Mittelpunkt der Planetenkugel eine auf 
der Verbindungslinie Planet—Beobachter normal stehende Ebene und 
projiziert man senkrecht auf diese alle Punkte der Kugel aus dem Un- 
endlichen, so lassen sich, den Kugelradius r — 1 gesetzt, mit 
o == sind, Yy == cosa sin @ (2) 
die Gleichungen der Projektionen der durch (1) gegebenen raumlichen 
Kurven, also die Gleichungen der Isophoten auf der scheinbaren Planeten- 
scheibe, in rechtwinkeligen Koordinaten ermitteln. Der Ursprung des 
Koordinatensystems liegt dabei im Mittelpunkt der Planetenkugel, er 
fallt also, vom Beobachter aus gesehen, mit dem Mittelpunkt der Voll- 
scheibe zusammen, die X-Achse verbindet die beiden Beleuchtungspole 
und die Y-Achse ist die Projektion des Beleuchtungsiquators. 


q 


— 


: 


Vv 
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Durch Einfiihrung von (2) in die erste der Gleichungen (1) erhalt man 


‘ 2 
il — 24, COS &% + Vz 


ety. =a (3) 


(v, — cos a)? 
als Gleichung der Isophoten auf der Planetenscheibe fir das 
)Bulersche Gesetz. Danach waren die Isophoten also Ellipsen mit den 
Halbachsen 

V, — COS &% 


yi — 2 v, cos % + 03 


Fiir den Fall, da8 die Beleuchtung nicht voll ist, also fiir alle «7 > 0, 
wichst v, von dem Werte v = 0 am negativen Rande (Terminator) 


Gy edly le 


‘stetig an bis zum Werte » = co am positiven Rande. Da nun der 


Mittelpunkt der Isophotenellipsen mit dem Ursprung des Koordinaten- 


“systems, also mit dem Scheibenzentrum zusammenfallt, entspricht dem- 


nach auf jeder der durch die Gleichung (3) dargestellten Ellipsen bei 
gleichem « den positiven y ein anderer Wert von v als den negativen y. 
Die Isophoten sind also keineswegs Vollellipsen, sondern Halb- 
ellipsen, die sich alle in den beiden Beleuchtungspolen, den Endpunkten 


ihrer gemeinsamen grofen Achse beriihren. 


Am negativen Rande (@ = «%— 90°) ist v, = 0 und aus der 
Gleichung (3) wird damit richtig 
2 
a4 7 1, 


) 4 costa 


also die Gleichung der Projektion der Lichtgrenze auf der Kugel. 


In der Mitte der Scheibe (@ — 0) herrscht die Flachenhelligkeit 
, = cosa. Damit wird aber b = 0, die Isophotenellipse schrumpft 
fiir v, = cos zu einer Geraden zusammen, die die beiden Beleuchtungs- 
pole verbindet und durch das Scheibenzentrum geht. 


Fiir den positiven Rand (@ = 90°) endlich wiirde wegen v, = oc 
b in der unbestimmten Form b = hey kommen; man findet aber fiir die 
[oe) 


. Exzentrizitat e zundachst 


ieee Sin 0 

y1 — 20, cosa + 0? 
und fiir v7, — co weiterhin ¢ = 0. Somit ist die [sophote ein Kreis 
mit dem Radius r — 1, also der positive Rand selbst. Auf dem ganzen 


_ positiven Rande von dem einen Beleuchtungspol zum anderen herrscht 
also gleichmaBig die Helligkeit v, = oo. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XL. 10 
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Alle Isophoten sind Projektionen von , Beleuchtungsmeridianen* auf 
der Kugel, was tibrigens schon daraus folgen muf, daf die beziigliche 
Gleichung (1) wy nicht enthiilt, sie haben durchweg die beiden -Re- 
leuchtungspole zu gemeinsamen Punkten; an diesen Beleuchtungspolen 
miiBten also alle Helligkeiten von 0 bis co gleichzeitig vorhanden sein. 
Das besagt, da’ das Eulersche Beleuchtungsgesetz physi- 
kalisch unméglich ist.  Bekanntlich ist das Eulersche Gesetz 
iibrigens auch schon deswegen zu verwerfen, weil es fiir jedes «& > 0 fiir 
den positiven Rand die unmigliche Helligkeit oo ergibt. 


Fiir den Fall «# — 0 (volle Beleuchtung) wird die scheinbare 
Helligkeit bekanntlich fiir alle Punkte der Scheibe gleich und v, = 1, 
yon Isophoten kann also in diesem Falle nicht mehr gesprochen werden. 
Tatsichlich geht Gleichung (3) fiir v1, == 1 in die unbestimmte Form 

2 0 pe 
ie 
hs 0) 
iiber. 


Fiir das Lambertsche Gesetz ergibt die Kinfiihrung von (2) in die 


zweite der Gleichungen (1) als Gleichung der Isophoten: 


a (y — v4 sin a)? 
aa ee EEE ee ie 4 
To (8) cos 4 


Die Lambertschen Isophoten sind also Ellipsen, deren Mittelpunkte 


um den jeweiligen Betrag 7 == v, sinew in der Richtung der positiven y, 


2 
also gegen den positiven Rand verschoben sind, und deren Halbachsen 
die Werte 
Pea TO" | rare , 
a= Vi—v, b= V1—vdcosa = acosa (4a) 


haben, wihrend allen die gleiche Exzentrizitit 


zukommt. C= sini (4b) 
Ftir volle Beleuchtung (@ == 0) geht (4) iiber in 
htsa oF y? =a — 4), (5) 


Die Isophoten sind in diesem Falle Kreise mit einem gemeinschatt- 
lichen Mittelpunkt im Zentrum der Vollscheibe, und 2%, sinkt in diesem 
Falle von seinem Hichstwert 7, == 1 im Scheibenzentrum stetig herab 
bis zum Werte v, —= 0 am Scheibenrand. 

Denkt man sich eine Kugel mit dem Mittelpunkt in J aus der 
Richtung S beleuchtet und zuniichst auch aus derselben Richtung beob- 
achtet, so stellt A OB den Scheibenrand dar, in welchem die scheinbare 
Helligkeit », — 0 herrscht. Betrachten wir den Punkt G@ der Kugel, 
der die Sonne S iiber sich im Zenit hat (Mittelpunkt der Vollscheibe), nun 


7 | ; 
d 
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als Pol eines Parallelkreissystems, so wird die Helligkeit v, =v auf eimem 
 Parallelkreis ab anzutreffen sein, dessen Radius mb nach Gleichung (5) 
: sein wird: mb — V1—v*. Daher ist auch Mm = », da der Kugel- 
i radius r — 1 zu denken ist. Das System parallel kreisformiger Isophoten 
~ auf der Kugel werde nun aber aus der Rich- 
‘ tung E beobachtet, welche mit der Rich- 
tung nach § den Phasenwinkel EMS = o 
einschlieSt. Das ganze Parallelkreissystem 
wird sich nun dem in EF befindlichen 
_ Beobachter so darstellen, als sei es ortho- 
~ gonal auf die Ebene NN’ projiziert, die 
mit der Ebene A OB wieder den Winkel « 
pildet. Alle Parallelkreise (Isophoten 


. 
auf der Kugel fir volle Beleuchtung) 
: 


Fig. 1. 


werden sich bei dieser Projektion als Ellip- 
_ sen abbilden, deren kleine Achse gleich sein wird der Projektion m’ b’ 
P von mb in die Projektionsebene, so daf also wie in (4a) 


b= V1 — vr? cosa, 


- wihrend gleichzeitig der Radius mb == mo — yi —»® eines solchen 
Parallelkreises als groBe Achse a seiner Projektion erscheinen wird. 
a Von E aus gesehen ist aber M’ der scheinbare Scheibenmittelpunkt, und 

"da sich der Mittelpunkt m eines Parallels aut der Kugel nach m’ projiziert, 
so erscheint der Mittelpunkt der Projektionsellipse um den Betrag M’'m’ 
gegen die vollbeleuchtete Kugelseite, also gegen den positiven Scheiben- 
rand verschoben. Weil nun M'm' = Mmsina = ysing, werden die 
~Gleichungen der Projektionen der Beleuchtungsparallele auf der Kugel 
in die Ebene NN’ fiir die Phase « konform mit (4) 

a (y—vsing)? 
es ee ecsna 


Die Lambertschen Isophoten auf einer unvollstandig beleuchteten 
he Planetenscheibe sind also nichts anderes als die orthogonalen Projektionen 
a der gegen denjenigen Punkt der Kugel, der die Sonne tiber sich im Zenit 
"hat, als Pol orientierten Beleuchtungsparallele auf eine zur Verbindungs- 
_ linie Planet—Beobachter normal stehende Ebene. Daraus folgt, da® die 
_ scheinbare Helligkeit irgend eines Punktes auf der beleuchteten Kugel 
_ Sstets dieselbe bleibt, gleichgiiltig, bei welcher Phase « immer man diesen 
__ bestimmten Kugelpunkt beobachtet. Das geht itibrigens auch schon 
daraus hervor, da8 in dem Ausdruck tir die von einem Flachenelement ds 
10* 
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zum Beobachter diffus reflektierte Lichtmenge dq, = Id s.cosicosé 
beim Ubergang auf die scheinbare Helligkeit ds, also bei Division durch 
die scheinbare GréBe ds.cosée dieses Elements der Emanationswinkel ¢ 
herausfallt und in der scheinbaren Helligkeit h, — I, cos i von ds selbst 
nur mehr der Inzidenzwinkel 7 auftritt. 


Aus der Vorstellung, da8 die Lambertschen Isophoten auf einer | 
unvollstindig beleuchteten Planetenscheibe nichts anderes sind, als die 
orthogonalen Projektionen eines Parallelkreissystems, das auf der Planeten- 
kugel nach dem Punkte G, der die Sonne tiber sich im Zenit hat, als Pol 
orientiert ist, lassen sich die Eigentiimlichkeiten dieser Isophoten leicht 
herleiten. 

Bei irgend einer Phase ~ < 90 fallt die Isophote » = 0 mit dem 
negativen Rande zusammen, sie ist eine Halbellipse von Beleuchtungs- 
pol zu Beleuchtungspol. Je mehr v ansteigt, desto mehr weiten sich 
die Isophoten bei gleichzeitig kleiner werdender groBer Achse zu Voll- 
ellipsen aus, bis endlich diejenige Isophote, welche durch den Punkt } 
@ == 90° des Beleuchtungsiquators (positiver Rand) geht, wirklich zur 
Vollellipse geworden ist. Weil in diesem Punkte @ == 90°, yy — 0 des 
positiven Randes und natiirlich auf der ganzen Isophote die scheinbare 
Helligkeit v = sing herrscht, mu8 diese Helligkeit auch noch auf einem 


zweiten Punkte des Beleuchtungsaéquators zwischen dem negativen und 
dem positiven Rande auftreten. Da fiir diese Isophote b = cos? & wird, 
und fiir sie die Verschiebung y des Ellipsenmittelpunkts aus dern Scheiben- 
zentrum heraus 7 = sin? « ist, liegt dieser zweite Punkt des Beleuchtungs- 


aiquators, der die Helligkeit » = sina zeigt, bei der Ordinate 
y = 4» —b = sin’a — cos?a = cos2a. 
Fir alle 
SU <a Oe al 
bleiben nun die Isophoten immer kleiner werdende Vollellipsen, die 
schheBlich an der Stelle @ —= «, wy — O des Beleuchtungsiquators zum 
Punkte zusammenschrumpfen. Es werden dort a = 0 und b = O und 
die Helligkeit erreicht ihr Maximum v = 1. Dieser Punkt gréBter 


Helligkeit, der sogenannte ,glinzende Punkt“, ist der Punkt G der 
Planetenkugel, iiber dem die Sonne im Zenit steht. 
Differenziert man Gleichung (4) nach v, so erhalt man als Gleichung 


der Kinhiillenden der ganzen durch (4) gegebenen Schar von Ellipsen 
den lreis 


an? fe y = 1, 
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also den positiven Rand. Da der Mittelpunkt dieses einhiillenden 
_ Kreises im Zentrum der vollbeleuchteten Scheibe, also auf der Ver- 
langerung der kleinen Ellipsenachse liegt, beriihrt der positive Rand die 
! durch (4) gegebenen Ellipsen in je zwei Punkten, einmal auf der Halb- 
_kugel der positiven, das zweite Mal aut der Halbkugel der negativen yp. 
” Als Isophoten im eigentlichen Sinne kommen nur die Teile der Ellipsen (4) 
in Betracht, die zwischen diesen beiden Beritthrungspunkten legen und 
iiber die Planetenscheibe hinweg durch den Punkt x =0, y=17—b 
- gehen. Der zwischen diesen beiden Punkten gelegene komplementare 
Rest, der durch den Punkt «= 0, y= yY +b hindurchgeht, kommt 
als Isophote nicht in Frage, da er auf der Kugel dem Teil des betreffenden 
-Beleuchtungsparallels entspricht, der sich, vom Beobachter aus gesehen, 
bereits auf der Hinterseite der Planetenkugel befindet. 


Fir o« — 90° gibt (4a) b = 0; alle Lsophoten auf der halb- 
beleuchteten Scheibe sind also zum geradlinigen Terminator parallele 
Gerade. Der Fall « — 90° entspricht der Stellung eines in der Rich- 
tung MB MG im Unendlichen befindlichen Beobachters, dem natiirlich 
b alle Parallelkreise gleicher Helligkeit auf der Kugel als gerade Linien 
-erscheinen miissen. Was die Helligkeitsverteilung auf der Halbmond- 
scheibe im allgemeinen betrifft, so herrscht wieder im Punkte G, der mit 
dem Punkte @ — 90°, ~ = 0° des positiven Randes zusammentallt, die 
Maximalhelligkeit » = 1, und von dort sinkt die Helligkeit sowohl langs 
des Beleuchtungsaquators bis zum Terminator, als auch lings des posi- 
tiven Randes bis zu den beiden Beleuchtungspolen nach und nach zur 
Null herab. 

Ist endlich «>> 90, so trennt der einhiillende positive Rand wieder 
von den Ellipsen (4) die Teile ab, die als Isophoten nicht in Betracht 
kommen, weil sie auf der Kugel Parallelkreisteilen entsprechen, die auf 
der Riickseite der Kugel liegen. 

Vom mathematischen Standpunkt aus liefe sich nach dem Gesagten 
gegen eine Isophotenverteilung, wie sie aus dem Lambertschen Gesetz 
))\ folgt, wohl nichts einwenden. 

Bei Behandlung des Lommel-Seeligerschen Gesetzes sel die 
eingangs gemachte Voraussetzung 4 == | zunichst fallen gelassen und 


die allgemeinere l’orm 


; cos (@ — %) 

Mp St 

5 cos (@ — «) + Acosa@ 
| zugrunde gelegt. 
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Fiir die Mitte der vollbeleuchteten Scheibe (@ = 0, « = 0) folgt 
daraus 


1 
ho — 
Mh l,—; Ta’ 
und somit wird 
cos (@ — % ; 
4 = 0+) (6) 


cos (co —¢)+Acosa 
Durch Umstellung ergibt sich sofort: 


’ v, (cosa + 4) —(1 + A)oosa _ 
i da (1+ 2) sing Sosa a ) 


Die Isophotengleichung wird also, wenn man tg@ aus (2) entwickelt, 


einfach 
2 


y 
K? =} 2 = eee 
oo = Tee 
oder besser 
1 2 
gt. aa ie (8a) 
oder 
y? 
pee = 1, 8 
eet sin? @ (8) 


Die Lommel-Seeligerschen Isophoten auf der unvollstaindig beleuch- 
teten Planetenscheibe sind daher konzentrische Elipsen mit den Halb- 
achsen 


VE : 
61 Sind” tea SSsSSSzSaqmio: 


11-2 
Sie haben demnach ebenso wie die Eulerschen die beiden Beleuchtungs- 
pole zu gemeinsamen Punkten, physikalisch ist das Lommel- 
Seeligersche Gesetz also ebenso unméglich wie das Kulersche. 


Da die scheinbare Helligkeit nach (6) fiir jedes « > 0 vom Ter- 
minator stetig anwichst bis zum positiven Rande, und zwar von v, = 0) 
bis v, = 1+ 4, kounen also nicht zwei Punkte des Beleuchtungs- 
aquators die gleiche Helligkeit aufweisen; demnach sind die Isophoten 
eigentlich nicht Vollellipsen, sondern Halbellipsen, welche die beiden 
Beleuchtungspole verbinden. Denkt man sich auf der beleuchteten 
Kugel Beleuchtungsmeridiane gezogen von Beleuchtungspol zu Be- 
leuchtungspol, so herrscht auf jedem solchen Beleuchtungsmeridian iiberall 
die gleiche scheinbare Helligkeit, da ja v, nur von w, nicht aber auch 
von y abhingt. Die Isophoten auf der Scheibe sind dann in Uberein- 
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_ stimmung mit (8) die orthogonalen Projektionen dieser Beleuchtungs- 

- meridiane auf eine zur Verbindungslinie Kugelmittelpunkt —Beobachter 

§ normal stehende Projektionsebene. 

| Ist «& — 0, herrscht also volle Beleuchtung, so wird aus (6) v, = 1; 

') auf der Vollscheibe herrscht somit iiberall die gleiche scheinbare Hellig- 
keit, da v, fiir diesen Fall von @ unabhingig wird. Damit wird aus (7) 


: 0 
Ki == iy und daher auch die Isophotengleichung (8a) folgerichtig sinn- 


los, da in diesem Falle ja auch von Isophoten nicht mehr gesprochen 
werden kann. 
Geht man schlieBlich noch auf den Spezialfall 4 — 1 iiber, so folgt 


zunichst aus (7) 
V, — (2 — U5) COS & 


OT a ate eee 


Ka Z 
: (2 — >) sata) 
oder wenn ———~® — b gesetzt wird: 
4 V3 
‘1 1—b 
+ nn teen 
b sin & 


- Damit wird aber nach einigen Reduktionen 


14+K?  1—2bcosa-+ 0° 
hey 4) Ch bcos. wy 


und die Gleichung (8a) der Isophoten nimmt die Form 


1—2becosa +? , 


(besa ” 


oo” + 


an, die in Millers ,Photometrie der Gestirne“ angefiihrt ist und die 
sich aus der dritten Gleichung (1) durch Einfiihrung von (2) direkt hatte 
ableiten lassen. 

Als SchluBergebnis ergibt sich, daS nur das Lambertsche Be- 
leuchtungsgesetz eine Verteilung der Isophoten ergibt. die mathematisch 
und physikalisch plausibel wiire. Da8 dieses Gesetz trotzdem den Tat- 
_ sachen nicht entspricht, folgt aber bekanntlich daraus, da es fiir immer 
kleiner werdende ~ auch immer geringere Helligkeiten des positiven 
Randes ergibt, der fiir « — 0, also fiir volle Beleuchtung’ schlieBlich 
sogar die scheinbare Helligkeit Null annehmen miifte, was den Beob- 
achtungen nicht im Entferntesten entspricht. 

Aus dem Enlerschen und dem Lommel-Seeligerschen Be- 
leuchtungsgesetz dagegen, die beide eine physikalisch unmégliche Iso- 
-photenverteilung ergeben, folgt fiir volle Beleuchtung eine gleichmiabige 
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noch tir alle @ Ss 0 einen midglichen Wert liefert fiir die Differenz der 
Helligkoiten am positiven und negativen Rande, wird diese Differenz 


fiir die diffuse Reflexion ist, ist ja tibrigens bekannt. Verschiedene Ver-_ 
suche, tiber die vielleicht spiiter einmal wird berichtet werden kinnen, 


Sinne, da’ durch einen Faktor oder durch ein Zusatzglied auch die neben 
der reinen diffusen Reflexion immer. mehr oder weniger auftretende 
diffuse Spiegelung beriicksichtigt wird, vielleicht geeignet sein wird, zu 
dinem besseren Ausdruck des Beleuchtungsgesetzes zu fiihren. 


Wien, September 1926, 
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Uber elektrische Anisotropie der kristallinischen 
Flussigkeiten. 


Von Mieezyslaw Jezewski in Krakau. 


Mit 6 Abbildungen. (Eingegangen am 8. Oktober 1926.) 


Es wurden Messungen der Dielektrizitiitskonstanten von p-Azoxyphenetol und 

p-Azoxyanisol, welche in fliissigem Zustande kristallinische Eigenschaften haben, 

auBerhalb und im Magnetfelde, bei verschiedenen Temperaturen, sowie bei ver- 

schiedenen Winkeln zwischen den magnetischen und elektrischen Linien ausgefiihrt. 

Die Theorie von Ornstein ist mit den aus den friiheren Untersuchungen erhaltenen 
Zahlen verglichen. 


1. Vor zwei Jahren habe ich festgestellt, dab das Magnetfeld einen 
Kinflu8 auf die Dielektrizititskonstante von kristallinischen Fliissigkeiten 


-ausiibt, und diesen Einflu8 habe ich quantitativ verfolgt*). Meine Er- 


gebnisse haben eine Bestitigung in der gleichzeitig mit mir veréffentlichten, 
iibrigens nur qualitativen Arbeit des Herrn W. Kast erfahren?). Im 
Verfolg obiger Arbeit habe ich nunmehr miglichst genaue Messungen der 
Dielektrizitiitskonstanten des p-Azoxyphenetols und p-Azoxyanisols, und 


zwar bei versehiedenen 


Temperaturen und bei ver- 


schiedenen Richtungen des 


Magnetfeldes unternommen. 


2. Um eine geeignet 
hohe Temperatur konstant 
halten zu kénnen, habe ich 
einen in Fig. 1 dargestellten 


Thermostaten gebaut. Das 
Ol (8 Liter) im Kupfer- 
gefiiBe A wurde durch einen 


elektrischen Ofen  geheizt 
und durch die Rithrer R, und A, in rasche Zirkulation durch die Réhren 
B, C, D, E getrieben. In den Thermostaten tauchte ein Quecksilber- 


regulator @, welcher durch ein Relais auf den Heizstrom wirkte. 


Der MeSkondensator ist in Fig. 2 und Fig. 3 dargestellt. Er bestand 
aus einem Messingtrog M, dessen oberer zylindrischer Teil genau in das 
Rohr D hineinpagte. Dieser Messingtrog bildete die eine Belegung des 
Kondensators. In der Mitte des Troges war auf der Glasplatte G eine 


1) M. Jezewski, Journ. de phys. et le Radium (6) 5, 59, 1924. 
2) W. Kast, Ann. d. Phys. 78, 145, 1924. 
* 
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Messingplatte K von 0,98 mm Dicke befestigt, welche die zweite Belegung 
des Kondensators bildete. Der Abstand zwischen der Platte und den 
Wiinden des Troges betrug 0,7 mm. Zum Einschalten des Kondensators 
diente ein Messingstift Z. Am oberen vernickelten Rande des Rohres D 
des Thermostaten war eine Skale eingeschnitten; ein Strich wiederum am 
zylindrischen Teile des Mefkondensators gestattete das Ablesen des Winkels 
zwischen den Belegungen des Kon- 
() densators und der Richtung des 
Magnetfeldes. Der ganze Thermostat 
zusammen mit dem Mefkondensator 
war mit einer 9mm dicken Filz- 
schicht bedeckt. 

Die Temperatur im Mefkonden- 
sator wurde mit emem Thermoelement 
g@emessen, das sich in einem Glas- 
rdhrchen in einem Ausschnitt der 
inneren Platte befand (Punkt 7, 
Fig. 2). Die Schwankungen der Tem- 


peratur im Mefkondensator haben 


0,2°C niemals iiberstiegen. Der 
Thermostat mit MeSkondensator und 
Relais, sowie ein kleiner Elektro- 
motor, welcher die Riihrer betitigte, 
war auf einer Grundplatte montiert, 
welche auf eisernen Schienen glitt, die 
am Hlektromagnet befestigt waren. 
Bei entsprechender Einstellung dieser 


Grundplatte konnte der Teil D des 

Fig. 2. Thermostaten mit dem Mefkonden- 

sator in das Interferrikum eines 

du Boisschen Halbringelektromagnets von Hartmann und Braun hinein 

geschoben werden. Die Fig. 4 stellt das Rohr D des Thermostaten und 

den von Filz entbliften MeSkondensator zwischen den Polen des Elektro- 
magnets dar. 

Trotz des 7em grofen Abstandes der Pole des Elektromagneten 
(Durchmesser derselben 40 mm) betrug die Intensitit des magnetischen 
Feldes, mit Wismutspirale von Hartmann und Braun gemessen, bei 
einem Strome von 30 A 5000 Gaub. Wie aus meinen fritheren Messungen 
bekannt ist, indern sich die Dielektrizitiitskonstanten der genannten Ver- 
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bindungen beim Wachsen des Magnetfeldes iiber 2000 Gaus nur sehr 
wenig. Die zu erreichende Grobe des Magnetfeldes war also fiir die 


beabsichtigten Messungen vollkommen geniigend. 


Die Dielektrizitiitskonstante wurde mit der schon friiher von mir 
ausgearbeiteten Resonanzmethode !) gemessen. Die benutzte Wellenlainge 
war 250m. 

Da bei den Messungen immer nur der enge Teil des MeSikondensators 
mit der Flissigkeit gefiillt war, multe ich die Kapazitiét dieses Teiles 
bestimmen. Um sie zu ermitteln, habe ich zuerst die Kapazitiat C, des 
leeren Kondensators, dann die Kapazitat CG, des mit Benzol gefiillten 
Kondensators gemessen (die Dielektrizitiits- 
konstante des Benzols ¢ habe ich besonders be- 
stimmt). Die unbekannte Kapazitat ergibt sich 
aus der Formel 

Giices C, — ¢ i 

e— 1 
Die Bestimmung dieser Kapazitat wurde einige- 
mal wiederholt, jedoch betragt die Genanigkeit 
der Messung nicht mehr als 8 Proz., da die Kapa- 
zitit des engen Teiles des Kondensators sehr 
klein (ungefiihr 12cm) ist und die Neufiillung 
des Kondensators mit Flissigkeit genau bis zur 
selben Hihe sehr schwierig war (der Rauminhalt 
dieses Teiles betragt ungefihr 1,5 cm’). Daraus 
folet, daft die absoluten Werte der Dielektrizitiits- 
konstanten nicht genauer als bis 3 Proz. bestimmt 
werden konnten. Die relativen Anderungen konnte 
ich jedoch mit einer Genauigkeit von 0,2 Proz. 
ermitteln. 


An dem Rande der inneren Messingplatte 


verlauten die elektrischen Linien in anderen Rich- 
tungen als in dem iibrigen Teile des Mefkonden- Fig. 3. 
sators. Die Randkapazitiit ist jedoch sehr klein (ungefihr 3 Proz.), SO 
da® ihre Beriicksichtigung bei den Messungen im magnetischen Felde 
eine Korrektur hervorgerufen hiitte, die Kleiner als der MeBtehler wire. 
Das Paraazoxyphenetol und das Paraazoxyanisol wurden von Kahl- 
baum bezogen. Die elektrische Leitfihigkeit dieser Verbindungen war 
im Gegensatz zu den Beobachtungen von W. Kast so klein, dali ihre 


1) M. Jezewski, Journ. de phys. et le Radium (6) 3, 293, 1922. 
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Dielektrizititskonstante ohne irgendwelche Schwierigkeit nach der Reso- 
nanzmethode gemessen werden konnte. 

3. Eine Reihe von Messungen wurde zwecks Bestimmung der Ab- 
hingigkeit der Dielektrizitaétskonstante ¢ des p-Azoxyphenetols und 
p-Azoxyanisols von der Temperatur vom Schmelzpunkt ab bis weit iiber 
den Klairpunkt durchgefiihrt. Die betreffenden Dielektrizititskonstanten 
wurden einmal ohne Magnetfeld, das zweite Mal in einem Magnetfelde von 


5000 Gau8 gemessen. Die magnetischen Linien verliefen bei diesen 
Messungen immer parallel zu den elektrischen Linien im Kondensator, 
also senkrecht zu den Belegungen des Kondensators. Die folgenden 
Tabellen enthalten die Resultate dieser Messungen. 


Tabelle 1. p-Azoxyphenetol. 
H — 5000 Gaub. 


Temperatur eee fo xe Temperatur rele | = Ris 
t Magnetfeld | Magnettelde t Magnetfeld | Magnetfelde 

138,7 5,02 4,74 0,28 164,2 4,96 | 4,80 0,16 
139,7 5,02 4,75 0,27 165,8 4,98 4,82 | 0,16 
142,4 5,02 4,75 0,27 166,0 4,97 4,85 | 1012 
147,3 5,00 4,76 0,24 167,1 497 | 486 | 0,11 
150,5 5,01 4,77 0,24 WMaszich 4,95 4,93 0,02 
152,4 4,99 4,75 0,24 169,0 4,96 4,95 | 0,01 
157.8 4,97 4,75 0,22 One 4,94 4,94 O 
160,0 4,97 477 0,20 172,2 4,91 ZB Ih iG 
162,5 4,97 4,79 0,18 179.5 | 4,84 4,84 0) 
162,7 496 | 4,78 0,18 189,5 4,77 4,77 0 
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Tabelle 2. p-Azoxyanisol. 
H = 5000 Gaus. 


Temperatur e £ Temperatur 2 | fe 
ohne im SAE ohne | im 148 
é Magnetfeld | Magnetfelde t Magnetfeld | Magnetfelde 
——— Sa ee -- a= — = 
120,6 5,31 5,15 0,16 135,5 9,25 | 5,25 0) 
124,4 5,29 5,14 0,15 138,6 | 5,23 5,23 0) 
128.8 | 5,25 ee), HIN 140,9 | 0,23 0,23 0) 
131,4 | 5,24 5,14 0,10 150,9 5,15 5,15 0 
134,3 5,25 5,23 0,02 
Tabelle 3. p-Azoxyphenetol. Tabelle 4. p-Azoxyanisol. 
H = 5000 Gaub. H = 5000 Gauf. 
é é & : é - é 
le cobne im im a ohne im im 
| Magnettfeld Magnetfelde, Magnetfelde Magnetteld |Magnetfelde |Magnettelde 
ee 2 __beob. ___ber. p OEE ee beob. | ber. _ 
Temperatur 141,7° Temperatur 120° 
0®} 5,02 4,75. | 4,75 0°] 5,31 5,15 5,15 
20 = 4,78 4,78 20 = 5,17 5,16 
AO — 4,86 4,86 40 | a 9,22 5,21 
50 =e 4,91 4,90 Oi 5,24 5,24 
60 = 4,95 4,95 60 — 5,27 5,27 
70 _— 4,98 4,98 70 | — 5,29 5,29 
90 —_— 5,01 5,01 90 | = | 5,31 5,81 
Temperatur 164,4° Temperatur 130° 
0° | 4,97 | 4,81 4,81 0° | 5,29 5,15 5,15 
20 = 4,82 4,82 20 | — | DLO 5,16 
40 — = 4,88 4,87 Alby | = 5,20 5,20 
50 = 4,90 | 4,90 70 | = 0,24 | 5,24 
60 —_— 4,93 | 4,92 90 — 5,25 5,25 
70 _ 4,95 | 4,95 
90 — | 4,97 4,97 


Tabelle 5. p-Azoxyphenetol. 


—4é = ZS 
beob. | ber. 


Temperatur 143° C 


Temperatur 154° © 


0 5,02 0 = ) 4,98 | 0 — 
150 5,00 0,02 0,08 150 4,98 0 0,05 
300 4,96 0,06 0,17 500 ANT aa Oeital 0,16 
500 4,87 0,15 0,21 1000 | 4,78 0,20 we 

1000 | 4,78 0,24: = 4000 4,74 0,24 = 
2000 4.77 0,25 0,26 7350 ATA | 0104 0,245 
4.000 4,75 0,27 = 


7350 4,73 0,29 0,27 
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Die Kurven in der Fig. 5 stellen die Abhingigkeit der Dielektrizitiats- 
konstante der untersuchten Verbindungen von der Temperatur mit und 
ohne Magnetfeld dar. 

Die zweite Reihe von Messungen hatte zum Zweck, die Dielek- 
trizititskonstante derselben Kérper im Magnetfeld in Abhangigkeit vom 
Winkel » zwischen den magnetischen und elektrischen Linien im Konden- 
sator zu messen. Folgende Tabellen 3 und 4 geben die Resultate wieder. 


p- Azoxyaniso/ 


p-fizoxyphenefo/ 


49 
48 
47 
120 730 740 150 760 170 /80 /90¢ 
Fig. 5. 


Die Kurven in der Fig. 6 stellen die Abhangigkeit der Dielektrizitats- 
konstante der untersuchten Verbindungen von dem Winkel zwischen den 
magnetischen und elektrischen Linien dar. 

Durch diese Messungen wird meine friithere Beobachtung ') bestitigt, 
laut welcher ein Magnetfeld, dessen Linien zu den elektrischen Linien im 
Me8kondensator senkrecht stehen, keinen Einflu8 auf die GréSe der 


Tabelle 6. p-Azoxyanisol. 
Temperatur 122° C. 


—4é — 4é 


Hin Gaub & 
beob. ber. 
0 5,30 0 _ 
300 | 5,23 0,07 0,08 
500 5,20 0,10 0,10 
1000 | 5,18 0,12 — 
2000 5,16 O14 0,13 
4000 5,14 0,16 — 
7350 5,16 O,14 0,14 


1) M. Jezewski, 1. c. 
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Dielektrizititskonstante ausiibt. Die Abhingigkeit der Dielektrizitats- 
konstante der untersuchten Verbindungen von dem Winkel zwischen 
den magnetischen und elek- 

trischen Linien wird durch $3 
folgende Formel iauferst ., 


genau wiedergegeben : 


120° 


~ p-Azoxyamiso/ 


Eq == &) C08" + Eg)8in” a, 


was aus der letzten Spalte = 
p-Azoxypheneto/ 


, der Tabellen 1 und 6 zu 49 
ersehen ist. 48 
4. In meiner friiheren 
Arbeit habe ich die Abnahme A ae ee 

der Dielektrizitatskonstante Fig. 6. 
in Abhiingigkeit von der 

Intensitit des Magnetfeldes nur prozentisch angegeben, jetzt aber bin ich 
 imstande die absoluten Werte mitzuteilen. 
Herr L. S. Ornstein hat in den Amnalen der Physik *) einen Beitrag 
- zur Theorie der fliissigen Kristalle veroffentlicht. Unter der Voraus- 
 setzung, daf die anisotropen Flissigkeiten Kristallageregate sind, worin 
die dielektrisch anisotropen Teilchen sich im Magnetfelde orientieren, 


> erhalt er eine Formel 
2 x Bilal iL aN 

= Oi = coteh ——=— | |, : 
ah | eaees *+3(@) | 


Bye 
, k die Boltzmannsche Konstante, 7’ die absolute Tempe- 


Swo c= 
-ratur, wu das magnetische Moment eines Teilchens und CO eine unbekannte 
Funktion der Temperatur bedeutet. Diese Formel gibt die Abhingigkeit 
der Abnahme der Dielektrizitiitskonstante vom magnetischen Felde an. 
Aus dem Vergleich meiner Zahlen mit der Formel yon L. 8. Ornstein 
habe ich folgende Konstanten abgeleitet (aus den bei LO0O und 4000 Gau8 


/ erhaltenen Daten): 


; : {Temperatur 143°: « — 140, C = — 0,280 
Pp Azoxyphenetol | ; seat: ps O10. C == 0,883 
p-Azoxyanisol, - 122°: ¢ — 150, C= — 0,148. 


Fiir das Moment u der Teilchen findet man: 

bei der Temperatur 143°: w = 1,23. 107" 
ean RAG ie | , 

cir a Zomypheneyol \ 154°: w = 0,82. 10 


” ” ” 


” 


p-Azoxyanisol w = 1,1.107™. 


1) L. S. Ornstein, Ann. d. Phys. 74, 445, 1924. 
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Die letzte Spalte obiger Tabellen 5 und 6 enthialt die Werte von — Je, 
welche mit Zuhilfenahme der Formel von Ornstein ausgerechnet sind. 
Diese Werte stimmen jedoch mit den von mir experimentell erhaltenen 
Zahlen nur bei starken magnetischen Feldern tiberein. 

Die von mir ermittelten Konstanten C und a divergieren erheblich 
von denjenigen Zahlen, welche Ornstein aus den ihm von Kast zur 
Verfiigung gestellten Angaben von 4eé abgeleitet hat. Die Angaben 
erscheinen mir unverstiindlich, weil nach ihnen die Werte von Ze des 
p-Azoxyanisol und p-Azoxyphenetol in den Grenzen 0,3 bis 7,8 variieren, 
wiihrend der Wert der diesbeziiglichen Dielektrizitiitskonstanten nach 
meinen und anderen!) Messungen nur ungefahr 5 betriigt. 

Obige Arbeit ist im Physikalischen Institut der Jagellonischen 
Universitit in Krakau ausgetiihrt worden, teilweise unter Benutzung der 
Mittel der Krakauer Bergakademie. Dem Direktor des Physikalischen 
Instituts, Herrn Prof. K. Zakrzewski, méchte ich bei dieser Gelegenheit 


besten Dank fiir die Uberlassung von Apparaten aussprechen. 


1) The Svedberg, Ann. d. Phys. 49, 452, 1916. 
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Zur Ableitung der Klein-Fockschen Gleichung. 


Von D. Iwanenko und L. Landau in Leningrad. 


— 


(Hingegangen am 8. Oktober 1926.) 


Es wird gezeigt, dafi die verallgemeinerte Schrédingersche Gleichung durch 
einen Ubergang aus dem relativistischen Analogon des Hamiltonschen Problems 
erhalten werden kann. 

Aus der Relativititstheorie ist folgender Ausdruck fiir das Diffe- 
rential der Wirkungsfunktion bekannt: 


dW = — meds + — gydat, (1) 


WO 
ds? = —da,da*. 


Die generalisierten Momente sind gegeben durch 


aL  O@W) __ 
Pk = Fak — 0 (dat) 


dX}, e 


+ me cabal we (2) 


GN, Owe : 
(1 re die Lagrangesche Funktion). 


_ Weiter folgt: 


) e DON ave ent: d sex 
Pr x Ce ae? 
é id be 2 2 1 ‘ 
(o,— £ gn) (ot —Z 98) + mt = @ 
Andererseits gilt: 
OW 
= — = W.4, 4 
Pr O xk V.% ( ) 
also 
‘ é neat e Hl 2 2 x 
Wa Peat ak tee Man HO a) (5) 


Machen wir eine der Schriédingerschen”) ahnliche Annahme, dab 
die Gleichung (5) der Grenzfall einer linearen Gleichung fiir 


iw 
an: 5) 9 bel I 2 10) 


1) Siehe auch P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. (A) 111, 405, 1926. 
2) E. Schrédinger, Ann. d. Phys. 79, 489, 1926. 
MWe bezeichnet die 2 mal verkleinerte Plancksche Konstante. 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. XL. 11 
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ist, so folgt mit Riicksicht auf: 


i fe 
w.xn = 5 0 
k = W,.Ww-k 
Ye ae TALS 


a 1 pieced 
vi-22 Totus —almetamey =o ©) 


Diese Gleichung fallt mit derjenigen von Klein-Fock*) zusammen, 
welche also auch ohne die etwas ktinstliche Einfiihrung der fiinften 
Koordinate erhalten werden kann). - 


Leningrad, Physikalisches Institut der Universitat. 
1) Bs sei bemerkt, daf im feldfreien Falle aus (6) die Geschwindigkeit der 
de Broglieschen Phasenwellen leicht erhalten werden kann. Die Substitution 


; 
— Et 
ergibt nimlich w = wy’ ce”, wo w’ nicht von ¢ abhingt, wegen 
Gey 1 2y mc? 2. 
eo 2¢ ? 
und 
ey # | 
oy Sem ic mh 
ay fil =) oy 0 ¥ 
: (a 1 Di ee ee 
Setzen wir 
2 
me 
i 6 ; 
) oe 
e 
so ist 
oy ot ae 
oe P 
; Ne Wine c ‘ 
oder die gesuchte Geschwindigkeit VY = ae was auch unmittelbar aus der rela- 


tivistischen Hamiltonschen Gleichung (5) erschlossen werden konnte. 
2) O. Klein, ZS. f. Phys. 87, 895, 1926; V. Fock, ZS.f. Phys. 89, 226, 1926. 
3) Anmerkung bei der Korrektur. Inzwischen hat E. Schriédinger (Ann. 


d. Phys, 81, 132, 1926) dieselbe Gleichung mit Hilfe der Operatorenmethode 
gewonnen, 
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Zur Frage des Widerspruches zwischen der klassischen 
Mechanik und Erfahrung bei Warmestrahlung. 


) (Bemerkungen zu der gleichbetitelten Notiz von Z. Klemensiewicz.) 
Von Adolf Smekal in Wien. 
(Kingegangen am 15. Oktober 1926.) 


Es wird gezeigt, in welchem Sinne aus dem Versagen der Rayleigh-Jeansschen 
Strahlungsformel auf die Strahlungseigenschaften wirklicher Materie uriick- 
geschlossen werden kann. 


Herr Klemensiewicz geht in seiner Notiz!) von der Feststellung 
aus, daB weder zwei isolierte elektromagnetische Wellen im leeren Raume 
noch zwei im evakuierten Spiegel wiirfel befindliche stehende Wellen *) 
Wechselwirkungen von der Art aufeimander ausiiben kimnen, wie sie fiir 
die Anwendbarkeit statistischer Betrachtungen auf die Strahlungsvorgéinge 

 unerliflich sind. Dieser Sachverhalt ist schon bei anderen Gelegen- 
-heiten fir das Problem der Strahlungsstatistik als ganz besonders kenn- 
zeichnend hervorgehoben worden *). Jeder legitime Aufbau einer Strahlungs- 
statistik mu danach von der Wirksamkeit eines regellos funktionierenden 
Mechanismus Gebrauch machen, welcher den Energie- und Impulsaustausch 
zwischen den Wellen (oder deren Aquivalenten) besorgt und darin die 
prinzipiell unausschlieBbare Anteilnahme re aler Materie an den Strahlungs- 
_ +yorgangen idealisierend vertritt. 

! Es mu8 fraglos zugestanden werden, dafi die Notwendigkeit eines 
derartigen Mechanismus in manchen grundlegenden Untersuchungen zur 
Strahlungstheorie die ihr zukommende explizite Beachtung nicht gefunden 
hat. Herr Klemensiewicz meint nun, es habe allgemein als erwiesen 
gegolten, dai eine Anwendung der klassischen Mechanik und Elektro- 
dynamik auf reine Strahlung im Raume* unbedingt zum Rayleigh- 
Jeansschen Strahlungsgesetz, also zum Widerspruch mit der Erfahrung 
fiihrt, was jetzt offenkundig als unbewiesen anzuerkennen sel. Der ,ver- 
meintliche* Widerspruch habe eben seinen Grund darin, daB die Theorie 


Ly) vee Klemensiewicz, ZS. f. Phys. 39, 151, 1926. 

2) Herr Klem ensiewics beruft sich hier auf Ausfiihrungen des Verfassers, 
ZS. f. Phys. 37, 321, 1926. 

3) Siehe namentlich A. Smekal, Statistische und molekulare Theorie der 
Warme, in Geiger-Scheel, Handbuch der Physik, Band 9, Berlin, Springer, 
1926, Ziff. 67 oder auch Allgemeine Grundlagen der Quantenstatistik und Quanten- 
theorie, Leipzig, Teubner, 1926 (Sonderabdruck aus der Enzyklopadie, Band V, 28), 
Nr. 7b, inbesondere S. 934—935. 
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mit einer idealen geordneten, anstatt mit einer real natiirlichen ungeordneten 


Strahlung gerechnet habe, und es sei nunmehr klar, da8 das Wesen der 


Quanten nicht unbedingt als eine Eigenschaft der strahlenden Energie 
oder der des Raumes angesehen werden miisse, sondern auf die besondere 
Art der Wechselwirkungen zwischen Strahlung und Materie zuriickgefiihrt 
werden diirfe. — Diese Schlu8weise kénnte den Anschein erwecken, als 
wire eine legitime statistische Ableitung der Rayleigh-Jeansschen 
Strahlungsformel iiberhaupt unausfiihrbar und daher auch jeder Riickschlu8 
auf die Tragweite der klassischen Gesetze aus ihrem Versagen unméglich. 
Wenn man bedenkt, da8 die klassische Elektrodynamik iiber die Wechsel- 
wirkungen zwischen Wellenstrahlung und klassisch-elektromagnetischer 
Materie ganz bestimmte Aussagen macht, so erkennt man unmittelbar, 
da8, auf diese Auss gen gestiitzt, der Aufbau einer konsequenten klassisch- 
elektromagnetischen Strahlungsstatistik ohne weiteres vorgenommen 
werden kann. Das Ergebnis einer derartigen Statistik ist, wie am deut- 
lichsten von der bekannten Untersuchung des klassischen Impulsgleich- 
gewichtes zwischen Materie und Strahlung durch Einstein und Hopf?) 
dargetan wird, eine jetzt véllig einwandfreie Begriindung des Rayleigh- 


Jeansschen Strahlungsgesetzes. Die Widerlegung dieses Ergebnisses — 


durch die Erfahrung bedeutet daher nichts anderes als eine Widerlegung 
der klassisch-elektromagnetischen Folgerungen iiber die Art der Wechsel- 
wirkungen zwischen Strahlung und Materie. Im Gegensatz zu der 
unbestimmteren Folgerung von Klemensiewicz ergibt sich aus den 
Strahlungsgesetzen allein somit schon ohne jede Unsicherheit, da8 die 
Strahlungseigenschaften der wirklichen Materie von den aus der 
klassischen Elektrodynamik folgenden verschieden sein miissen *). 


Charlottenburg, 10. Oktober 1926. 


1) A. Einstein und L. Hopf, Ann. d. Phys. 33, 1105, 1910. 
®) Siehe etwa Enzyklopadieartikel (I. c.), S.935 und Anm. 146. 
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Bemerkung zu einer Veroffentlichung 
von Herrn Hans Reichenbach’). 


Von R, Bass in Wien. 
(Kingegangen am 16. Oktober 1926.) 


In seiner ,Axiomatik der relativistischen Raum-Zeit-Lehre* *) gibt 
Reichenbach folgende Definition der Begriffe ,friher* und ,spater®: 
«Von zwei in P statttindenden Ereignissen Z, und F, heift H, ,spater “ 
als H,, wenn man einen Signalzug derart wablen kann, daB der Abgang 
mit H, und die Ankunft mit H, zusammenfallt. 4, heifSt dann friiher 
als E> 

Damit diese Festsetzung midglich ist, mitissen die Begriffe , Ab- 
sendung* und ,Ankuntt* unabhiingig von der Zeit definiert sein. In 
der im Titel erwihnten Arbeit beschreibt Reichenbach eine Methode *), 
Ks sei hier vermerkt, daS sich eine allgemeine 


die diesem Zwecke dient. 
n meiner im Erscheinen begriffenen Arbeit 


Untersuchung dieser Methode 1 
»Kausalgesetz und Zeitrichtung* *) befindet. 


1) ZS. f. Phys. 89, 106, 1926. 
2) Braunschweig 1924. 

3) Axiomatik, S. 21. 

4) Ann. d. Philosophie. 
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Bemerkung zu meiner Arbeit: ,.Zur Quantentheorie 
des drei- und mehratomigen Molekiils* '). 


Von FB, Liitgemeier in Gelsenkirchen i, W. 


(Hingegangen am 19, Oklober 1926,) 


Durch eine briefliche Mitteilung bin ich nachtriiglich daraut aut- 
merksam geworden, daf bereits im Jahre 1918 Herr Fr. Reiche*) eine 
Formel abgeleitet hat, die mit meiner Gleichung (18) identisch ist, Der 
Satz, dab die Sechwarzschildsche Formel fir die Energie von Molektilen 
mit zwei gleichen Haupttrigheitsmomenten noch angenihert gilt, wenn 
zwei Haupttrigheitsmomente nahezu gleich sind, ist also schon von Herr 
Reiche gefunden. 


1) ZS. f{. Phys. 88, 251, 1926. 
*) Fr. Reiche, Phys. ZS. 19, 394, 1918, 


Berichtigung 


mur Arbeit: Wilh.Schiitz, Die Begleiterscheinungen des Zeemanellektes in schwachen 
Magnetfeldern usw. ZS, f. Phys. 88, 864, 1926, 
1. Seite 875, Zeile 1 lies |u|< 1 10! sec™! statt |u| < 1 x 10! seem!, 
ed 
Les 7- Ak Oud er 
2, Seite 876, Zeile 11 lies K, = Fin? 2 -M0 , cont OF Set) tate 
ie Ach? 


lov! 


yy! Baye 
Ee ena isin be Mo Til (: a" u2), 
4 ou? - 

3. Die auf Seite 877 gegebene Abschitzung des Maktors 22 lift sich bei 
gebiihrender Beriicksichtigung der Versuchsbedingungen durch cine zwangsliulige 
Naherungsrechnung ersetzen. Der Zahlenwert des Waktors wird dadurch etwas 
geindert, die an sein Vorhandensein gekniipften (berlegungen bleiben jedoch 
unverandert besteken. Wir werden bald mit neuem Versuchsmaterial darauf 
zuriickkommen. 
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Das Adiabatenprinzip in der Quantenmechanik. 
Von Max Born in Gottingen. 


(Hingegangen am 16. Oktober 1926.) 


Auf Grund der statistischen Auffassung der Quantenmechanik, die kiirzlich an Hand 
der StoBvorginge entwickelt wurde, laht sich der dem Ehrenfestschen Adiabaten- 
prinzip analoge Satz forraulieren und beweisen. 


Finleitung. Die folgende Mitteilung soll dazu dienen, die Auf- 
fassung von dem Sinne der Quantenmechanik zu stiitzen, die ich ktirz- 
lich?) an Hand der Stofvorginge zu begriinden versucht habe. Diese 
Auffassung kniipft an den Schrédingerschen Formalismus an, inter- 
pretiert aber diesen in ginzlich anderer Weise als der Urheber dieser 
Theorie in seinen ersten Mitteilungen. Inzwischen hat Herr Schrédinger 
in seiner neuesten Veréffentlichung?) einen Standpunkt eingenommen, 
der, wie mir scheint, von seinem friiheren abweicht und unabhingig von 
meinen Argumenten zu einer Deutung kommt, die der meinigen verwandt 
jst. Friiher namlich hat Schrédinger verfochten, daf es , Wellen- 
pakete* gibt, die nicht zertliefen, sondern beisammenbleiben und als 
Ganzes naiherungsweise die Bewegung eines Teilchens (Elektrons) vor- 
tiuschen. Er belegte diese Annahme durch allgemeine Betrachtungen 
iiber die Analogie zwischen geometrischer Optik und Wellenoptik einer- 
seits, korpuskularer Meckanik und Wellenmechanik andererseits; vor 
allem aber durch ein Beispiel®), bei dem sich alles durchrechnen abt. 
Doch scheint mir beides nicht beweisend. Einmal gibt es doch auch in 
der Optik keine , Wellenpakete*, sonst hitte die Lichtquantentheorie 
leichteres Spiel gehabt; sodann ist das Beispiel, der harmonische Oszillator, 
wohl ganz singuléir und kein Vorbild fiir andere Fille. Ich méchte aber 
nicht gegen diese Auffassung polemisieren, sondern lieber den anderen 
Standpunkt erlautern und seine Brauchbarkeit durch neue Anwendungen 
belegen. Dieser Standpunkt besteht darin, in der Quantenmechanik eine 
Verschmelzung von Mechanik und Statistik zu sehen, in folgendem Sinne: 
Die neue Mechanik beantwortet nicht, wie die alte, die Frage: ,wie 
bewegt sich ein Teilchen‘, sondern die Frage: ,wie wahrscheinlich ist 
es, daB ein Teilchen sich in gegebener Weise bewegt“. Es werden 


1) M. Born, ZS. ft. Phys. 88, 803, 1926. 
2) E. Schrédinger, Ann. d. Phys. 81, 109, 1926 (4. Mitteilung). 
3) Derselbe, Naturw. 14, 664, 1926. 
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also Teilchen (Punktladungen, Elektronen) angenommen, doch streng- 
genommen nur in kraftefreien Riiumen. Die Teilchen sind immer von 
einem Wellenvorgang') begleitet; diese de Broglie-Schrédingerschen 
Wellen hingen von den Kriften ab und bestimmen durch das Quadrat. 
ihrer Amplitude die Wahrscheinlichkeit dafiir, da ein Teilchen in dem der 
Welle entsprechenden Bewegungszustand vorhanden ist. In seiner letzten 
Mitteilung beschaftigt sich auch Schrédinger mit dem Amplituden- 
quadrat der Wellen und fiihrt dafiir den Ausdruck ,Gewichtsfunktion ‘ 
ein, der sich der Terminologie der Statistik schon sehr nihert. Aber 
ich habe den Eindruck, da8 Schrédinger anstrebt, die Quantenprozesse 
durch eine kausale Kontinuumstheorie im klassischen Sinne darzustellen. 
Das scheint mir allerdings nicht méglich. Natiirlich ist kein Zweifel, 
da8 die Schrédingerschen Formeln richtig sind; die mathematische 
Durchdringung der Quantengesetze, die er geleistet hat, ist sicherlich 
der Schliissel zu ihrem wahren Verstindnis. Gliicklicherweise fiihren die 
Formeln, die sich ja bisher fast ausschlieBlich auf stationiire Zustande 
beziehen, keineswegs zwangsliufig zu der Schrédingerschen Inter- 
pretation. Vielmehr scheint es unerliBlich, hier die Grundgedanken der 
von Heisenberg begriindeten Matrizenform der Theorie heranzuziehen. 
Diese Gedanken sind direkt aus der natiirlichen Beschreibung der Atom- 
prozesse durch ,Quantenspriinge“ erwachsen und betonen den klassisch- 
geometrisch unfaBbaren Charakter dieser Vorginge. Daf beide Formen 
der Theorie fiir die stationaéren Zustiinde zu gleichen Ergebnissen kommen, 
steht fest; fraglich ist nur, wie nichtstationére Ablaiufe zu behandeln sind. 
Hierbei erweist sich der Schrédingersche Formalismus als wesentlich 
handlicher, vorausgesetzt, da8 man ihn im Heisenbergschem Sinne aus- 
deutet. Ich méchte also eine Verschmelzung beider Betrachtungsweisen 
befiirworten, bei der jeder eine ganz bestimmte Aufgabe zukommt. Dieser 
Versuch ist bereits in meinen kiirzlich veréffentlichten Ansatzen zur Stof- 
theorie enthalten; die Sache wird aber klarer, wenn man den Grenzfall 
ins Auge fabt, wo der eine der beiden StoSpartner durch den Sto8 nicht 
merklich beeinfluSt wird (z. B. schnelle «Strahlen gegen locker gebundene 
Elektronen), oder etwas allgemeiner den Fall, wo ein Atom unter der 
Wirkung von Kraften mit vorgegebenem Zeitablauf steht. Hier kann 
man als Kriterium fiir die Verniinftigkeit der Resultate die Frage stellen, 
ob im Grenzfall unendlich langsam veranderlicher Einwirkung ein dem 


1) Die Wellen laufen im 3 V-dimensionalen ,Konfigurationsraum‘; man kann 
aber aus ihnen fiir jedes Teilchen Wellen im dreidimensionalen Raume herstellen 
(siehe die soeben zitierte 4. Mitteilung Schrédingers in den Ann. d. Phys.). 
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: Ehrenfestschen Adiabatensatz analoger Satz besteht und wie dieser 
 lautet. Die Aufstellung dieses Satzes soll das Endziel dieser Arbeit sein. 
) § 1. Definition der Zustands- und Ubergangswahrschein- 
{ lichkeiten. Wir betrachten ein Atom mit rubendem (unendlich 
schwerem) Kern und beliebig vielen Elektronen, deren rechtwinklige 
Koordinaten wir symbolisch in dem Zeichen # zusammentfassen. Dann 
 lautet die Schrédingersche Differentialgleichung fiir den Fall, daB die 
i potentielle Energie U aufer von « explizite von der Zeit abhingt’): 
\ 


8a 


ze Aniu od 
Me eany —AeEIY 


h hot 
Ist das Atom sich selbst tiberlassen, so ist die potentielle Energie eine 
Funktion U(x) von «# allein; dann existieren stationire Zustiinde, denen 


A Yi 0. (1) 


— Lésungen der Form 
224. 


7 == Wnt : 
7 w(t) == Wn (x) e” (2) 
entsprechen”). Der Einfachheit halber wollen wir annehmen, daf das 
System nicht entartet ist, also alle W,, voneinander verschieden sind. Die 
W, () sind orthogonal und seien auf | normiert: 
fn @) vm @) dx = Onm (3) 
Durch Superposition der Funktionen (2) erhilt man eine allgemeinere 
Lésung (die allgemeinste, die dem Integral 
Jly@ Pda 


einen endlichen Wert erteilt): 


Qt. 


wb (a, t) = Scan) mt, (4) 


‘Bs ist nun die Frage, was diese Funktion physikalisch bedeutet. 

Schrédinger meint, wie aus seiner letzten Mitteilung*) hervorgeht, 
da im einzelnen Atom gleichzeitig ,mehrere Kigenschwingungen erregt“ 
‘sein kjnnen. Es ist mir nicht ganz klar, ob mit ,Erregung einer Eigen- 
schwingung“ dasselbe gemeint ist, was man in der ilteren, Bohrschen 
‘Sprechweise ausdriickte, wenn man sagte, das Atom ist ,in einem stationiren 


1) Diese Gleichung, die Schrédinger in seiner letzten Mitteilung angibt, 
JaBt sich auch durch Grenziibergang aus der fiinfdimensionalen Formel yon O. Klein 
(ZS. f. Phys. 87, 904, 1926) gewinnen. 
2) Wir beschriinken uns hier und im folgenden auf die Betrachtung des dis- 
kreten Termspektrums. 

8) Siehe besonders |. ¢., § 3; hier findet sich z. B. S. 122 oben der Sata: 


»Erstens miissen zwei Higenschwingungen 1, und uw, kriftig erregt sein* ... 
12* 
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Zustande“. Jedentalls ist der Satz, ein Atom kiénne zugleich in mehreren 
stationiiren Zustiinden sein, nicht nur dem Sinne der ganzen Bohrschen 
Theorie zuwider, sondern widerspricht direkt der nattirlichen, noch nie 
angezweifelten Deutung derjenigen stationtiren Zustiinde, die zu Punkten 
des Streckenspektrums gehiren.  Betrachten wir niimlich etwa einen 
lonisationsprozeB, d. h. einen Ubergang aus einem Punkte des diskreten 
in einen Pankt des kontinuierlichen Termspektrums, so ist die zu letzterem 
gehérige , Bahn in ihrem asymptotischen Verlauf direkt durch das gerad- 
linig wegfliegende Elektron gegeben, dessen Spur durch die Wilsonsche 
Nebelmethode sichtbar gemacht werden kann. Es geht also wohl nicht 
an, von der gleichzeitigen Existenz mehrerer Zustiinde zu reden, wenn 
man nicht die einfache, natiirliche Deutung der Wilsonschen Nebel- 
streifen und thnlicher Vorgiinge als Durchschlagsspuren yon Korpuskeln 
aufgeben will. Natiirlich kann man sich auf den Standpunkt stellen, 
daB dieses hichst verwickelte Erscheinungen sind, die am Schlusse einer 
langen Kette von mathematischen Folgerungen aus den Difterential- 
gleichungen der Wellenmechanik schon herauskommen werden ; aber das 
heiBt doch, beim Vordringen in unbekanntes Land alle Briicken hinter 
sich abbrechen, die die Verbindung mit der ernithrenden Heimat, dem 
Reiche der Beobachtung, vermitteln. . 

Darum scheint mir eine dringliche Aufgabe festzustellen, wie weit 
die mathematisch so glinzende Wellenmechanik mit der experimentell so 
fruchtbaren Vorstellungsweise der Quantenspriinge vereinbar ist. Die 
Frage lautet also: In welchen Fallen lassen sich die Ergebnisse der 
Wellenmechanik in der Sprache der Quantenspriinge interpretieren ? 

Man mag es dahingestellt sein lassen, ob es wirklich Korpuskeln 
wie Elektronen, Protonen, Lichtquanten gibt; wir sind aber sicher, dab 
zahlreiche Phiinomene sich mit Hilfe dieser Begriffe einfach deuten lassen, 
und wir versuchen nun, dies mit der Wellenmechanik in Kinklang zu 
bringen. Wir werden also an dem Bohrschen Bilde festhalten, dai ein 
atomares System stets nur in einem stationiiren Zustand ist. Wir kénnen 
sogar annehmen, da wir gelegentlich durch Beobachtung in einem Augen- 
blick mit Sicherheit wissen, da® das Atom im n-ten Zustand ist*); im 
allgemeinen aber werden wir in einem Augenblick nur wissen, da® aut 
Grund der Vorgeschichte und der bestehenden physikalischen Bedingungen 
eine gewisse Wahrscheinlichkeit dafiir besteht, da’ das Atom im n-ten 


1) Z. B. wissen wir, dai in einem sich selbst thberlassenen Gase bei hin- 


reichend tiefer Temperatur alle Atome mit verschwindender Ausnahme im Normal- 
zustand sind. 


- 
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Justand ist. Wir: behaupten nun, da$ als Mab dieser Zustands- 
 wahrscheinlichkeit die Grose 


|en|? = || Dvn @ ae 4 (5) 


zu wahlen ist. 

Dies erscheint auf den ersten Blick verwunderlich, da ja doch die 
Koeffizienten c, der Entwicklung (4) ganz willkirlich gewahlt werden 
kénnen. In der Tat muS das aber auch so sein; es entspricht dem Um- 
stande der klassischen Mechanik, daS die Anfangsbedingungen (Lage und 
Geschwindigkeit der Massenpunkte im ersten Augenblick) willkiirlich 
vorgegeben werden kénnen. Hier, wo das Atom iiberhaupt immer nur in 
einem Zustand zugleich sein kann, nimmt die Anfangsbedingung dieselbe 
apodiktische Gestalt wie in der klassischen Mechanik nur in dem seltenen 
Falle an, wenn man weiS, da das Atom im Anfang des Vorgangs un- 
gestort im n-ten Quantenzustand ist; dann hat man c, = 1, ¢, = 90 fiir 
m+n, Aber meist weiS man das nicht; zur Festlegung des Verhaltens 
der Atome unter, irgendwelchen auferen Einwirkungen, soweit dieses 
Verhalten iiberhaupt durch die Quantenmechanik festgelegt ist, geniigt 
dann aber die Kenntnis der Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das Atom in 


einem Zustand ist, gemessen durch die GréBen |¢,,|?. 


Um dies zu zeigen, betrachten wir nun eine solche auBere Ein- 
wirkung. Dazu fiigen wir zur inneren potentiellen Energie U(#) eime 
auBere F'(a,t) hinzu, die explizite von der Zeit abhingt, setzen also in (1) 


U (x,t) = U(a) + «F@,%); (6) 


wo ein Faktor x hinzugefiigt ist, der spater als Entwicklungsparameter 
dienen soll. 

Wir setzen voraus, da$ die Stérung nur in dem endlichen Zeit- 
jntervall von t — 0 bis t = J’ von Null verschieden, vorher und nachher 
aber (identisch in «) verschwinden soll. (Spater werden wir einen all- 
gemeineren Fall ins Auge fassen.) 

Die klassische Mechanik list folgende Aufgabe: Zur Zeit t = 0 sei 
die Konfiguration (Lagen und Geschwindigkeiten) gegeben; welches ist 
die Konfiguration zur Zeit t= 7’, wenn die in der Zwischenzeit wirkenden 
_Kriaifte gegeben sind? 

Die Quantenmechanik lst, behaupte ich, eine analoge Aufgabe: Bis 
zur Zeit t — 0 sei die Wahrscheinlichkeit einer Kontiguration (die |¢p|?) 
gegeben; welches ist die Wahrscheinlichkeit der Konfiguration nach der 
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Zeit 7, wenn in der Zwischenzeit (und nur in dieser) eine auBere, gegebene 
Kraft einwirkt? 

Der Einzelprozef, der ,Quantensprung‘, ist also nicht kausal fest- 
gelegt, wohl aber die a-priori-Wahrscheinlichkeit fiir sein Auftreten; und 
zwar wird diese durch einen Integrationsproze8 der Schrédingerschen 
Differentialgleichung bestimmt, der dem entsprechenden der klassischen 
Mechanik ganz analog ist und der zwei stationire Zeitintervalle mit end- 
licher Zwischenzeit in gegenseitige Beziehung setzt. Der Sprung geht 
also tiber einen betrichtlichen Abgrund; was wiahrend des Sprunges 
passiert, la$t sich schwerlich mit den Begriffen der Bohrschen Theorie 
beschreiben, ja vielleicht tiberhaupt nicht in eimer Sprache, die unserem 
Anschauungsvermiégen Bilder suggeriert. 


Die mathematische Aufgabe ist die Lésung der Differentialgleichung 


8 x u 
h? 
wo die Funktion F'(a,t) fir t<( 0 und ¢ > 7 verschwindet, unter der 

Antangsbedingung, daf fiir ¢ — O 


v (a, 0) = Se dn (a) * (3) 


Amiwop 


Ay — {U(@) +4F a,b} y— = 7 ae (7) 


ist; denn diese Lésung schlieSt sich stetig an die fiir t < 0 vorgegebene 
Funktion (4) an. 


Es geniigt offenbar, den Spezialfall zu betrachten, wo fiir ¢ = 0 


w (x, 0) = vy (#) (9) 


ist; denn ist a, (a, ¢) die dadurch bestimmte Lésung von (7), so ist die 
zur Anfangsbedingung (8) gehérige Lésung von (7) offenbar 


w (x,t) = = Cn Wn (2; t). (10) 


n 
Ich gebe hier unmittelbar das Ergebnis der Integration an; der Beweis 
findet sich im Anhang. Man findet 


VW 5 hae 


Wn (@, t) == Bi: ic m (é) eh pa Um («), el 1) 


wo die Zeittunktionen f,,,, (t) durch folgende Prozesse aus der Stérungs- 
funktion J’ (w,#) gewonnen werden: Man bilde zunachst die zu F'(x,t) ge- 
hérige Matrix 


Fam (t) = | F(a, i) Vn (#) Wm (a) dx, (12) 
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- godann die Funktionenfolge 


jas ) = On ms | 


t 
221 TLV, Y 
AO = AE | Fam aml at, 


nn 


: (2) (t) = a J 


nm 


= Sp (t') ‘Pag (t’) oe TAY pr dt, (13) 


k 


Ww) 
a 
= 
iad 


t 


DAL AY , 

( pet ie ri ' | ! 2 typ f ' 

20 =F | SPOR e nat 
k 


0 


und daraus die Potenzreihe 
i) = >in Oe (14) 
p=0 


. Da fir t > 7 F(a,t) = 0 ist, so folgt, daB fiir t > 7 alle Funktionen 
fam (t) die konstanten Werte 


Onm = fnm(P) (15) 
annehmen, die Lisung (11) also in eine Superposition von Eigen- 


 schwingungen 
9nt 


SSN mt 1 7 
Me ft) Sz Onn Preyer” dtozet (16) 
m 


iibergeht; dabei sind die Koeffizienten b,,,, eindeutig durch den Gesamt- 
verlauf der Stérung von t — 0 bist = T bestimmt. Das Quadrat 
On mn? = Pam ist gemif unserer Grundhypothese die Wahrscheinlich- 
keit dafir, daS das System sich nach Ablauf der Stérung ¢>T) 
im Zustand m befindet; da nun aber die gewonnene Lésung gerade 
diejenige war, die aus der einen Eigenschwingung Wp (“) (fir t < 0) 
hervorgeht, so kann man Dym = [Pnm|? auch als ,Ubergangs- 
-wahrscheinlichkeit* von n nach m bezeichnen. 
Doch ziehe ich die Voranstellung des Begrifts 
wahrscheinlichkeit* vor, da er allgemeiner ist und besser hervortreten 
‘1aBt, daB in der Quantenmechanik die Zustandswahrscheinlichkeiten in 
" pwei stationairen Perioden durch eine dazwischen auftretende aufere Kin- 
-wirkung in ahnlicher Weise verkoppelt sind wie in der klassischen 
‘Mechanik irgend zwei Konfigurationen durch d 


Krafte. 


der, Zustands- 


je dazwischen wirkenden 
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Die Zustandswahrscheintichkeit nach dor StUrung, die aus oiner vor 
gegebenen Verteilung je, [* vor der Stérang hervorgeht, orhiilh man aus 
(10) und (16); 


\ f al N \ F : 
Cn Ye, 2) yin (a) de = ow | Wm (ey ZL) yy (a) da 
¥ m 
LT 
a! ny | h 
> Cm > Dy he A i) | Wh (wv) wn (v) le 
m h | (1 7) 
’ Wal 
—| Dy, n Cn, e ; ' 
m 
C.)2 4 P) 
n| . | Om Oman | 
m 


Die Quantenspriinge zwischen zwei durch m und » gokonngeichneton Zune 
Y 


stiinden treten also nicht als unabhiingige Kreignisse aul; denn dann 
sf * * 4 “Sg ‘ re 
miibte obiger Ausdruck einfach 3) ]é |? [Oman heiBen'), Wir worden 


spiiter sehen, dal im Falle natiilichant Lichtes dio Quantonapriinge vone 
einander unabhiingig werden, 

§ 2. Integralsitze und Polgerungen aus ihnen, Wir loiten 
jetzt einige Kigenschaften der Ubergangswahracheintichkeiton ab und bee 
vuutven dazu zwei Integralstitze, von denen der erste ein Erhaltungants 
ist, der in Schridingers letzter Arbeit steht, wihrend eine Molgerung 
aus dem anderen sich in meiner Mitteilung ther die Stobeesotve tndet, 
Dai zwei Integralstitze aus der Grundgleichung (1) folgen, liegt daran, 
dab die Gleichung imaginiire Koetfizienten, komplexe Lésungen hat, 

Wir multiplizieren (1) mit q und schreiben gu dioser Cloiohung 
die durch Ubergang zu den konjugiert komplexen Gréven ontatehende, 
Unter Benutzung der (auch im mehrdimensionalon Phasenraum giltigen) 
[dentitut 

~pdag = div (yp grad mp) — grad p, grad ~ 
erhilt man dann durch Subtraktion und Addition die beiden Mormeln,; 
Amiwolpe 


div (grad y¥ — yi grad p) 4 —aaB SA 


0, 


4 j ) api ) ' 
div (aw erad yt 4 yr erad ) aA | ae (w 0 ye om pir! t ) (18) 


8 on? 
a ¥) j|erad |? | : a Ml Uo) |vl| === (), 


') P. A.M, Dirac hat in einer sooben erachiononen Arboit [Proc, Roy, Soo, 
(A) 112, 661, 1926) auf diesen Umstand ebentalla aufmerkaam gemacht, (ber 


haupt steht diese Abhandlung in der Hauptsache aul demaelben Standpunkt wie 
die vorliegende Mitteilung, 
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Diese Gleichungen jntegrieren wir tiber den Phasenraum 7 und erhalten 
mit Riicksicht auf die im Unendlichen giltigen Grenzbedingungen: 


ral \wPdc=—0, 
a a , 
(yo ye Par = | (rad wl + 


Die erste Gleichung besagt die Erhaltung der Gesamtwahrscheinlichkeit. 
‘Ist namlich y als Oberlagerung von Figenfunktionen des freien Atoms 


dargestellt, 


Ow (19) 
2 u\wf) da. 


: 
ee 


att | 8 


p(t) = Dun) on), (20) 


80 folgt, dab die Grobe 
[lvpas = SlmOP 
nh 


von dev Zeit unabhingig ist. Hat man also insbesondere den in § 1 be- 
— trachteten Fall, dab bis zur Feit t — 0 das Atom ungestért im n-ten 
Justand schwingt und dann durch eine von t = 0 bis tf — 7’ dauernde 
 finwirkung in einen anderen Zustand m geworfen wird, so erbalt man 
fir die Summe der Wbergangswabrscheinlichkeiten: 


Dain — ety ee a (21) 


m™ 


. 


Ist der Anfangezustand eine beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilung |c, |? 
mit der Gesamtwahrscheinlichkeit 


DAA 9 


n 
so erbalt man allgemeiner 


er Ce" —= = beeen —— je | 
n n  ™ 


oder 

> = Cm Ch pe Onn Vin = 1. 

m kh n 
a dies identisch ftir alle c, gelten muf, deren Quadratsumme | ist, 
80 folgt 
= Pn n Ven = Om ke (22) 


Die bmn bilden also eine orthogonale Matrix (im Sinne der Hermite- 
schen Formen). Die Formel (21) ist darin als Spezialfall enthalten, 

— Natfirlich kann man dies Resultut auch durch Ausrechnen auf Grund 
der Darstellung der by, durch die Formeln (12), (13), (14), (15) ge- 
wiunen. Wir wollen das Ergebnis kurz zusammentassen : 


‘ 


176 Max Born, — 


Wonn durch eine Stirung, die oine endliche Zeit 7 ane 
dauort, daw System aus cinem Zustand in einen anderen vor= 
aotvt wird, wo orleiden die Vertoilungskonstanten, deren 
Quadrate die Zustandewahrscheiniiohkeiten sind, eine ortho- 
gonale Transformation 


‘ $ 
ne >> Din n Om = Oink One == Onn (23) 


ut 


( if 


Hiohkeiton 


D,, 7 : | by, nm is > D, nm = I (24) 
mn i 
Wir viehen oine einfache Molperungy sei 
tei) f 
Onn = SOR? | Ow = twa cd): (2) 
p=0 
Wogon b),, = Ow, wird 
66 oo 
=) 
ban OMe == (Onn SS ONE a”) (Oma SS Oh em”) 
pei pei 
) oo 
. 8 we - 
One Ona te One >| btn x? + Om k 2 > be? x” 
peed pei 
mw pee ‘ 
+ Shar Soho 
rep pet 
Aus S) by, diy S= Om tolet nuns 
hk 
\) 1) 
bi, mo Ma = 0, ; 
() ) <= He (2 ) 
," D — . t aa 
0), 00, ce eS Sa oe ye = 2, 8,... 


h pei 


Sotvt man sposioll wm ce ny, so erbtilt man 


Dip St Oy phy =e Ong (1 + S (ontn Onn) x} 


pri 


ia) 


+ > SS yr S oi we 


= i pest 
odor 


Orn = Onn + os (My) ios On > oo” ds) at, 
fea m 
wp) ae 3 vin ») Nye =p) 


om 


y= 2) 


~ 
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Statt dessen gentigt es auch zu schreiben: 
wo ‘ 
D4 = DON, nek, | 
pe 2 (28) 
Dun = L— = Dy, | 
k 
Wir sprechen dieses Resultat so aus: 

Die Entwicklungen der Ubergangswahrscheinlich keiten 
nach x enthalten keine Glieder erster Ordnung, und zur Be- 
rechnung der Glieder r-ter Ordnung gentigt die K enntnis 
der f bis zur Ordnung r— 1. 

Wir betrachten ‘jetzt den zweiten Teil der Integralsiitze (19), und 
zwar fiir den Fall eines isolierten Atoms, wo die potentielle Energie von 
der Zeit wnabhingig ist. Setzen wir dann 

Int, 
= S) ¢,¢ " ne Wn (a) 
ein, so erhalten wir ; 


; ory Sn a fates 4 
> len {" Wr = 23 2 Cn Cm | F 2 grad yp. grad p* -- U pn wi da, 
n nom (8 uw ll 


und da dies fiir beliebige ¢, gelten mul: 


mi ie | 
Wrdnm =| (5 7 hs Wn erad Wm -- U Wn Pm dw. (29) 
€ 
i; Formel habe ich in meiner Arbeit tiber die Stobvorgiinge auf 
anderem Woege abgeleitet. 


Wonn eine zeitlich veriinderliche potentiolle Hnerg 
he Bedeutung zu haben; er libt sich 


ie besteht, scheint 


der zweite Integralsatz keine eintac 
‘niimlich nicht ohne weiteres tiber den zeitlichen Ablauf integrieren *). 

$3. Die Reversibilitat der U bergangswahrscheinlichkeiten, 
Spezialfall des woihen Lichtes. Wir wollen jetzt untersuchen, was 
geschieht, wenn man die Zeitrichtung umkehrt. In der 
Mechanik besteht vollstiindige Reversibilititt des Kinzelvorganges, in der 
lich nicht; wohl aber besteht hier, wie wir sogleich 
eversibilitit der Ubergangswahr- 
eine Verteilung |¢,|? durch die [in- 
Onl verwandelt wird, 


klassischen 


— Quantenmechanik natiir 
eigen werden, vollstindige R 

scheinlichkeiten, d. h. wenn 
Hh wirkung F(a,t), Otc? in die Verteilung 


Horr E. Madelung hat, von ganz anderen 


1) Anmerkung bei der Korrektur: 
odynamische Interpretation beider 


Uborlegungen ausgehend, eine sehr schéne hydr 
TIntegralsiitve gefunden (Vorl. Mitt, Naturw, 14, 1004, 1926). 
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so wird diese durch die Einwirkung F(z, —t) —T <t <0 in die 
urspringliche |c,|? zuriickverwandelt. Die Differentialgleichung 
4nip on 


8a 
Aq ZH (UG) + kF@ —9——9 


hat namlich die Lésung 


mal 1 (30) 


L (%, )= uy (4, t), (31) 
wenn w eine Lésung der Gleichung (7) ist. 
Wahlen wir fir w insbesondere die in § 1 bestimmte Lisung, die 
fir t — 0 und t — T die Werte 
v (2,0) = Darr), ve 7) = DZ Cavn(a) 
tt 


% 
annimmt, so erhalten wir 


4g, —T) = SCO, 169) = Dau. (82) 
n Nh 


i (x,t) fihrt also die vor t = —T bestehende Verteilung \C,,|? in die 
nach t — 0 bestehende Verteilung |c,|* tiber, womit die behauptete 
Reversibilitat bewiesen ist. 

Da die klassische Mechanik als Grenzfall (fir ,adiabatische “ Prozesse) 
der Quantenmechanik angesehen werden mu8, so wird man von dem hier 
vertretenen Standpunkt auch die Reversibilitat der klassischen Theorie nur 
als Annaherung ansehen diirfen, die versagt, sobald die Bedingungen des 
Grenzfalles (unendlich langsame Einwirkungen) nicht streng innegehalten 
werden. . 

Wir wollen jetzt unsere Formeln fiir den Fall spezialisieren, dab 
die auSere Einwirkung ein schwaches elektrisches Wechselfeld E (f), etwa 
eine linear polarisierte Lichtwelle ist. Ist M(x) die Komponente des 
elektrischen Moments parallel zum Lichtvektor, so ist *) 

F(z,t) = —M(@E@O, EO) = LC) = 0. (33) 
Dann ergibt (12) 
Fan) = — Man EO, (34) 
wo M,,, die zu M(z) gehérige Matrix ist. 

Nach dem in § 2 bewiesenen Satze geniigt die Kenntnis von fxm ), 
um die ®,,, bis zur zweiten Ordnung einschlieBlich zu erhalten. Fiihrt 
man die Fouriersche Transformierte von E (6) 


? 


f@v) = [E@etmat (38) 
y Ps 


2) Wir beschranken uns hier anf die Dipolwirkung; die Behandlung der 
Quadrupol- und hoheren Wirkungen bebalten wir uns vor- Z 


di 
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ein, so wird 
@ eee: pn 20% 
Orm = Tro (T) a se) CE) (36) 


und man erhalt aus (28): 


, o,.,. = eo ae If Orme, nt m| 


Dn = ie >), m 


} 

| 

m 

genau tiberein mit dem seinerzeit von Jordan 


(37) 


Dieses Ergebnis stimmt 
und mir‘) durch eine Korrespondenzbetrachtung gefundenen: die durch 


das Feld E(t) induzierte Ubergangswahrscheinlichkeit ist in dieser 
Niherung dem Quadrat des entsprechenden Elements der Momenten- 
matrix und dem Quadrat des Fourierkoeffizienten der Feldstarke pro- 


a 


portional. Ferner gilt in dieser Naherung 


DB,» = Onn, (38) 


“was im allgemeinen nicht der Fall ist. 


Der Ubergang zu den Einsteinschen Wahrscheinlichkeits- 
koeffizienten geschieht nun genau so, wie in der soeben zitierten Arbeit 
yon Jordan und mir ausgefiihrt wurde. Man betrachte natiirliches Licht 
als eine unregelmibige Auteinanderfolge vieler solcher Wellenimpulse, 
deren wir bisher einen einzelnen ins Auge gefabt haben. Die Ein- 
steinsche ,Ubergangswabrscheinlichkeit pro Zeiteinheit“ Bam 
bekommt man dann durch Mittelung der GréSen (37) tber alle in der 
eiteinheit erfolgenden Wellenstise. Man hat durch Umkehrung von (35) 


E@® = [foertdt, Ot Say 
araus folgt wegen f(— v) = f* (v) 
co as oo 41) 
[if @Pa» =|E dt{f* (v)e-240tdy = { E@pat. 
Ra ey ny es 0 


wir unter E(t) den Betrag des elektrischen Vektors verstehen, so ist 


lie mittlere Strahlungsdichte 


1) M. Born und P. Jordan, ZS. £ Phys. 38, 479, 1925; siehe insbesondere 
8, Formel (12), S.497; das Endfeld ist darin gleich Null zu setzen. Den all- 
einen Fall behandeln wir unten in § 5. 
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wobei der Strich Mittelung iiber die Kinzelimpulse bedeutet, deren Anzahl 
pro Sekunde N = s ist. Ist nun @o(v) die monochromatische 
Strahlungsdichte, also 
w= | o(r)dy, 
0 
so tolgt 
N aan 
0) = 5 FOP 


Ist nun 9t der Vektor des elektrischen Moments, so erhalt man fiir den 
Mittelwert des skalaren Produktes iiber alle Orientierungen des Atoms 


Ie = EM? = 1 BMP. 


Daher folgt schlieBSlich durch Summierung von (37) iiber die N Kinzel- 
impulse (mit x = 1): 


a 4 x . P 
Bam OQ (Yam) = Pam = 372 | orn | -Q (Vn m)r (39) 
in Ubereinstimmung mit unserem friiheren Ergebnis'). Natiirlich gilt 
Bam = Bunn 


Ferner folgt, daf fiir natiirliches Licht die Ubergangswahrscheinlichkeiten 
voneinander unabhingig sind”). Denn die Verteilungszahlen sind nach (17) 


| C;,? == eS Dyn em ong Ome 
nom 


Dies hat man iiber die Impulse zu mitteln, aus denen das natiirliche 
Licht besteht. Wegen der volligen Regellosigkeit dieser Impulse werden 
dabei die bp, —= fn,.(7’) fiir jeden Ubergang n > hk unabhiingig schwanken. 
Allerdings erfordert dieser Punkt eine besondere Untersuchung, da die 
aufeinanderfolgenden Naherungen f,” (Z’) nach (13) miteinander verkoppelt 
sind. In der hier angestrebten Anniherung geniigt die Annahme, dab 
auBer den bf, auch die b©, unabhingig schwanken. Setzen wir das — 
voraus, so wird 


Dae Pnie = Onn One — OnmPnks 


[Ci == SS) len? Dn 4 = = en |? Bn xs (40) 


n n 


also 


") l.c., § 10, Formel (5). Siehe auch die dort zitierten Arbeiten von 
Planck, van Vleck und Niessen. 


*) Siehe auch die zitierte Abhandlung von Dirac, Proc. Roy. Soc, (A) 112, 
661, 1926. 


a 
J 
; 
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d.h. wirkt natiirliches Licht auf das Atom ein, so setzt sich die Wahr- 
-gcheinlichkeit dafiir, daB es am Ende im kten Zustand ist, additiv zu- 
| gsammen aus den Produkten der Wahrscheinlichkeit irgend eines Anfangs- 
—zustandes und der Ubergangswahrscheinlichkeit von m nach /. 

Aber es gibt auch Prozesse, wo es nicht so einfach liegt, sondern 
wo man die nicht gemittelte Formel anwenden mub, z. B. wenn man den 
Effekt eines einzelnen Stofes (etwa durch ein «-Teilchen) betrachtet, oder 
den Fall, wo ein schnell fliegendes Atom (Kanalstrahl) einen Raum mit 

wechselnder makroskopischer Feldstarke durchfhegt "ye 
Zur vollstindigen Ableitung der Planckschen Formel nach Ein- 
stein braucht man auber dem Ausdruck (39) fiir die B, noch den 
entsprechenden Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeiten der spontanen 
Emission A, 2). Ich denke, daB diese sich in ganz analoger Weise 
werden definieren und bestimmen lassen, indem man das emittierte elektro- 
magnetische Feld und seine Riickwirkung auf das Atom in Rechnung 
setzt. Dabei werden vielleicht die héheren Naherungen von prinzipiellem 
Interesse sein, weil bei diesen nicht ohne weiteres die iibliche Annahme 
gemacht werden darf, daS Emissions- und Absorptionsakte voneinander 
-unabhingige Ereignisse sind. Diese Betrachtungen sind natiirlich auch 
eng mit der Frage der Strahlungsdémpfung und (natiirlichen) Breite von 
Spektrallinien verkniipft. 
§ 4, Der Adiabatensatz fiir verschwindendes Endfeld. Wir 
fassen nun den Fall ins Auge, daB die Stérung adiabatisch erfolgt; dazu 


setzen wit 


Fit) G(«, ay (41) 


wo die Funktion @ der Koordinaten « und einer weiteren Variabeln 


u folgende Higenschaften haben soll: 


G (@, 0) = 0, G (a, 1) = 0, 

Y 2 (42) 
sal Oe yer tin 1 Ohes @ = 1, 
: | 


1) Siehe den von K. Férsterling (ZS. f. Phys. 10, 387, 1922) diskutierten 
Versuch von Stark mit Kanalstrahlen. 

4) In Heisenbergs urspriiaglicher Theorie wird axiomatisch angenommen, 
daB die A, ,,, mit den Quadraten der Elemente der Momentenmatrix proportional 


sind (wobei der Faktor mit dem der klassischen Theorie gleichgesetat wird). In 
mu dies natiirlich eine Folge unserer Grund- 
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wo a, eine feste positive Zahl ist. Diese Kigenschaften tibertragen sich 
auf siimtliche Elemente der zugehérigen Matrix Gj», (s); zunachst folgt - 


unmittelbar : t 
Finn © = Gmn (=) (43) 
sodann hat man nach der Schwarzschen Ungleichung *) 
ih ‘OG @,s js 
[Gan OP = || ASE na) VE @) de 
< a | fa, /bm|-[bn] 42 P< If lou Pae. fl dnP ae, 
also 
| Gan)? apna eee (45) 
Wir wollen nun beweisen, daS unter dieser Voraussetzung 
lim OO => One ks (46) 
T>o 


d. h. aber nach (28): bei Vernachlassigung der Glieder dritter und héherer 
Ordnung in x streben die Ubergangswahrscheinlichkeiten nach den Werten: 
Onn > 1, Oyp > O fir nk. 

Sodann werden wir zeigen, da dasselbe auch bei Beriicksichtigung der 

héheren Niaherungen gilt. 

Es besteht also bei unendlich langsamer Stérung keine 
Wahrscheinlichkeit eines Quantensprunges. 

Dieser Satz korrespondiert genau mit dem klassischen Satze von 
der adiabatischen Invarianz der Wirkungsintegrale. 

Zum Beweis benutzen wir die Darstellung (27) und die Definition (25): 


OO, = | 002) = ARP. (47) 


Nun wird nach (13) 
t 


2n% ' Aes Bue ' t) 
fre) = > [ee ne dt = on(z) (48) 
0 
wo ; i 
y wT 1 LEV, 2 ft ’ 
gk (3) = ; | Gnu (se mets ds’. (49) 


0 
Hieraus folgt durch partielle Integration fiir n = hk: 


8 

Gur (e) == ian {ou mets Gi. (6) ett nk "aol, 
nk 4 
ao 0 


1) R. Courant und D. Hilbert, Methoden der mathematischen Physik I, 
2. Kap., § 1, S. 33. 
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und nach dem Mittelwertsatze: 
22tVy, Ts aeetih 
a a!) 
Qrivnrl J 


{Gun Fadl BEE Sata) 
0) =, s 5c 


Q) aad 
Ink (8) it hunk 


Nunmehr wird wegen (44) 


) @) @) Giy(8) mB — 1 i 
Ook = Ink (1) = —= n = hk, 
nk Ink ( ) hvnk 2 21V_ pT alt a= (51) 
Daraus folgt mit Riicksicht auf (45), daB |bQ)| mit 7’ > oo nach Null 
konvergiert, also auch oo. = (oo... 


Wir untersuchen nun die héheren Naherungen. Tragen wir in 
t 
20% [ , , b Tour t 
on = E | SMO Fin Oe enlat = gen) (2) 


0 


; : 
fir ha () = an. (=) den asymptotischen Ausdruck nach Formel (50) 
ein, so wird wegen V_% + Vim = Ynm 

: Al a 

201T nants ' 

| ten (8) > ia |= nil) Gum(sye "mm"? ds. (63) 

Ueae k 

: Nun geniigt die Funktion 

. = Gn (s) Gy, ™ (s), 

die das Element der Matrix (G,,)” ist, ganz analogen Bedingungen wie 

Gm (8) selbst: sie verschwindet an den Enden des Intervalls, s = 0 

und s = 1, und hat eine beschrankte Ableitung. Daher folgt, genau 

| wie aus (49) sich (50) ergab: 
1 LY, 8 a 
a (s) Bom tT NG Gn k (s) Gem (s) ans ae a ” ae m,; (54) 
(h Vn mm) k 

- und speziell 

Ohm = Inm (1) > 0, % == m. (55) 
Mithin hat man auch [nach (27)]| 

Dee ane oy Oar Si a Die > 0, m ee m. (56) 


Das Verfahren 148+ sich fortsetzen, und damit ist die Behauptung in be- 
| liebiger Naherung beziiglich x bewiesen ’). 

§ 5. Der allgemeine Adiabatensatz. Wir haben bisher stets 
angenommen, da die Stérung am Ende des betrachteten Zeitintervalles 


verschwindet: F(a, T) = 0. 


1) Auf Konvergenzfragen gehen wir hier nicht ein; doch bieten diese wohl 
keine Schwierigkeiten, da sich die Potenzreihen nach offenbar durch geometrische 
_ Reihen majorisieren lassen. 

Zeitschrift fiir Physik. Bd. XL. 13 
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Diese Voraussetzung lassen wir jetzt fallen und nehmen an, da im 
Augenblick { = 7 die Stérung einen von ¢ unabhangigen Endwert er- 
reicht und diesen behalt: 

EG, 1) = h@yee eae, (57) 
Wir haben das z. B. beim Einschalten eines auBeren Feldes (,, Starkeftekt*). 
Der allgemeine Fall l48t sich vollstiindig auf den schon behandelten 
zuriickfiihren. Hierzu schreiben wir die Differentialgleichung (7) so: 


Ay — 2TH (0 @ + ¥P@) +x @9—FE) ¥ 
4Aniudy 

oat 

und betrachten als ungestértes System das mit der potentiellen Knergie 
U, (®) = U(a) + F(a), als Stérungstunktion K (a, t) = F (a, 1) —F (@). 
Die Figenwerte und Eigenfunktionen der Gleichung des ungestérten Systems 


0) (58) 


8 2 
ans ar" (0, @) —W) vy = 0 (59) 


bezeichnen wir mit den Buchstaben W,,, w, (#), die bisher fiir den feld- 
freien Fall [F'(«) = 0] gebraucht wurden; die dem letzteren entsprechen- 
den GréBen sollen von nun an W,°, 2 (a) hei’en. Wir benutzen nun 
den Kunstgriff, den feldfreien Fall als ,Stérung‘ der Bewegung im, (zeit- 
lich konstanten) Felde anzusehen; in der Tat geniigt er der , gestirten“ 
Differentialgleichung 

8 2? 


4p — =" (0, (@) —«F@)|—W) v = 0, (60) 


die sich in bekannter Weise lésen liSt'). 
Man erhilt 


Wn (x) == = anm Vm («), i (61) 
m 
@) 2) 
anm = Ona = 4 nm oh x? at m free (62) 
(a) F,, 
anm = — > Pon nm =e mM, | 
| 68) 
(2) a 1 ( 
nm = jagh —(S any Ey OS i oon I an) ) | 
cen m 


1) K. Schrodinger, 3. Mitteilung, Ann. d. Phys. 80, 437, 1926. Die 
Lésung ist natiirlich identisch mit dem Resultat der Stérungsrechnung in der 
Matrizenmechanik; siehe M. Born, W. Heisenberg und P. Jordan, ZS. f. Phys. 
35, 557, 1926, insbesondere S. 587. 
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Die Grében ae, aes ... bleiben unbestimmt; sie werden eingeschrinkt 
durch die Normierung der Funktion (61). Man hat dann die Bedingungen 


{die mit (26) gleichlauten|: 


(1) (1) # - 
i Onm + Gmn = 0, | 
) a qa? ES (Go @b ie amy 9 
; On m ann = “ae Ankmk » | (64) 
BRT ant ol auiiic ea * "1 oaeRe 
die fiir » = m eed erfillt sind, oyna of fiir 1 = m die 


(1) (2) 
Onns nny ++: 


mu, sonst aber willkiirlich ist. 

Diese Unbestimmtheit ist fiir das Folgende wesentlich; sie bedeutet 
die Méglichkeit, Phasen der Bewegung im konstanten Felde willkiirlich 
zu wihlen. Wir werden zeigen, daB diese Phasen gerade so gewablt 


einschrinken. So folgt z. B., daf av rein imaginir sein 


werden kinnen, da® der Adiabatensatz erfiillt ist. 


Unsere eigentliche Aufgabe ist, eine Lésung yp (a, t) = W, (#, 1) 
von (58) zu finden, die sich bei == 0 an die Funktion 
2727,.0 


n 


Yr ae" 
anschlieBt, die also die Anfangsbedingung 
4 W,, (xv, 0) = wp (2) 
erfiillt. Nun fassen wir w(x) als die Uberlagerung von Schwingungen 
des im konstanten Felde befindlichen Systems auf, entsprechend der 
Formel (61). Die Lésung wird die Gestalt (10) haben, wo an Stelle der , 
beliebigen GréBen ¢, die ganz bestimmten a,,,, treten: 


DP, (a, t) = = Gn m Um (2; t), 


m 


mit. 
auth, 


Wm (x, t) = = fm ©) e y i Bae (@); 


dabei sind die f,,, (t) wieder durch die Formeln (13), (14) gegeben, wenn 
man darin F'(, t) ttberall durch K (a, t) = F(@, t) — F(x) ersetzt; da 
diese Funktion fiir { >» oo verschwindet, existieren die Integrale in (13) 
auch, wenn die obere Grenze gegen oo riickt. Mit Benutzung der Be- 
zeichnung (15) erhalten wir also fiir ¢ > 7’: 


Qt 
Wt ; a 
Pp, (@, t) = > =, nm Omk e ie We (w), t = T. (65) 
m k 
Daher wird man hier als Ubergangswahr scheinlichkeit zu definieren 
haben: 9 ve 
i | > Or m Bink | : (66) 


m 
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Da nun sowohl die dy» als die by m eime orthogonale Matrix bilden, so 


eilt dies auch von Sadan Ymx, daher hat man insonderheit 
m 
> One (67) 
i 


Die @®,,; sind aber noch nicht emdeutig definiert, denn sie enthalten die 
GréBen a® , a®, ..., die bisher willkiirlich gewablt werden konnten. 
Unser Ziel ist, zu zeigen, daB die Forderung der Giiltigkeit des Adiabaten- 
satzes D,. =e 
gerade diese Willkir beseitigt und eine bestimmte Wahl der a\” vor- 


schreibt. Diese Forderung ist aquivalent mit 
DS Oak ew > Onmi 
k 


da aber (ap) eine orthogonale Matrix ist, laBt sich diese Gleichung nur 


erftillen, wenn b,.5 one (68) 
ist: das bedeutet fiir die sukzessiven Niherungen wegen der Relationen (64): 
@) @) 
Dnim > — 4nms | 
(2) (2) @ {@) A 
Dam > —4nm An ik Gms | (69) 
k 


Unsere Aufgabe liuft also darauf hinaus, festzustellen, ob diese asymp- 
totischen Gleichungen erfiillt sind. ‘ 


‘”) (t) unter 


Dazu untersuchen wir das asymptotische Verhalten der f;, 

‘den etwas verinderten Voraussetzungen. Der Unterschied gegen friiher 
ist, daf die Stérungsfunktion 

K(a, t) = F@, t) —F@) (70) 


zwar fiir t= 7, aber nicht fiir t= 0 verschwindet; denn da F'(a, 0) == 0; 


so folgt K (w, 0) = —F(). 

Entsprechendes gilt fiir die zugehérige Matrix: 
Kym (0) = — Fam] an 
Knm(T) = 9. 


Wir haben nun das asymptotische Verhalten von i (t) fir T +> oc 

za untersuchen unter wesentlich denselben Voraussetzungen iiber die 

Funktion F' (x,t), wie in $4, und auch mit denselben Methoden. Wir 

kénnen das dort in Formel (50) gewonnene Resultat kurz so ausdriicken: 

Ist F(t) eine Funktion mit beschrinkter Ableitung, so gilt asymptotisch 
t 


2m . 1 . 
f) == | r@yeanrar > = [F Oe" — FO), v0; (72) 


0 


\ 
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wenn aber die Ableitung nicht beschrankt ist, sondern proportional 7’ 
wichst, so hat man das Verfahren der partiellen Integration, das zu dieser 
Formel fiihrt, ein zweites Mal anzuwenden und erhalt: 


1 1 ; ; i ae 
f= [roe — FO) — sk Oe — FO} 7) 


Damit erhalten wir zunichst nach (13) und (72) 


fon Oi > 


il a 
{Kym(e 7 nm — Kym(0)}, mem, (74) 


hn m 
und daraus wegen (63) 
(yee eee) F, ie Bee. (a) 5 
Orm = Tnm (T) ea = —Aanm, % = a m. (75) 
yPnm 


Die erste der Gleichungen (69) ist also fiir » +: m erfiillt; das bedeutet 
aber bereits, daB der Adiabatensatz bis auf Glieder der Ordnung “” eln- 
schlieBlich gesichert ist; denn man hat nach (66) 
D2 m = x? a, + Bim? + 0H n =F m. (76) 
Ehe wir zu den hdheren Naherungen iibergehen, wollen wir diese Formel 
mit den Resultaten der alten Korrespondenzbetrachtung von Jordan und 
mir vergleichen. Setzen wir wie in § 3 
F(a,t) — — M(@) EQ, (77) 
wo jetzt zwar 
i (Oj 0, aber Ge (2) == 
ist, so haben wir statt (35) 
T 
f(r) = {[ZO — Fle 27tdt (78) 
0 
zu definieren, ein Integral, das auch im Limes 7’ > oo existiert. Dann 


wird, wie in (36): 


5 


2 «i 
o®, = 62,2) = — Mant mn) 
und nach (76) mit Riicksicht auf (63): 
2m\" ER 


Damit haben wir eine exakte Ableitung jenes Begriffes der ,Schiittel- 
wirkung gewonnen, den wir damals eingefiihrt haben, um den adiabatischen 
Anteil von dem Werte der Anderung einer GréSe bei Einwirkung eines 
Feldes abzutrennen. Die Gleichung (79) sieht der Formel (12) der 
genannten Arbeit’) sehr ahnlich; tatsachlich aber bestehen zwei Unter- 


1) M. Born und P. Jordan, ZS. £. Phys. 38, 479, 1925; Formel (12), S. 497. 
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schiede: Einmal beziehen sich alle Groéfen des ,ungestérten* Systems 
(vor allem die v,,) auf das System im Endfelde, zweitens ist der 
Fourierkoeffizient (78) nicht der des auberen Feldes H(f), sondern der 
von E(t) — E, und dementsprechend wird das Zusatzglied in (79) nicht 
subtrahiert, sondern addiert. 
Wir kommen nun zu den héheren Naherungen; dabei treten die GréBen 
t 


201 ( 
(2 =| Raa @at = FE APO (80) 


0 
auf, die mit ¢ ins Unendliche wachsen. Wir trennen in dem Ausdruck (13) 


fir fe (t) die Terme k = » und k = m der Summe ab: 
t 


finn () | FEA) Kam(te oem dt 


0 


t 
20% ; i i 
Sys x D 6) Knm (tt) at 


201 i a 
z he | Ds, pe @) Kim (te nm® qt (81) 


ken, m 
0 
und betrachten die drei Teile fiir sich. Das erste Integral hat im Inte- 
granden den Faktor 
(1) ao + 4@ 
fran (t) Knm ©) = An (Ot) nm O); 


dessen Ableitung nicht beschrankt = sondern ein proportional 7’ 
wachsendes Glied hat. Wir haben daher (73) anzuwenden und erhalten 


24 : Q@) sy ny 270%, t! ’ 
5) \ Aw C) Kum (ter rmmCat 


1 ee 


4 [A (t) Kym (7mm? — AD? (0) Kn m OD] 


ie m 


= aa [(Ar (t) KGuin() 4 LE) Knm(t)) @ LAV» om 


— (AP 0) Km (0) + Kun (0) Kun 0))] 


Setzen wir hier ¢ = 7 und nehmen an, daS auber K,,,,(7') auch Kaw (io 
verschwindet, d. h. Fin(L) = 0, (82) 
so ergibt sich der Grenzwert 


t 


1 


Qn m? Fran Fnm- (83) 


- 


, 
1 
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Das aweite Integral in (82) hat einen Integranden mit beschrinkter 


Ableitung; man erhilt: 


t t 

A 2uif. ; kes, 21 , 

all © 6) Kum) at! +55 | ya earnn nm! Ky» (0)} Km (tat! 
mm 


0 0 
Knm (t) Km (t) e? 74% mt — Kam (0) Knm (O)} 


207% 
Ee OAS @); 


Wy eae 
(hv, ae 


i W vy, nm 
wal she ye NG 
Erm Finm \ Fam 2nt ADDY (84) 
(h Dr) hinm tt 
Ebenso liefert das dritte Integral: 
t 
20% ' W DEV a Vga 
| >) Pr emt ye ce km" dt 
a ken, m 
0 
t 
20% il ( Qnty, ' = , LUV t! zat 
adele A! | (ac, Coan — 1 .(0)| Kee e "at 


h ken, m hYnk 
0 


1 1 vs Se 
h hae Fis Hee k (t) Kym (t) ae mm nk (0) Kym (0)} 
Vnm ken, m Unk 


il Q2aiv 
ary >) wae. Ky4 0) | Ki; m (t) e emt — Km(O)} 
ken; my Vnk Vim 
Metis Ge —— ee 
A 1 Prk Fm Fak Prin e (85) 
hinm hen, m hunk kaen,m he Un Viem 
Durch Addition von (83), (84), (85) erhalten wir 
FanFinm Pm Enm ot 1 FurFum 
nm aig (hvnm) (hm) hn m ken, m honk 


PrrFum F,, m 2 m4 ie (T) -n =o m. 


4 
an ncYem  PUnm fh 
Andererseits ist nach (63) fiir » = m: 

(2) a a Set eave (« g® F Fram Hmm 
mm 5 Onk Vem hUnm mnt nm ~— hie 

ad SS Fax Fem Fans) 

ken, m hUnk hv, m 
Frm FarPam s 


Q) @) 
ee (4 n o mm) hv Os hey rVE 
Lm “ n,™ n vm 
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Die beiden Ausdriicke stimmen iiberein, d. h. die zweite Gleichung (69) 
ist erfiillt, wenn 
T 
@, = — ee AM (2) = = = My {mm an = | an ai| (86) 
0 . 

gewihlt wird, und dieses ist miglich, da die erste Gleichung (64) der 
Grébe a, nur die Bedingung auferlegt, da® sie rein imaginir ist. 

Damit ist der Adiabatensatz bis zu den Gliedern mit x* einschlieSlich 
in der Entwicklung von ®,,,, bewiesen. 


Die Weiterfiithrung der Uberlegung fir die héheren Naherungen er- 
fordert betriichtliche Rechnungen und mag hier unterbleiben; es ware 
erwiinscht, diese Rechnungen durch eine direkte Schlufweise zu ersetzen. 
Ferner wire zu iiberlegen, was im Falle von Entartungen geschieht. 


SchluBbemerkungen. Man kann die Frage aufwerfen, ob es nicht 
miglich ist, den Begriff der Ubergangswahrscheinlichkeit fiir einen scharfen 
Zeitmoment (nicht fiir einen dauernden Endzustand stationirer Bewegung) 
zu definieren. Dies scheint mir nach dem Ausgefiihrten nur sinnvoll, 
wenn man sich in dem betrachteten Augenblick die momentan wirkende 
Kraft dauernd weiter wirken denkt; dann hat man aber eigentlich nicht 
viel gewonnen. Die Begriffe des Ubergangs, Quantensprungs usw. setzen 
eben voraus, da8 man zwei ungestérte, stationiire Zustinde miteimander 
durch einen Stérungsvorgang verbindet. 


Zum SchluB’ mége kurz auf die Anwendung der vorgeschlagenen 
Definitionen in der StoStheorie eingegangen werden. Der Hauptunter- 
schied ist, da es sich hier um nicht abgeschlossene Systeme handelt, die 
bei dem Proze8 eine Energieinderung erfahren (die mittlere Energie nach 
dem Proze8 >} C;,|? W, ist verschieden von der mittleren Energie vor dem 

n 


ProzeB >) \cn|? W,,), wihrend bei einem StoBvorgang die Gesamtenergie 
n 


konstant ist. Bei letzterem betrachtet man aber die einem Teilsystem 
wiederfahrene Zustands-(Energie-)Anderung. Die Hauptschwierigkeit dabei 
ist, daB man nicht die Zeit als explizite Variable zur Verfiigung hat, 
derart, daB man einen Anfangszustand ¢ < O und einen Endzustand t > T 
unterscheiden kann; vielmehr hat man das asymptotische Verhalten des 
Gesamtsystems vor und nach dem StoSe als Anfangs- und Endzustand 
zu betrachten. Das bedeutet eine gewisse mathematische Schwierigkeit, 
andert aber nichts an dem eigentlichen Sinne unserer Betrachtungsweise. 
Doch wird es wohl angebracht sein, auf die Definition der Ubergangs- 
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wahrscheinlichkeit fiir den allgemeinsten Fall eines abgeschlossenen Systems 
noch einmal zuriickzukommen. 


Anhang. Integration der Differentialgleichung (7). _ Die 


" Differentialgleichung (7) 


8 2 w 
h? 


ist von Schrodinger ausfiihrlich behandelt worden; doch eignet sich 
n Resonanznenner nicht 


Ay— (UG) +«F @d\e—= = a, = 9 


sein Lisungsverfahren wegen der dabei auftretende 
on Stérungen mit beliebigem Zeitablauf. Wir benutzen 


zur Behandlung v 
1) bei der ent- 


daher ein anderes Verfahren, ahnlich dem, das Jordan 
sprechenden klassischen Rechnung angewandt hat”). 
Wir entwickeln q nach Potenzen von %: 
wy (a, t) = p (a, t) + #YP@N To 
Dann hat man folgende Niherungsgleichungen: 


Anpiow _ 


Sau 
Oe 0 
Hh i? es h ot ah 
8 2° wu Ani Oy Sm wu 
Qa) q@) — Se 9 
ae WW Ue h ot hi? Ep 


 Anpidy a ee 
pea er 3 
P Fea eeot nas 


Die erste wird geldst durch die Eigenschwingungen 


Wnt 


2 nt 
Wn (mt) = va(we* 
In der zweiten entwickeln wir die rechte Seite: 
F Wn == ms Fri (t) Um (x) 
m 
und setzen die Lisung in der Form 


. D566 
1) —— Want ; 
Vn == > frm@) en : Wm (x) 
m 


an; dann erhalt man fir fs, folgende Differentialgleichung : 


1) ¢ . 
apes ss 20% 1, 271% met 
= — Fane } 
dt h 


1) P, Jordan, ZS. f. Phys. 88, 506, 1925. 
2) Pp. A. M. Dirac [Proc. Roy. Soc. (A) 112, 661, 1926] benutzt dasselbe 


Verfahren. 
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deren fiir ¢ — O verschwindende Lésung ist 
t 
274 
ee = 


DELO ai, te 
nm(t)e nm” dt. 


d 


0 
In derselben Weise fiihrt fiir die dritte Naherungsgleichung der Ansatz 


274 
Own ) 
Vn, yh 


fone" yh (a) 
auf ; 
diana ass AL = POR, Le me mt 
if 
also i 
(2) 


—= Yan Ta Wy 27t¥ v F 
nm) = > — [3 i fk t) Fem (Ye eon at 
So geht es weiter 


da die (p i 1)te Niherungsgleichung wy”) und p(e—v) 
in derselben Weise verkniipft, wie die dritte w® und wy, hat man 
allgemein 


{© 


fin (t) = ae Shak C) Kim Geen" at 


0 
Damit sind die Gleichungen (13) bewiesen 
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Winkelvariable und kanonische Transformationen 
in der Undulationsmechanik. 


Von F. London in Stuttgart. 


Mit 1 Abbildung. (Eingegangen am 19. Sept. 1926.) 


Die Ubertragung der Transformationstheorie der Matrizenmechanik auf die Schro- 
dingersche Kigenwerttheorie fiihrt zu einer sehr generalisierten Auffassung der- 
selben (und der Theorie linearer Differentialgleichungen iiberhaupt) unter den 
allgemeinen Gesichtspunkten einer Invariantentheorie linearer Funktional- 
operationen (§ 1). Diese Operationen lassen sich darstellen als Drehungen 
im Hilbertschen Funktionenraume, welcher yon dem Orthogonalsystem 
der V- ausgespannt wird. Die kanonischen Transformationen der Matrizen- 


mechanik sind dann die von diesen Drehungen auf lineare Operatoren indu- 


yierten ‘Transformationen (§ 2). Die Transformation auf Winkelvariable ins- 
besondere liefert eine allgemeine Darstellung simtlicher Systeme von Orthogonal- 
funktionen und bringt sie in einfachen Jusammenhang mit den trigonometrischen 


Funktionen. So erhailt man Y, (g) = pik. 8) wenn §(q, J) die Erzeugende 
der Transformation auf Winkelvariable (in der Jacobischen Form) bedeutet ($ 4). 
g§ 5 und $6 Beispiele und Anwendungen. 


Die Beschreibung des Schwingungsvorganges, in welchen Schr6- 
dinger') das quantenmechanische Geschehen aufgeliést hat, bedient sich 
ausschlieBlich des ,g-Raumes* als Mannigfaltigkeit der mathematischen 
Formalismen. Es ist bekannt, welche auBerordentliche Symmetrie die 
klassische Mechanik annimmt, wenn man statt der Koordinaten und ihrer 
zeitlichen Ableitungen die Koordinaten und Impulse als , kanonische “ 
Variable einfiihrt, und sich dadurch die Méglichkeit erschlieBt, die Lésung 
des mechanischen Problems auf die Aufsuchung einer Transformation auf 
uniformisierende Variable zuriickzufiihren. 

Die Ubertragung dieses Ideenkreises auf die Wellenmechanik ist von 
prinzipieller Bedeutung ; sie soll in ihren Grundziigen im folgenden 
skizziert werden. Dabei wird uns die Parallele zu der bereits vor- 
liegenden Transtormationstheorie”) der Matrizenmechanik®) von Vor- 
teil sein. 

§ 1. Kanonische Transformationen. Als ,kanonische Trans- 
formation wird in der Matrizenmechanik ein Ubergang von Koor- 


1) BE. Schrédinger, Ann. d. Phys. 79, 361, 489, 734; 80, 437; SL, 109, 1926. 

2) Pp. Jordan, ZS. {. Phys. 37, 383, 1926; F. London, ebenda 87, 915, 1926; 
P, Jordan, ebenda 38, 513, 1926; G. Wentzel, ebenda 37, 80, 1926. 

8) Uber ihre formale Identitat mit der Undulationsmechanik siehe K. Schro- 


dinger, Ann, d. Phys. 79, 734, 1926. 
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dinaten p, gq zu neuen Koordinaten P,Q bezeichnet, bei welchem die 


Bedingung der kanonischen Zuordnung'): 


i 
5 (PI—9P) = 1 ee 
eine Invariante ist. Die Differentialgleichung der Undulationsmechanik 
[ he 
ju (a, — ©) a = EP (2) 
i Og). 


[sie wird gebildet, indem man aus der passend?) symmetrisierten 
klassischen Hamiltonschen Funktion H(qg,p) durch die Substitution 
p> : y den Ditferentialoperator H(q, a 5.) herstellt und auf die 
1 Og i Og 
unbekannte Funktion Y(qg) einwirken libt| legt zuniichst nur spezielle 
Koordinatentransformationen nahe, niéimlich solche, die allein im ,q-Raume “ 
vor sich gehen, und welche den , Punkttransformationen* der Mechanik 
entsprechen. Derartige 'lransformationen @ == /(q) waren es, die bisher 
zur Auflisung von (2) einzig herangezogen wurden. 
3eabsichtigt man, die Punkttransformationen der Wellenmechanik 
in Analogie zu den kanonischen 'ransformationen zu verallgemeinern, so 
wird man dazu gefiihrt, Transformationen von der Form 


an (4 50) | (3) 
0 = G(s aa) 


zu untersuchen, welche die Operatoren gq und —— simultan transformieren. 


04 


Kis ist ohne weiteres klar, daB’ man nicht J’ und G gleichzeitig beliebig 


t 


vorgeben kann: wenn der Operator ® regeben ist, so ist damit im 
J Beg ’ 


wesentlichen auch tiber den Prozef der Differentiation —— verfiigt und 


Ow 


“ 'Dransformation zu fordern 


umpgekehrt, Man wird von einer ,kanonischen 
haben, dai die durch G@ in (3) definierte Differentialoperation 
auch wirklich die Differentiation nach dem durch J’ ein- 
gefihrten Operator @ bedeutet. 


') Wir bezeichnen nach einem Vorschlage von P. A. M. Dirac (Proc. Roy. 
Soc, 110, 561, 1926) mit fh das (2 )~!-fache der Planckschen Konstanten. 

+) Siehe E. Schrédinger, Ann. d. Phys. 79, 734, 1926. 

%) D. h. das Multiplizieren mit @, nicht zu verwechseln mit der Va- 
riablen q. 


- 
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Verlangt man entsprechend (1) die Invarianz des Operators 
0 
= (ae + 
eT: (4) 
) so ist damit bereits im wesentlichen unserer Forderung geniigt: (4) charak- 


_ terisiert die Produktregel der Differentiation, angewandt auf Produkte 
) mit der Variablen. Die Summenregel der Differentiation ist wegen 
der Distributivitét von Multiplikation und Differentiation fiir beliebiges G 
in (8) stets erfillt, Durch diese beiden Relationen ist das Differen- 
tiieren zwar noch nicht ganz festgelegt, sondern nur bis auf einen addi- 
tiven Operator f(Q), der allein von Q abhiingt und eine fiir die Trans- 
formation charakteristische Funktion ist. Das ist aber nicht schlimm: 


 Bptweder kann man sich auf den Standpunkt stellen, man versteht nach 
Ait 


; Oe : 
der Transformation unter dem Operator 70 die Operation 
v 


Chek cali 
sa tt O=59 


auf welche man die iiblichen Verkniipfungsgesetze tibertragen darf. Oder, 


wenn der Operator H nur von x abhingt — im Falle der Winkel- 


variablen —, kann man es stets so einrichten, daf aa wirklich die Diffe- 


rentiation nach Q bedeutet, da iiber die zugehérige Transformation von 
geeignet verliigt werden kann. Benutzen wir also (4) als Kriterium 


einer kanonischen Transformation, so entsprechen wir mit einer kleinen, 


sinngemiiben Abinderung unserer urspriinglichen Forderung. 

u dem Kriterium eine Konstruktionsvorschrift zur 
nonischen Transformationen hinzuzufiigen, kinnen wir 
Tpansformationen der Matrizen- 


Um nun z 
Erzeugung von ka 
ohne weiteres die Darstellungen der 
mechanik (nicht der klassischen Mechanik!) iibernehmen, indem wit 


h : 
itberall p durch i i _ersetzen. Die Invarianz der Vertauschungsregel (1) 
i oq 


garantiert dann die der Bedingung (4). 
Wir bevorzugen folgende der Jacobischen entsprechende Dar- 


stellung; Sei S—= S(q, P) eine willkiirliche Funktion ihrer Argumente, 


so ist h 0 h fa) 
A ee rat pee 
as(u i a) h d : (1 i sa 
> Saas, aman aq 


0 Oa wt: ; 
eine kanonische T anstormation, wobei unter OP und ig die ,, Ditte- 
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rentiation zweiter Art“ von Born!) zu verstehen ist?), oder S vorher 
in passender Weise symmetrisiert sein mul 8) und gewoéhnliche Differen- 
tiation gemeint ist. : 

Es ist wohl nicht iiberfliissig, ausdriicklich nachzuweisen, dal alle 
aus (2) durch kanonische Transformationen hervorgehenden 
Eigenwertprobleme dieselben Eigenwerte haben. Dazu ist es 
bequem, eine andere Darstellung der kanonischen Transformationen zu 
benutzen, welche, wie Jordan®) gezeigt hat, der in (5) angefiihrten 
fiquivalent ist und sémtliche kanonischen Transformationen umfabit : 


Sei 1 (Q, 5a) ein willkiirlicher Differentialoperator, 7'—1 der rezi- 
proke Operator, so ist 


q = T-' QT, gy u 


— = Pf Ba 
eine kanonische Transformation. Diese fiir die Anwendungen etwas um- 
stiindliche Darstellung hat den Vorzug, da sie sofort anzugeben gestattet, 
ae ee 0 ; 
wie sich ein beliebiger Operator I’ (4 aa) durch (6a) transformiert. 
q 


Offenbar ist: 


P(a 5\= — 7 1F(Q, x0) a *(Q5) oY 


Der Beweis der Aquivalenz der durch kanonische Transformationen 
aus einander hervorgehenden Eigenwertprobleme ist jetzt sehr einfach: 
Sei 


[1 (a 5.) wv (| = = EV) 


das urspriingliche Problem, 


[*(@5 -) w+ (Q)| 


=[1>(¢ o)H(%5 walt r(@5 50) w+ (Q)| = EX w*(Q) 


das transformierte Problem, so iibe man auf beiden Seiten die Operation 


1(Q, <5) aus : 


[#(@ sa} TO xa) w+ (Q| = ne[7(e55) w+ (Q)]. 


1) M. Born, W. Heisenberg, P. Jordan, ZS. f. Phys. 35, 561, 1926. 
2) F. London, ebenda $7, 915, 1926. 
5) P. Jordan, ebenda 88, 5138, 1926. Wir bevorzugen die Anordnung 


S(q,P) = = f(D % (P): 


{ 


é 
® 
i 
" 
i 


~ 


Sipe Ey baie soe 
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Diese Differentialgleichung ist mit der urspriinglichen identisch und 
hat fiir dieselben Eigenwerte eindeutige Lésungen, wenn man 


[7(@ a) w+ (Q)|=B@) (6) 


setzt!), wodurch die Lisungen des einen Problems aus denen des anderen 
durch Quadraturen und Differentiationen hervorgehen. 

Man wird die Transformationen (5) bzw. (6) nicht mit den Be- 
riihrungstransformationen verwechseln, welchen sie allerdings formal zu- 
geordnet werden kénnen: Durch (5) und (6) werden lineare Differential- 
operatoren beliebiger Ordnung transformiert, wahrend es sich bei einer 
Beriihrungstransformation um eine Transformation von Linienelementen 
handelt, wobei also nur erste Differentialquotienten, allerdings be- 
liebigen Grades, auftreten. Von Wichtigkeit ist, daf die Operator- 
transformationen auch zu nichtganzzahligen und negativen Differential- 
operationen Anla8 geben. Wir werden uns hier mit diesem alten Problem 


nr 
der Interpolation von fuk fiir nichtganzzahliges m nicht eingehend aus- 


On” 
einanderzusetzen brauchen, da wir zunichst die Transformation auf Winkel- 
variable vor Augen haben, wo uns die Beziehung 
d@eke 


— Ke% eku 
d a” 


auch fiir gebrochenes o gerechtfertigt erscheint. 


§2. Die kanonischen Transformationen als Drehungen im 
Hilbertschen Raum. Wir werden durch die letzten Gleichungen (6a, b, ¢) 
zwangliufig zu einer Deutung des ganzen Transformationszusammenhanges 
gefiihrt, welche bereits in der Matrizenmechanik mehrfach?) geahnt worden 
ist, aber in ihr noch nicht vollstindig zum konkreten Ausdruck gelangen 
konnte. 

Wir sind ausgegangen von Transformationen von Operationen 
[(5) baw. (6)]. Das bedeutet folgendes: Ich habe in einem Gebiet eine 
Abbildung H, welche jeden Gegenstand w in einen anderen Gegenstand y 
des Gebietes iiberfiihrt. AuBerdem habe ich eine andere Abbildung 7’, 
welche das ganze Gebiet mitsamt seiner Abbildung H in ein neues Gebiet 


1) Diese SchluBweise ist nicht streng, ich méchte aber auf ihre Prazisierung 
hier nicht eingehen. 

2) M. Born und N. Wiener, ZS. f. Phys. 36, 174, 1926; M. Born, W. Heisen- 
berg, P. Jordan, ebenda 85, 557, 1926, Kap. 3, tiber den Zusammenhang mit den 
Hermiteschen Formen. 
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abbildet. « gehe dabei in x*, y in y* iiber. Die ,abgebildete Abbildung* H* 
fiihrt dann 2* in y* itber. Benutzt man statt 2* > y* den Umweg 


7 


Fig. 4: 


av > 2 > y > y*, so ergibt sich die bekannte Darstellung fiir die Trans- 


formation einer Transformation : 
He == ariel 


Dieser Zusammenhang hatte von Anfang an in der Matrizenmechanik 
die Frage nahegelegt: Wenn die kanonischen Transformationen 71QT 
die Form von Transformationen von Transformationen haben, an welchen 
Dingen « greift dann 7 unmittelbar an? Die Antwort auf diese Frage 
gibt Gleichung (6c): Die Dinge w sind Schrédingers neue Zustands- 
grébe @, deren Schwingungsvorginge durch eine Reihe von Bigen- 
funktionen @, beschrieben werden. Der Operator 7' fiihrt gema (6c) 
diese Reihe gliedweise iiber in ein anderes System #; von Higen- 
funktionen. 


Man kann diese Verhiltnisse schiéner tiberblicken, wenn man die 


Eigenfunktionen 4,(@Q) = [z(@ xa) pt @| nach den Kigenfunk- 


tionen BF (Q) entwickelt. Ich setze also an: 
B,(Q) = [Ti PF (Q. (6c’) 


Die Entwicklungskoeffizienten 7;, berechnen sich nach bekannter 
Vorschritt *): 
Ti, = | OEP .AQ 


=|: [2(0.50) i] «0 


1) Wegen der Verwendung von Y, siehe § 3. Die Beriicksichtigung einer 
Dichtefunktion iiberlassen wir dem Leser. Konvergenz gegen ¥), ist natiirlich nur 
im Existenzbereich yon &* yu erwarten. 
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Man erhilt also als Entwicklungskoeffizienten 7';;, gerade das, was 
Schrodinger als das Matrixelement 7';, bezeichnet. (6c') lehrt, dab 


sich die Differentialoperation r(Q, xa) einzeln ausgeiibt an den ver- 


schiedenen Eigenfunktionen (6c), ersetzen abt durch eine lineare Trans- 
formation des Simultansystems der Eigenfunktionen. 

Setzt man das neue Kigenfunktionensystem orthogonal und normiert 
yoraus und iiber das gleiche Grundgebiet definiert, so erkennt man, dal 
die Koeffizienten 7';, der Transformationsmatrix bereits weitgehend ein- 
geschriinkt sind: 

Multipliziere (6c’) mit p, und integriere tiber das Grundgebiet, so 
ergibt sich: 


[Bj P.dQ =e = | (S187) (= Tig?) dQ 
= = Ti; Te 91i 


aes 
Sa ly ae 
l 

- oder 

a 
(ey Gee (7) 
. eS . . 
wobei J die zu 7 transponierte Matrix ist). Diese ,hermitesche “ Ortho- 
gonalititsbedingung wurde bereits von Born, Heisenberg und Jordan 
dafiir namhaft gemacht, daf der hermitesche Charakter der Matrizen er- 
halten bleibt, d. h. daf man reelle Lisungen erhilt. 

(7) charakterisiert die Abbildung (6c') als eine ,Drehung® (im 
Hermiteschen Sinne) des von den orthogonalen Higenfunktionen aus- 
gespannten , Koordinatenachsensystems* im Hilbertschen Funktionen- 
raum von unendlich vielen Dimensionen. Die kanonischen ‘ransforma- 
tionen der Matrizen sind dann die von dieser Drehung induzierten 


Transformationen beliebiger linearer Transformationen des Simultan- 


“systems der Y%,”). 


1) Diese Darstellung wurde bereits von Herrn Fues in speziellerem Zu- 
sammenhang untersucht, was mir eine wertvolle Anregung war; vel. tibrigens 
P. Lévi, Lecons d’analyse fonctionelle (Paris 1922), S. 125ff. 

2) Erst nach AbschluB der Arbeit habe ich den nahen Zusammenhang be- 
merkt, in welchem die Resultate dieses Paragraphen mit den sehr allgemeinen, 
abstrakten Arbeiten, vor allem von italienischen Mathematikern, iiber distribu- 
tive Funktionaloperationen stehen. 5o beweist S. Pincherle (Math. Ann. 
49, 325, 1897), da unsere linearen Differentialoperationen mit den distributiven 
 Operationen (d. h. [7, (y+ ¥)] = [T, gp] + (2, y]) im wesentlichen identisch 
sind, und weiterhin T. Cazzaniga (Torino Rend. 34, 510, 1899), daf diesen die 
affinen Abbildungen im Hilbertschen Raume korrespondiecren. Ich werde auf diese 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. XL. 14 
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Man wird erwarten, daB die Matrizenelemente Invarianten 
gegeniiber kanonischen ‘lransformationen sind: Das elektrische Moment 
in einer bestimmten Richtung mu’ unabhiingig davon sein, mit welchen 
Koordinaten ich dasselbe berechne. Sei 

Fy, = |B. FP AQ, 
so erhilt man in der Tat nach (6b) und (6c'): 
7) rp ok a al Ws (FIT —1 yy * 
ae | Ty El eae ag 
| 
pias 
Be — —— oR, 
= (7. TFT Lore == thane 


letzteres wegen (7). 


Die Intensititen sind also Drehungsinvarianten, die 
Higenwerte dagegen affine Invarianten im Hilbertschen Raume. 
$3. Hermitesches Kigenwertproblem., Die Schrédingersche 


Wellengleichung (2), welche eine homogene lineare Difterentialgleichung 


zweiter Ordnung darstellt — entsprechend dem quadratischen Charakter 
der kinetischen Energie — wird durch eine kanonische ‘Transformation, 


bei welcher die kinetische Energie ihren ausgezeichneten Charakter ver- 
liert, tibergefiihrt in eine zwar ebenfalls homogene lineare Differential- 
gleichung, welche aber im allgemeinen nicht zweiter Ordnung sein wird. 

Beschriinken wir uns auf reelle kanonische Transformationen, so 

aan WIOT aR : 
werden infolee der Zuordnung p —> a ai die Differentialquotienten un- 
gerader Ordnung einen rein imaginiiren Koeftizienten erhalten, die gerader 
Ordnung sind reell. Wegen der Beziehung zum Konjugiert-[maginiiren 
sei die Bezeichnung , Hermitesches Kigenwertproblem* gerechtfertigt. Wir 
nehmen an, da® die transformierte Wellengleichung eine Laurentsche 
eer hoo ; 
Entwicklung nach Potenzen von (>. : ) gestattet, und da uns die 
i dW 

Transformation aut Winkelvariable vor allem interessiert, machen wir die 
weitere Voraussetzung, da diese Entwicklung konstante') Koeffizienten 


und keine wesentliche Singularitiit habe. Das Kigenwertproblem laute also: 


i \T rap 
[4 (‘; ; ) w| 2 Dy Ae (+): Ce = E.Y. (8) 
SN ae . VY OD? 
und andere mathematische Fragen in anderem Zusammenhane niiher eingehen. 
Zur Orienticrung tibrigens s. Math. Kaz, Bd. Il, All, Artikel S, Pincherle, 
“itl, 12, 18, 14. (Ausatwz bei der Korrektur.) 

1) Diese Beschrinkung ist ganz heuristisch. Die Methode der kanonischen 
Transformation zeigt bereits den Weg zur Verallgemeinerung. 
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Als natiirliche Randbedingungen treten die iiblichen Bedingungen 
bis zur entsprechend hoben (positiven und negativen) Ordnung hinzu. 
Wir betrachten gleichzeitig mit (8) das konjugiert komplexe Eigenwert- 

problem fiir @: 

iO — h\t op Langa 
ica oe) Sh eters = Fs C9 
Sei Y, eine Lésung von (8) mit dem Eigenwert E;,, entsprechend @, 
eine solche von (8a) mit dem EKigenwert E,. Setzt man diese Lisungen 
und Eigenwerte in (8) baw. (8a) ein, multipliziert (8) mit @, und (8a) 
mit ™®,, subtrahiert die beiden Gleichungen und integriert tiber den 
ganzen Grundbereich, so ergibt sich in der iiblichen Weise durch Produkt- 
: integration und Benutzen der natiirlichen Randbedingungen das Ver- 


4 
_ schwinden der linken Seiten (das verschiedene Vorzeichen der ungeraden 
; Glieder ist hierbei wesentlich !), und man erhalt 
3 = Be 
’ 0= EL) | Pi F.dQ (9) 
also fir E, -— E; 

[Pi P,.4Q = 0 (10a) 


als ,hermitesche* Orthogonalitatsbedingung. Ist @,, = YW, so ist wegen 
ep, > 0 ne 

(e P,dQ > 0, 

~ wenn 4, nicht identisch verschwindet; da mit @, auch c. @, eine Lésung 
von (8) ist, kénnen wir als Normierung festsetzen: 


(PBaQa=l (10b) 
Fir @, — W, folgt aus (9) und (10b) 
Ey — Be 


Die Eigenwerte sind also auch hier stets reell. 


Sei f(Q) nach den Eigenfunktionen entwickelbar : 


— marr Pr 
so ergibt sich auf dem iiblichen Wege fiir die Entwicklungskoeffizienten : 
ce = [P.fdQ (11) 
und als Vollstindigkeitsrelation 
SJfowide. [Pitae = jafae (12) 


Alle diese Beziehungen gehen fiir reelles & in die altbekannten tiber. 
14* 
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§ 4. Die Winkelvariablen. Als Winkelvariable bezeichnet man 
in der Mechanik kanonisch konjugierte Koordinaten w und Impulse J, fir 
welche die Energie eine Funktion der J allein wird und auferdem 
die orthogonalen Ortskoordinaten periodische Funktionen der w 
mit der Periode 2 sind. 

In der undulatorischen Mechanik sind diese Koordinaten dem- 
entsprechend dadurch ausgezeichnet, da8 in ihnen die Wellengleichung 
explizite nicht die Koordinaten w, sondern nur die Differential- 
quotienten (allerdings beliebiger Ordnung) nach w enthilt. Damit 
haben wir gerade den Fall vor uns, den wir vorhin besprochen haben. 
AuBerdem haben wir als Randbedingung zu verlangen, daf # — als 
eindeutige Funktion von g — periodisch in w von der Periode 2 m sei. 

Aus der wohlbekannten allgemeinen Lésung der linearen homogenen 
Differentialgleichung (8) mit konstanten Koeffizienten ergibt sich als 
Lésung des Eigenwertproblems 


1 ees 
eC, = ——e oder = ——erh “i (13) 
\2x V2 
wenn J = nh(n = 0,1,2...) gesetzt wird, mit den Eigenwerten: 
Ei, == (i) aE): (14) 


Die Bedeutung der Transformation auf Winkelvariable besteht also darin, 
da8 als hermitesches Orthogonalsystem die Exponentialfunktionen e”¥ 
eingeftihrt werden, bei welchen die Anwendung des Differentialoperators 


ee mit der des algebraischen Operators nh gleichbedeutend ist. 

Wiinscht man zu den urspriinglichen Koordinaten gq wieder zuriick- 
zugelangen, so ist zu fordern, da die Eigenfunktion @ statt von w 
nunmehr von g abhingig ist, da8 aber die Abhangigkeit vom Kigenwert- 
index, d. h. von J, erhalten bleibt. Dieser ,verschriinkten“ Variablen- 
wahl wird gerade durch die Darstellung (5) der kanonischen Trans- 
formationen entsprochen. Ist 


SG). —— Sg, 


die Erzeugende der uniformisierenden kanonischen Transformation, so be- 
haupten wir, ist 
+ s@P 
FG) = BCG) se" (Ji 0h, n = 0,1, 2, 3...) ae 
die Darstellung des Orthogonalsystems in den urspriinglichen Koordinaten, 
also z. B. der Laguerreschen, Hermiteschen, Legendreschen u. a. 
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Les inalidalionen: welche samtlich in dieser sehr durchsichtigen 
}Weise auf den Prototyp aller Schwingungsvorgiinge, die trigono- 
-netrischen Funktionen, der Reihe nach abgebildet werden’). 

) Brillouin?) hat kiirzlich, geleitet von der mechanisch-optischen 
Analogie, einen ganz ahnlichen Ansatz fir die Eigenfunktionen & unter- 
sucht. Er betrachtet ¥ als Wellenfunktion eines verallgemeinerten Ei- 
konals S, welches im Grenzfall der klassischen Mechanik mit der Wirkungs- 
funktion iibereinstimmt. Er setzt also fiir die Eigenfunktionen an: 


i 
— S@) 
a — eh : 


und entwickelt S nach Potenzen von /. 
Annlich benutzt Wentzel*), um die Wellengleichung auf eine 


Riccatische Differentialgleichung zu reduzieren, den Ansatz 


42 + Juda 


— & 


Unsere Darstellung (15) illustriert den Limes der von jenen Autoren 
angestrebten noch sehr problematischen Approximationsverfahren und sie 
zeigt, daB die Rolle des Eigenwertindex von dem kanonischen Winkel- 
impuls tibernommen wird. Auch in der Schrédingerschen Mechanik 
also besteht der Zusammenhang zwischen dem Eikonal und der Erzeu- 
| genden der kanonischen Transformation. 

) § 5. Beispiele: I. Wir betrachten den starren Rotator (Masse = ™, 
Radius — a); und gehen aus von einer Darstellung mit Hilfe der Koor- 
dinaten «, der Projektion auf einen Rotatordurchmesser. Die kinetische 


Energie lautet in diesen Koordinaten 


1 

T= Sag — PE 
Man erhilt also die Wellengleichung 

he OM Vaan aa Lat : 

Bee | Vg ee Re — 0. ks 

2ma? aa? xa \V * 0a e ne 

Anstatt dieselbe unmittelbar zu integrieren, transformiere man aut 

Winkelvariable mit Hilfe der kanonischen Transformation*) mit der Er- 


zeugenden 


ee (arosin 7) 7 (17) 
a 


1) Den Beweis dieses Satzes findet man im Anhang. 
2) L. Brillouin, CG. R. 188, 23, Juli 1926. 

8) G. Wentzel, ZS. f. Phys. 88, 518, 1926. 

4) Sie ist hier speziell eine Punkttransformation. 
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wodurch die Wellengleichung in eine solche mit konstanten Koeffizienten 
iibergeht 

Te iS 

—— + - + Hy* = 0, 

2ma? Ow? gt 


deren Lisungen sich ohne weiteres ergeben: 
n? h? 


| 
<_e so ot) dpa tae 
ct meicwi 8, 


y 20 
Wiinscht man den Vorgang mit Hilfe der Koordinate # zu verfolgen, 
so ergibt sich nach (15): 


(18) 


tae, # 
vw, Loe oa. S (nh, #) uy at arcsin a. (19) 
Wir hatten somit auf diesem Wege ein neues System von Ortho- 
gonalfunktionen gefunden, wenn dieselben nicht bereits als Polynome 
: W? : 
von Tschebyscheff?) mit den Kigenwerten »? ne die wohlbekannten 
Lisungen von (16) bildeten. In unserer Darstellung (15) erscheinen 
sie nichst ¢c?”” als der einfachste Typ von Orthogonalfunktionen, da hier 
fiir S, die Inverse einer periodischen Funktion, einfach der Arcussinus 
figuriert. 
2. Etwas tieferliegend ist folgendes Beispiel: Die Wellengleichung 
des Oszillators 
wow) vs 
aes eS =—- HH rn 
TEN PT +5 Pq) = (q) 


wird vermittelst der Mahe 


8(u 5 ga) = Ge +g — 3 3) 


kanonisch auf eine Variable w transformiert: 


hyn oe CINE + Bee ) = EV*(x) 


und diese schlieBlich vermittelst S, Z a ee) = —j,-lnz- 7 (Punkt- 
. 4 Ow Ow 
transformation) auf die Winkelvariable w: 
hyd Bw (w) 


ek (ap) — FL a** (yp 
“i OW ie eee (i): 


1) Siehe etwa R. Courant und D. Hilbert, Methoden der mathem. Physik 
(Berlin 1924), 8. 260. 
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Fiir die letzten beiden Gleichungen verifiziert man leicht als eindeutige 
: Bes 

Lisungen W**(w) = e™” baw. B(x) = ie) =< of mit den 
Eigenwerten E, = (n+ 4)hv. Uns interessiert der Ubergang zu den 
Bigenfunktionen %&,,(q). Man findet diese nach (6c) mit Hilfe der 
Erzeugenden §, durch Einwirkung des Operators ae 


t hd 0 
v — 8. i — —— ) — pees 
V(x H 0 \= iG 7) a 


Mig) ea 
4 Ow 
Doles ; 2 
Serra g, ods Pay 


ae ee de 2 0m? 7d” 
v — a he 
Sa ear a i Vov— — epee 
—e rae oe te a 92 da 
auf @* (x) == a”. Man erhialt so fiir B, (@ schrittweise: 
n 


h oO 
Pp, (v) — [2 (« +53) on| 
v nia 0 n >. 
Haat gas 2 GV¥21—1), oa(3 P(e y 
y Mayes 


| 


h 2! 


a V2 — 


Q) 
Die jetzt auszufiihrende Operation ¢ ” 3 ist?) die Substitution 


— RS VA Nt 
a Bee "(EV mY Fe) 
n—4 


et eet) (2 y a 1) can Gee Nes 2) (n — 8) (2 ) a °) ae | 


Das aber sind genau die Orthogonalfunktionen von Hermite °): 


; aes" ly 
= Const.e ** Hel V5, r)), 


Schrédinger in seiner zweiten Mitteilung bei der Behandlung 


- wie sie 
dieses Problems gefunden hat. 


§6. Winkelvariable und Matrizenmechanik. In der Matrizen- 


mechanik begegnet die unmittelbare Kinfithrung der Winkelvariablen der 


Schwierigkeit, daf sich die w nicht in Matrizenelemente aufspalten lassen. 


1) Genaueres iiber den yusammenhang zwischen S und 7’ und die Definition 


yon et,¥ findet man im Anhang. 
2) Vel. den Schiu8 des Anhanges. 
$) Courant-Hilbert, S. 76, 77. 
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Dirac hat diese Schwierigkeiten in seinen schénen Arbeiten') durch ein 
sehr elegantes, im wahrsten Sinne axiomatisches Verfahren tiberwunden, 
indem er die quantenmechanischen Grofen durch implizite Bedingungen 
definierte, ohne sich um ihre konstruktive Zusammensetzung zu kiimmern. 
Nachtriglich konnte er dann zeigen, daf im Falle periodischer Variablen 
die Fourierkoeffizienten den Heisenbergschen Matrizengesetzen unter- 
worfen sind. Aber gerade bei den Winkelvariablen war eine explizite 
Darstellung nicht mdglich. Ein anderer Versuch, der vom Verfasser 
unternommen wurde, lift sich dahin interpretisieren, daf statt der 
zyklischen Winkelvariablen J, w die ,letzten* Librationsvariablen 


1 
3) = ern! ULI Cl eae 


benutzt werden”). Es werden dann die zeitlich konstanten Gréfen — ins- 


besondere also die Energie — Funktionen der _,, Indexmatrix “ 
POLO Onn. | 
0200 
h 0030 
EB J ato 4 Oy 


Oh Ce ce ey We 


ec Ce eee Pt 


und sind hiermit wegen Fy, = F' (J,,) = F (kh) als Funktion des Index 
komponentenweise bestimmt. Irgend eine belebige Matrix A la8t sich 
mit Hilfe der Matrix — 


OOO) - ~(000000.. OLMAOKOG), - 
IO OG)... O00000.. 00100.. 
OL OWr: SOO OOS O0010.. 
E=|0010. 1 aso E42 00 OO nde s*-— |0000 1 iam 

ut 12 OOO. is 

Dike. OO. ¢ 

OOo Ox 

ee 


1) P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. 109, 642, 1925; 110, 561, 1926; 111, 
281, 405, 1926. 


*) F. London, ZS. f. Phys. 87, 915, 1926. Die dort im Anschiug an Dirac 
formulierte ,,verallgemeinerte* Quantenbedingung fiir J,w geht bei linksseitiger 


Multiplikation mit e~’” in BE— EB = he 1 iiber. 
: a 
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in Form einer ,Fourierreihe“ darstellen: 
A=DS4A(NE=DEAT+ th) 
t= — © t=— 


wobei sich als Matrixelement 


— 


Apiak = Aiden cote ek = Ee An, ) = A, (kh) 


ergibt. Die vollstandige Liésung des quantenmechanischen Problems — 
Eigenwerte und Intensititen — wird also bereits durch die kanonische 
Transformation auf die Grundmatrizen F und B bewirkt, wobei von der 
Wirkungsvariablen J vermoge uh — FB noch ohne weiteres Gebrauch 
gemacht werden kann, dagegen die ausdriickliche Anwendung einer 
Winkelvariablen w sich als iiberfliissig erweist. Es wird also auch 
hier eine explizite Darstellung der w umgangen, und man hat sich mit 
dem Paradox abzufinden, daB e” zwar, nicht aber pw selbst eine Matrix 
darstellt. 


Schrodinger hat nun eine Vorschrift angegeben, welche gestattet, 
die Heisenbergschen Matrizenelemente von beliebigen Funktionen der- 
jenigen Variablen (und Impulsen) zu berechnen, von denen die Eigen- 
funktionen abhangig sind. Sie mu8 also auch auf die Eigenfunktionen ¢”” 
anwendbar sein und gibt uns daher eine willkommene Handhabe, das 

, Paradox mit den w autzukliren. 


Dafiir wiederholen wir kurz die Ableitung der Matrizenmultiplikation, 
wobei wir sie auf Hermitesche Eigenwertprobleme verallgemeinern. 


Ste F Ow, 
Wir setzen in der verallgemeinerten Vollstaindigkeitsrelation (12) g = ee 


Ow 


und f = f(w)®), wir begniigen uns also, das Produkt von J mit einer 


Funktion von w zu untersuchen. Man erhilt: 


d Op, ous Ow, . 
: = | Fal Badu: | Pf (w) Bi dw = Ve f (w) Bi dw, 


} 

: oder nach beiderseitiger Produktintegration : 
| 

| 


> \® os awe Bi /Co) Pw dw= [By (f(w)B 1) dw— [wif Pf. (22) 


,Geniigend starkes Verschwinden der #; am Rande“ vorausgesetzt, 
verschwindet der letzte Klammerausdruck, und man erhalt in tiblicher 
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Weise die Gesetze der Matrizenmultiplikation, wenn man die Matrix- 
elemente durch 
i | Pf Pidw 
definiert *). 
1 
\2x 


nicht am Rande, sondern erfiillen anstatt dessen die Periodizititsbedingung 


Nun verschwinden aber die Eigenfunktionen - er’ durchaus 


einw — gin(w+27) Demzufolge ergibt sich fiir den Klammerausdruck 
in (22): 


[Bree = 5 (Fea —FO). (23) 


Ohne besondere Voraussetzungen tiber die Funktion f ist also das 
Verschwinden des Klammerausdrucks gar nicht zu erwarten, z. B. sicher 
nicht fir f(w) = w. Man erhalt dann also nicht das Multiplikations- 
gesetz der Matrizen, d.h. es hat dann keine Berechtigung, die Gréfen 
\®. f @,dw als Matrizenelemente anzusprechen, wenn auch nichts hindern 
kann, von ihnen in geeigneter Weise Gebrauch zu machen. Man sieht 
auch sofort, was man zu verlangen hat, damit die Produktregel gilt: Das 
Verschwinden von (23) wird jedenfalls erreicht, wenn / periodisch in w 
von der Periode 2m ist’). 


Wir konnen also z. B. fiir f = e’”” sofort die Matrixelemente der 
mit —” bezeichneten Matrix ausrechnen: 
27 27 


mea aaa eng NG i" wenn j--n-+1 
Nea NSPS ln 1 wenn j—=n-+U’ 
0 0 
was man als eine Begriindung von (21) ansehen kann, die allen An- 
forderungen an Strenge geniigt. Ebenso berechnet sich 
27% 0 27 
h ss Kolo eae O wennj—k 
Jey = ——)| e— tiw. _ eikwd wm — ——\ et (t-) vd =| f5 
ae Sail? Ow. sale iD Thee ee 
0 0 


in Ubereinstimmung mit (20). Hierbei ist aber bemerkenswerterweise 
keine additive Konstante unbestimmt geblieben, sondern eine absolute 


1) Diese Definition hat den Vorteil, bei Mitberiicksichtigung des hier stets 


v 


unterdriickten Zeitfaktors ¢” 


Frequenzen zu liefern. 

2) Man kénnte auf den Gedanken kommen, der Bedingung der Periodizitat 
durch die ebenfalls uniformisierende periodische Variable w* — w—2n2 fiir 
(2n—1)x=w—=(2n+1)2 wm entsprechen. Aber die Regeln der Produkt- 
integration gelten nicht fiir unstetiges f(a) wie dieses w*. 


automatisch auch die richtigen Bohrschen 
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Normierung der J vollzogen, ein Resultat, welches in der Matrizenmechanik 
bekanntlich die Aufstellung eines besonderen Zusatzpostulats erfordert'). 


Anhang’). 


Zum Beweis von (15) bedienen wir uns des von P. Jordan auf- 
gedeckten Zusammenhangs zwischen den Erzeugenden T (w, J) bzw. 


m 

S@J) =S\f,@%(CJ) einer und derselben kanonischen Trans- 
v=1 

formation in den beiden Darstellungsformen (6) bzw. (5), bei welcher 


co ar yr 
Zuordnung die Paulische Transzendente e»¥ = SI — eine so wich- 
r} 
v=0 
tige Rolle spielt. Schreiben wir f, (q) —= — q und g, (J) = J, so bewies 


Jordan, besteht folgender Zusammenhang: 


m 5 ™ 

a\"V pr, ty ™m 

! IL(;) tf.” @)- TI 9” 2) £ Sy hyo 1 @ 

LO a= Seite tm ~- ee 
: I]! 


yv=0 


Wir haben hierin J durch ‘eats zu ersetzen und dann mit dem so ent- 


i dw 
: h oO Neues ‘ A 
stehenden Operator 7 (w, 5 re auf die Kigenfunktionen BF (w) = et*w 


elnzuwirken, um nach (6c) 


in J, (q) die gesuchten Orthogonalfunktionen in der Variabeln gq zu finden. 


. h Oo : 
Man beachte nun, daf die zuerst erfolgende Operation (> fei auf die 


1) Es miiBte, da tiber die Normierung von J durch (24) verfiigt ist, vielmehr 
_ jenes Zusatzpostulat (das Verschwinden der Matrixelemente ¢,, des Grundzustandes) 
aus der Normierung (24) folgen. Ich vermute jedoch, da es nicht richtig ist. 
Gegenbeispiel: der starre Rotator des §5. Anderseits fordert die gesamte magneto- 
optische Erfahrung, da8 man tiber die Normierung der ,,iquatorialen* Quantenzah] 


auf jedenfalls zwei Weisen verfiigen muf (---2, 1, 0, —1, —2--+ und-.-3, 7, 
—4, —3...). Herr Heisenberg machte mich auf den Ausweg aufmerksam, 


statt der Eindeutigkeit von & die von &Y& (was Schrédinger als elektrische 

Ladungsdichte deutet) zu postulieren. Allerdings wiirde man damit auf die Hin- 

deutigkeit der De Broglieschen Wellen verzichten. (Zusatz bei der Korrektur.) 
*) Zusatz bei der Korrektur. 
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k-te Eigenfunktion e*” angewandt die Multiplikation mit S *(Kh) 
bewirkt. Das Operationsergebnis ist also einfach: 

WB, (w) = Tw, kh). *. 
In T'(w, kh) sind jetzt alle GréBen vertauschbar, denn simtliche 
Differentialoperationen sind ausgefiihrt. Die Transzendente 


geht somit in die gewéhnliche Exponentialfunktion e*¥ iiber: 
. m Sm. 
= Sh @ 4 kD —tkw += Sy hy) -g kD 
T(w,kh) =e ° == z 
—ikw+— 8 (w, kh) 
== 16 h 
’ 


woraus sich unmittelbar ergibt, was wir behaupteten: 


—ikw +-5S(w, kh) = S (w, Eh) 


eikw — 


Bw) == TO, hh) see 
Die Bedeutung der Transzendenten e® ¥ fiir die Funktionaloperationen 
wird verstandlich, wenn man sich vergegenwirtigt, dai sie das 
Substituieren als eine lineare Differentialoperation darzustellen lehrt. 
Es ist némlich (Fall der Punkttransformation): 


[ @— 4); 34, e GN Sh vo q)" -p(Q), 


das ist im Regularitatsbereich von g eine ee an der 
Stelle g. Also 
= p(¢+lf@ —a4)) = 9 Fla). 


Stuttgart, Physikal. Inst. d. techn. Hochschule. Anfang Sept. 1926. 
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(Aus dem Kaiser Wilhelm-Institut fiir physik. Chemie u. Elektrochemie.) 


Uber 
eine Methode zur Herstellung ,molekularer Gemenge“. 


Von St. v. Bogdandy, J. Boehm und M. Polanyi. 
Mit 2 Abbildungen. (Hingegangen am 24. September 1926.) 


Mit der nachfolgend beschriebenen Methode wurden Metalle in Naphthalin in so 

feiner Verteilung eingebettet, dai sie keine Réntgeninterferenzen gaben. Auch 

das Metallpulver, das nach Weglésen des Naphthalins zurtickblieb, gab kaum nach- 

weisbare Interferenzen. Diese traten dagegen nach Ausgliihen des Pulvers kraftig 

auf. Auch andere Anzeichen iuferst feinteiliger, bei einzelnen Praparaten sicher 
amorpher Beschaffenheit wurden beobachtet. 

Die Mitteilung von N. Semenoff und A. Schalnikoff*) tiber 
das ,explosive* Abreagieren sehr fein verteilter fester Gemenge von Cd 
und § veranlaft uns, einiges tiber analoge Versuche zu berichten. 

Semenoff und Schalnikoff kondensieren zwei hochverdiinnte 
Dampfstrahle von Cd und S an der gleichen, mit fliissiger Luft ge- 
kiihlten Oberfliche und erhalten auf dieser eine Niederschlagshaut, von 
der sie annehmen, da sie ein sehr feines Gemenge der beiden Korper 
darstellt. Ais Beleg dafiir teilen sie die interessante Tatsache mit, dab 
diese Schicht ,explosiv“ ist. 

Auch wir haben es versucht, feste Gemenge zweier Korper in 
auBerster Feinheit zu erreichen, und zwar haben wir hierzu folgendes 
Prinzip verwendet, das auch gréBere Quantitaten solcher Gemenge zu 
erzeugen ermiglicht: Auf die Oberfliche einer 
schnellaufenden Trommel werden an zwei Stellen, 8 
wie es die Pfeile in Fig. 1 andeuten, die Sub- ~~ or 
stanzen A und B niedergeschlagen. (Die Trommel 
wird von innen gekiihlt und lauft im Vakuum.) 
Bei jeder Umdrehung schligt sich je eine Schicht von A und B aut die 
Trommel nieder. Nach » Umdrehungen werden also abwechselnde 
n-Schichten von A und B die Trommel bedecken. 

Unsere Trommel machte 8000 Umdrehungen in der Minute, so daf 
wir in 20 Minuten 1,6.10° Schichtenpaare erzeugten. Es wurden ver- 
schiedene Metalle (Na, Hg, Cd, Zn, Pb, Bi, Mg, Ag) mit Naphthalin ver- 
mengt und die Réntgeninterferenzen der so erzeugten Priparate unter- 
sucht. Der Metallgehalt der Gemenge war von 1 bis 30 Gew.-Proz. 


Fig. 1. 


1) ZS. f. Phys. 88, 738, 1926. 
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Dabei wurde die Destillation so gefiihrt, daS in 20 Minuten eine etwa 
1mm dicke Schicht entstand (also auf dem ganzen Trommelumfiang von 
30cm etwa 3g Substanz). Da die Dichte des Metalls in den meisten 
der oben genannten Falle etwa zehnmal so gro’ war als die des 
Naphthalins, so war die Dicke der einzelnen Metallschichten fiir je 
1 Proz. Metallgehalt etwa 0,16.10~8cem. In den Praparaten mit weniger 
als 20 Proz. Metallgehalt waren die Metallschichten also weniger als 
monomolekular. 

Nimmt man nun an, da die Metallatome, die sich an der Naphthalin- 
oberfliche niederschlagen, wabrend etwa 10—?Sek. getrennt bleiben, so 
da® sie in diesem Zustande von der nachsten Naphthalinschicht bedeckt | 
werden, so miissen in den Gemengen, die weniger als 20 Proz. Metall 
enthalten, freie Metallatome im Naphthalin begraben sein. Js er- 
scheint unzweckmaBig, solche Atome als im Naphthalin gelost zu be- 
zeichnen, weil die Metalle in Naphthalin unldslich sind. Es handelt sich 
vielmehr um ein Gemenge von atomarem bzw. molekularem 
Dispersionsgrad. 

Uber den in unseren Versuchen bisher tatsichlich erreichten 
Dispersionsgrad kénnen wir aussagen, da8 die Gemenge Metall eimen 
betrichtlichen Anteil an Metallteilchen enthielten, die jenseits der 
réntgenographischen Nachweisbarkeitsgrenze, also kleiner als etwa 20 AChE 
waren. 

Es ergaben folgende Praparate keine, oder nur sehr schwache Inter- 
ferenzen der Metalle: 10 Proz. Cd (2 Praparate) 2 Proz. Bi, 1,3 Proz. Ag. 
Ferner wurde das Silbergemenge mit reinsten Lésungsmitteln (Benzol, 
Alkohol, Wasser) vom Naphthalin befreit und ergab einen (nach dem 
Trocknen) schwarzen Riickstand, der bei réntgenographischer Unter- 
suchung keine Interferenzen zeigte. Beim Erhitzen auf Rotglut wurde 
das Priiparat metallisch glinzend und zeigte ein scharfes Pulverdiagramm. 
Diese Aufnahmen, die doppelt ausgefiihrt wurden, sind in Fig. 2 reproduziert. 

Die Farbe der Gemenge war bei hohem Metallgehalt grau bis 
schwarz, bei niederen Konzentrationen braun, rétlich oder blau. Das 
Silberpriiparat mit 1,2 Proz. Silbergehalt war grauweif, wurde beim ge- 
linden Erwiirmen (Schmelzen des Naphthalins) schwarz. Kine Auflésung 
des Ag-Gemenges in Toluol ergab eine rétliche Suspension, die nach 
kurzer Zeit in rotbraunen Flocken ausfiel. Die Flocken behielten ihre 
rote Farbe dauernd (bisher tiber 3 Wochen) bei. 

Ein Praparat mit 1,5 Proz. Ag-Gehalt wurde beim Abdampfen des 
Naphthalins im Vakuum am Wasserbade spontan rotgliihend. Eine solche 
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Selbsterhitzung, die auf Rekristallisation zuriickzufiihren ist, konnte auch 
beim Aufwerfen des mit Benzol von Naphthalin befreiten 1,3proz. Ag- 
Praparats auf eine einige hundert Grad heiBe Platte beobachtet werden. 
Diese Erscheinung tritt nur bei typisch amorphen Kérpern auf*). Denn 
erst die gesamte Schmelzwirme von 2,5 Kal. vermag das Silber von 100° 


auf Rotelut zu erhitzen. 


Fig. 2a. 


Fig. 2b. 


Bemerkt sei noch, da’ das Naphthalin sich stets in Kristallen aus- 
schied, deren Spaltfliiche parallel zur Trommeloberfliche stand. Das 
Metall war im Innern dieser Kristalle eingeschlossen. 

Mit Bezug auf die eingangs zitierten Versuche von Semenoff und 
Schalnikoff sei noch erwihnt, da ein etwa gleichteiliges Gemenge 
von Cd und § schwarz war und sich erst beim Erwirmen auf etwa 50° 
in rotes CdS umwandelte. Dagegen explodierte merkwiirdigerweise 
einmal ein Gemenge von Zn und Naphthalin nach mehrtagigem Lagern 
in heftiger Weise. Uber das Verhalten anderer feinverteilter Gemenge 


reaktionsfahiger Kérper wird an anderem Orte*) berichtet werden. 


1) Vgl. J. Boehm, ZS. f. anorg. Chem. 149, 217, 1925. L.Wéhler und 
M. Rabinowitsch, Koll.-Z8. 28, 111, 1926. Letztere Mitteilung enthalt auch An- 
gaben iiber Verglimmen von fein verteiltem Silber. 

2) Die Naturwissenschatten, Sonderhelt d. Kaiser-Wilhelm-Ges. 1926. 


Zur Theorie der Schmelzwarmen. 
Von N. vy. Raschevsky in Pittsburgh, Pa. 
Mit 2 Abbildungen. (Hingegangen am 16. September 1926.) 
Von der Annahme ausgehend, da8 der fliissige Zustand durch das Verschwinden 
des Elastizititsmoduls charakterisiert ist, werden die Schmelzwarmen einiger Ele- 
mente berechnet und mit den experimentell ermittelten Werten in Ubereinstimmung 
gefunden. 

Wiihrend der Sublimationswiarme eine ganz bestimmte atomtheore- 
tische Deutung zukommt, namlich die der Arbeit, welche nétig ist, um 
eine bestimmte Anzahl von Atomen aus der stabilen Lage im Kristall- 
gitter in gegenseitig unendliche Entfernung zu bringen, fehlt fiir die 
Schmelzwiirme eine analoge Interpretierung. Dies ist wohl als einer der 
Griinde zu betrachten, weshalb bisher ,eine zur rationellen Dampt- 
druckformel analoge Theorie des Schmelzens* nicht entwickelt worden ist ye 
Denn die theoretische Kenntnis der Schmelzwarme r wiirde uns gemab 
der aus dem Nernstschen Wirmesatz folgenden thermodynamischen Be- 


ziehung A 
1 Or yr 
Ss ee ee ee OES 1 
| ToT Yi ) (1) 
0 


sofort die Schmelztemperatur liefern. 

Betrachten wir nun die Abhingigkeit der potentiellen Energie einer 
Anzahl von Atomen von ihrem gegenseitigen Abstand 0, so wird diese, 
wie bekannt, durch eine Kurve von 
der in Fig. 1 gegebenen Gestalt dar- 
gestellt. Diese Kurve hat zwei Punkte, 
nimlich den Punkt @ und den Punkt 
+ oc, welche dadurch ausgezeichnet 


dl 
sind, daf in beiden = — 0 wird. 
( 


In der graphischen Darstellung, bei 
welcher die Strecke Oa’ der Gitterkonstante des festen Kérpers ent- 
spricht, wird die Sublimationswirme durch. die Strecke aa dargestellt. 

Nun gibt es aber auf der Kurve einen Wendepunkt b, in welchem 
a? @ 
do? 


— 0 wird. Wir machen die Annahme, dai der Kérper sich im 


1) M. Born, Atomtheorie des festen Zustandes, S. 707. 
2) M. Planck, Thermodynamik, 5. Aulfl., S. 275. 
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festen Zustand befindet, solange seine Gitterkonstante § unterhalb der 
GriBe 0b’, welche die Abszisse des Punktes b ist, bleibt. Sobald aber 
6 = 0D’ wird, geht der Kérper in die fliissige Phase tiber. 

Demnach ist die Schmelzwirme durch die Strecke ac gegeben. 

Diese beim ersten Anblick etwas willkiirlich erscheinende Annahme 
findet jedoch ihre Berechtigung in rein physikalischen Griinden. Be- 
trachten wir niimlich den Kérper, dessen Gitterkonstante unterhalb 0b’ 
liegt, so sehen wir, daS er sich gegeniiber einer Dehnung elastisch ver- 
hilt, indem die der Deformation entgegenwirkende Kraft mit der Defor- 
mation ansteigt und bei kleinen Deformationen dieser proportional gesetzt 
werden kann. Sobald aber der Punkt 6'(b) erreicht wird, andert sich 
der Sachverhalt grundsatzlich, indem jetzt bei wachsender Deformation 
die riickwirkende Kraft abnimmt. Von einem elastischen Verhalten 
des Koérpers zu reden, hat hier iiberhaupt keinen Sinn. Insbesondere 
wird im Punkte b’ der Elastizitatsmodul gleich Null, was vom Stand- 
punkt der formellen Elastizitatstheorie als Merkmal der Fliissigkeiten 
angesehen werden kann. Denn mindestens fiir ideale Fliissigkeiten ist 
der Lamésche Koeffizient w gleich Null, und daher wird, wegen der 
Beziehung 5A iu, 


auch der Youngsche Modul E gleich Null’). 

Unter diesen Umstiinden wird auch der Kérper seine kristalline 
Form nicht mehr beibehalten kénnen, sondern er wird unter dem Ein- 
fluB des eigenen Gewichtes sowohl wie der Oberfliichenspannung beliebig 
deformiert. 

Es ist bemerkenswert, da8 die von J. Frenkel®) neuerdings be- 
rechnete relative Dehnung, welche der maximalen Kraft bei einseitigen 
Deformationen entspricht, von derselben GroSenordnung ist wie die re- 
lative Volumeninderung beim Schmelzen*). 

Die relative Anderung der Gitterkonstante, welche erforderlich ist, 
um den Korper (beim absoluten Nullpunkt) in den flissigen Zustand 


te 


: _ GU See 
iiberzufiihren, mit anderen Worten, das Verhaltnis Oa! in Fig. 1, berechnen 


wir, indem wir fiir die potentielle Energie pro Zelle gm den Ansatz 
A B ; 
9=—-Ft® 2) 


1) Vgl. etwa P. Appell, Traité de mécanique rationnelle, Tome III, Chap. 
XXXVI. 
2) ZS. f. Phys. 87, 572, 1926. 
3) Vgl. l.c. S. 587. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XL. 15 
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machen. Die Annahme des Exponenten 8 im ersten Gliede der rechten 
Seite von (2) ist physikalisch mit der Hypothese gleichbedeutend, dai 
die Kohisionskrifte in den festen hombopolaren Kérpern wesentlich die- 
selben sind, wie die van der Waalsschen Kohisionskrafte bei Gasen 
und Flissigkeiten, welche ja eine zum Volumen umgekehrt proportionale 
Energie ergeben *), 

Fir n setven wir diejenigen Werte ein, welche von EK. Griineisen 

aus der Zustandsgleichung berechnet sind, und welche durch 
1 gee 
Qa —= |) an "Cy (3) 
wo x die Kompressibilitiit, C, die spezifische Wiirme bei konstantem 
Volumen und f der Volumenausdehnungskoeffizient ist*), gegeben sind. 
Was A und B anbetrifft, so berechnen wir sie aus den Bornschen 


Relationen *) 


i i 186 
“y- Gas |e 
dd /y dd*/y x 
[(wobei der Index 0 bezeichnet, da die Ableitungen fiir den Wert 0 = 0, 
(0) == Gitterkonstante bei 7’ = 0) des Argumentes zu nehmen sind] zu 
6 0} iY. er dy 


See ” = n(n — 8) % (6) 


a 
Setzt man diese Werte in (2) ein, so erhilt man aus der Gleichung 
; a? 
= = (0) 
dd 


den Wert 0,, bei welchem der Kérper in die fliissige Phase iibergeht: 


n—8 
see n i 3, (6) 
oder, indem man 0, — 0) = 40 setazt: 
m= 8 
+= sea (7) 


1) P. Debye, Phys. ZS. 21, 178, 1920. 

2) Vel. BE. Griineisens Artikel im ,Handbuch der Physik* von H. Geiger 
und K. Scheel, Bd. X. 

8) M. Born, l.c. 8. 745. 


———————e 
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Die auf den absoluten Nullpunkt bezogene Schmelzwarme, oder die Arbeit, 


welche nétig ist, um die Gitterkonstante 0, um 40 zu vergréBern, berechnen 


wir aus 
ease Gy BY 48+ 5 (gn), (49 
d* p act 
indem wir mit dem dritten Gliede abbrechen. 
Benutzt man (2), (5) und (4) und setzt man noch ee = wy, SO er- 
halt man aus (8) ; 
HiOe —(n + 1)(m + 2) | 
cos = — 1 A b 5) 
pO, + 49) — 9 Oo) = v*| Oe Smee hn 


Um die Schmelzwirme pro Mol zu erhalten, miissen wir noch 
: WALLY Sura Pores 
diesen Ausdruck mit ae multiplizieren, wo N die Avogadrosche Zahl 
Zz 


ist und z die Anzahl der Atome in der Zelle. Denn die Energie pro 
Mol ist gleich?) y 
U = — 57° (10) 
Beriicksichtigt man noch, dab 
I a 4 (11) 
ist, wo V, das Molvolumen bedeutet, so erhalten wir endgiiltig fiir die 
Schmelzwirme 1, 


9 r 20-(m + 1) (m+ 2) \ 
apes me 2 F z ‘ 
m= U6, + 48)- V6) = 5 Voy f + 3 (n — 3) w{(12) 

Zusammen mit den Gleichungen (3) und (7), welche geben 
n—3 
im + 1 Ou aa 
4 | pee! 7 is == —2 li 
y ) 4 1 n x“ C, ’ ( 3) 


erlaubt (12) die Berechnung der Schmelzwirmen aus elastischen und 
thermoelastischen Konstanten. 

Die nach (12) und (13) berechneten Werte (in kcal/Mol) sind in 
der Fig. 2 durch die gestrichelte Linie verbunden. Die » wurden der 
Zusammenstellung von Griineisen entnommen ”). 

Was die experimentellen Werte anbetrifft, so muf beachtet werden, 
daB in den Tabellen gewohnlich die Schmelzwirmen beim Schmelzpunkte 


1) M. Born, 1. c. S. 745. 
De oe 1S PS 
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angegeben sind. Um die totalen (auf den absoluten Nullpunkt bezogenen) 
Schmelzwiirmen zu erhalten, mu8 man zu diesen angegebenen Werten 


noch die Gribe 


” 
\(Cp C,) dT (14) 
0 

(7 == Schmelztemperatur) addieren, Diese Korrektion betrigt einige 


Prozente. Sie wurde abgeschiitzt, indem durch Annahme des Dobye- 
schen Wertes fir C, das mittlere C, aus den Landolt-Birnstein- 
Roth-Scheelschen Tabellen fiir ein bestimmtes Temperaturintervall 
entnommen und das so erhaltene mittlere CO, —C, mit der Gribe des 
Temperaturintervalles multipliziert wurde, Durch Winteilunge des pe- 
samten Temperaturintervalles, absoluter Nullpunkt—Schmelztemperatur, 


in Teilintervalle konnte so die 


10 ; 
E Korreltion ermittelt werden, 
4 Fir Al, Cu, Pb, Ag wurde 
B anon di Wey. ; 
7- Ss noch die von P, Debye’) ange. 
$ gebene Tabelle yon OC, — Cy be 
4 
nutzt, 
m Zz . ‘ qi 
ae a Sa Bei Ni, Pd und Pt dirite 
AL ; die so ermittelte Korrektion wegen 
1) des grofben 'Temperaturintervalles 
jee Me | Nese | a sohar Bal 
yA tad Dy unsieher sein, F 


Fig. 2 Die so erhaltenen totalen 

Schmelzwitrmen in kceal/Mol sind 
in Fig. 2 durch den dicken Strich verbunden, Vy und % wurden dabei 
ebenfalls den Landolt-Bornstein-Roth-Scheelschen Nabellen ente 
nommen, 

Fiir Al und Pb sind die aus in den Tabellen enthaltenen auf 7’ == 0 
extrapolierten Dichten berechneten Vy benutzt worden, fir die tibrigen 
Metalle die aus den mittleren Dichten berechneten also sicher ebwas 21 
groB ausgefallen. Wir bemerken noch, dab beim ersten Anblick pemil 
(5) die Flissigkeit beim Schmelzpunkt eine unendlich grofe Kompressi- 
pilitat haben muBte. Jedoch bezieht sich (6) auf die Kompressibilitit 
beim absoluten Nullpunkt, welche durch rein statische WKraltwirkungen 
bedingt ist. Bei héheren emperaturen tritt noch der ,kinetische* An« 
teil hinzu, welcher durch die Wirmebewegung, analog wie bei Gasen, 
zustande kommt. 


1) Ann. d. Phys. 89, 809, 1912. 


Se ee ame 
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Jedoch scheint die hier getroffene Annahme zu der Folgerung zu 
fiihren, daB beim absoluten Nullpunkt die Kérper nicht im fliissigen 
Zustand (mindestens im gewohnlichen Sinne) existieren kinnen. 


Zusammenfassung. 


1. Es wird die Annahme gemacht, da® der fltissige Zustand dadurch 
charakterisiert ist, da® die durch thermische Ausdehnung sich vergrébernde 
(titterkonstante denjenigen Wert erreicht, bei welchem die azweite Ab- 
leitung der Gitterenergie nach dem Gitterabstand gleich Null wird, mit 
anderen Worten, wenn die Atomabstinde so grof werden, da der Klasti- 
zitiitsmodul gleich Null wird. 

2. Unter Zugrundelegung dieser Annahme und unter Benutzung der 
von Griineisen berechneten Werte fiir die Exponenten der Abstobungs- 
krifte werden die Schmelzwirmen von sieben Metallen berechnet und in 
Ubereinstimmung mit den beobachteten Werten gefunden. 


East Pittsburgh, Pa. Research Department Westinghouse Electric 
and Manufacturing Co., Septernber 1926. 


Anmerkung bei der Korrektur. fs sei folgendes bemerkt: die aus (13) 
berechneten Werte von w fallen alle erheblich zu groh aus, was auf ein zu grofes 
n hindeutet. Jedoch ist der Wert von ry in gewissen Grenzen von w ziemlich 
wenig abhingig, wegen der (stets negativen und <1) eckigen Klammer in (12), 
welche mit abnehmendem y anwiichst, so dal dieser Umstand das Mndresultat 
nieht stark beeinfluft. Auf die Frage nach der genauen Begriindung der nobtigen 
Korrektion zu n, sowie auf die Frage nach dem Koexistensge biet der beiden 
Phasen 1) soll in einer nichsten Arbeit cingegangen werden, 

1) Vel. dazu die Arbeit von Werner Braunbek, ZS. {. Phys. 88, 549, 1926, 
welche dem Verfasser erst nach Kinsenden dieser Abhandlung zur Kenntnis ge- 
langte. 
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Bemerkungen tiber den Aufbau der Elektronengruppen 
im Atom. 


Von Hans Lessheim und Rudol! Samuel in Breslau, 
(Hingegangen am 22. September 1926,) 


Da das chemische Verhalten der Blemente eine bestimmte, eindeutiy defintorte 
Verteilung der Elektronen der noch nicht abgeschlossenon Bohrschon Untergrappe 
aut die cinzelnen Teiluntergruppen zu tordern geheint, wird zuntichst fir die kleinen 
Perioden der Versuch unternommen, aul Grund spektroskopixchar Urgebninne die 
dem Normalzustande des Atoms ontsprechende Kontiguration fextzustetlon,  Ob- 
wleich sich im allgemeinen der cinzelne orm nicht einer bestimmion Verteilung 
eindeutig zuordnen list, wird mit Wille einer nenen Annahbme die Zuordaung fir 
den Grundterm — abgesehen von einer pringipiollen Auanahme in dor Mible jeder 
Periode — miglich, Man erhilt dann oin System von auferordentlioher Symmetrie, 
das eine cinlache Regel liber regelrechte, vorkehrte wnd partioll verkahrte Terme 
gibt und imstande ist, den Chemismus der Klemente zwangloa vu orkliron, Dio 
sinngemive Uheriragung aul die Reihe der BRlemento Se bis Ni Tiheh auch blor au 
einem System, das die gleichen Symmotriceigonschatton bositat, die mehtigon regal: 
rechten baw. yerkehréen Grundterme liefert und das kompligiorte Syatem der Valonge 
vahlon verstiindlich macht, 

In einer kiirzlich erschienenen Arbeit haben Samuel und Mar 
kowicz!) versucht, auf Grund chemischer Daten eine Verteiling der 
Klektronen in den Untergruppen (UG) des Bohr-Stonerschon Systems aut 
die einzelnen Teiluntergruppen (TUG) fiir die Mlemente Se bis Ni zu geben, 
Abgesehen davon, dai eine Aufteilung, die sich allein aut! chemisxche Daten 
stiitzt, nicht als voller Beweis gelten kann, belriedigte der Krlolp sehon 
deshalb nicht, weil beim Aufbau der TUG eine gewisse Syatemutile doch 
allzusehr in den Hintergrund trat. Hs ersehien tiberdies angebracht, 
nachzupriifen, ob nicht gewisse Grundvorstellungen tiber die Klassifikation 
der Valenzelektronen revidiert werden miifiten, zumal da, im Gepensaty 
etwa zu den seltenen Erden, die Berechnung der Magnetonenzahlen bisher 
nicht zweifelsfrei gelungen ist. Auf jeden Fall aber schien das chemische 
Verhalten der Elemente Sc bis Ni daraul hinzudeuten, dali cine Aut 
teilung der UG in TUG gefordert werden miisse, um das chemische Ver 
halten aus der Konstitution der Atome ableiten zu kinnen, 

Ks war daher notwendig, zur Weiterftihrung der Untersuchung das 
spektroskopische Verhalten der Klemente heranzuzichen, Das Vorhandene 
sein mehrerer tiefer Terme, die miteinander nicht kombinieren, deutete 
auf eine Méglichkeit hin, einen komplizierteren Chemismus, wie etwa 
das Auftreten von mehreren Wertigkeiten damit in Verbindung zu bringen, 


1) R. Samuel und B, Markowiez, ZS, f, Phys, 88, 22, 1926, 
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Man kiénnte etbwa sagen, dab jedem dieser Terme ein anderer Zustand des 
Atoms mit anderen, fiir ihn charakteristischen chemischen Kigenschaften 
entapriche, [a mibte zwischen diesen Zustinden ein thermisches Gleich- 
gewicht herrschen, das die Héufigkeit des Auftretens der einzelnen 
Wortigzkeit bestimmt. Daraus wiirde folgen, dab die Konfiguration, die 
yu dem tiefsten Term gehért, beim absoluten Nullpunkt das chemische 
Verhalten eindeutig bestimmt. Kine andere Méglichkeit ist die, daB man 
nur den einen stabilsten Grundterm fir das chemische Verhalten des 
Atoms yerantwortlich macht und versucht, aus der fiir ihn charak- 
teristischen Wlektronenkonfiguration — vorausgesetat, dab sie sich ein- 
——s deutig angeben libt — nicht nur eine, sondern simtliche Wertigkeiten 
| abzuleiten, Die Schwierigkeit, dai die tibrigen mit dem stabilsten nicht 
~_ kombinierenden Terme nicht auch chemisch aly Grundterme auftreten, liebe 
wich vielleicht durch die Annahme beheben, dab die Verweilzeit in diesen 
ihm gewissermaven benachbarten Zustinden zwar in bezug auf das 
spektroskopische Verhalten des Atoms relativ gro ist, aber immer noch 
sehr klein gegen die chemischen Reaktionszeiten. Nach alledem erschien 
es wlinschenswert, eine eindentige Znordnung der Grundterme zu je einer 
—— hestimmten, eindeutig definierten Klektronenkonfiguration herzustellen, 
Wir haben bei diesem Versuch bisher den Aufbau der AuBenschale sowie 

die Zwischenschale der Elemente Sc bis Ni betrachtet. 
tir die vierte Spalte war bereits bekannt, da man den */,-Term 


eindeutig. einer Blektronenkontiguration zuordnen kann, bei der beide 
Blektronen der m-UG der "TUG angehéren, Man hat es wohl im 
allgemeinon als einen Yutall betrachtet, dab gerade hier der eine Term 
einer bestimmten Elektronenkonfiguration eindeutiz zugeordnet werden 
konnte, In der dritten Spalte ist, weil tberhaupt nur ein Elektron in 
der UG vorhanden ist, eine eindeutige Zuordnung der Terme von 
vornherein gegeben. Betindet sich das Elektron in der m,-TUG, so 
ergibt die Rechnung einen *p Term, steht es in der m,y°"TUG, einen 
*P.-Term,  Bekanntlich ist der 2P,-‘Term der tiefere. Da aber diese 
Zuordnung gerade die tielsten Terme jeweils mit der Elektronen- 
kontiguration in Verbindung bringt, die man auf Grund der Systematik 
des Stonerschen Systems ohnehin als die des Normalzustandes vermuten 
konnte, so lag es nahe, emem miglichen Grunde dieses Zusammentretfens 
nachzugehen, 

Die Verhiiltnisse in der sechsten und siebenten Spalte, die thnlich 


liegen, verantassen uns, einen wesentlichen Punkt unserer Auffassung 


vorwegzunehmen, Zwwisehen dem Anfang der Reihe, in der die Nye UG 
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aulgebant wird, und dem Made bestest eine powlsse Reviprozitit, deren 
Ausdruelk der Paulisehe Litekensitiz') int Sle gelet sich in arster 
Linke davin, dat eine Verinusching der Angall dev besetyten und tnt 
hesetzlen Stellen in dex UG “abl wad Art der Berne teht tindert tnd 
lediglioh an die Stelle dev, togelrechton sopennminte ,verlehrte” Torme 
seta, Inder sechaten Spalle TAG sieh nie einer eingigen Anordiinp 
dev Mlektronen ein Term eiideutie guordnen, aiimbioh der "7)"Pern der 
Konfiguration, die aus vier Mleltronen in der ay g'PUG) besteht, wihrend 
die ty TUG wobesstat ist Wie dis Sehama der Tabelle 1 aeigt, ist lie 
elndeutige Znordnung jedew aideren Terms gu einer bestimmten Kone 
figuration vamdelich Unter don Termen det verkeheton 7 Triplotts iat 
der "7)Term nicht der tlefete, sondern dev héchate, Dies Tiheb iis, im 
Zusammentaog damit, dati sich Whitiohe Verhiliiises ber der Crappe Se 
his Ni wiederholen, gu dev Annalime, dall sowohl bet repolioehtoen, 
alanuoh bel verkehrten Termen slots der Term mil der kloinaton 
innevenQuantenzahl dem Normalynetand dos A tome onteprioht, 
Wir halten das tiv mbelioh aut Grind der Oherlegingen, die diva pettihet 
haben, bel wtomaren Systemen mit mele ale einen lelcivon einen weeent 
lichen Unterschied gwikchen energetiseher ind dyniinischor Stabiitit tne 
vimehmen, Mihrt inan diesen Gedanken lonsequent diveh od nina 
damnach bel don Hilogenen den "7)Perm ale Grundtorn tad) die davies 


pohbrige Wleltronenkontiguration doe Auensehate : 


a a ne a mercer at mn or 


Why | Ha | hy | 


g | | | | 
als Normalyustand an, ao erhil) man ein Selena des Avthates vou #6 
wiiiallender Symmetee, dat wit sehon in diesem Mrpebnis oie Reolte 
lortigung dew vorllegenden Versuches sehen, tn der fintten Spathe iat 
cine eindeutige Zaordnung aus, wie wir plauben, pringipiollon Cetinden 
iberhaupl nicht moigheh, Wir kommen sogleioh darauh guriel, 

Wine solehe Rechning geht nach dem von Hitnd duewonrbeitehen 
Verfahren") an! foleende Weise vor aiehy Min stellt vaniiohat oma 
(vel, Vabelle 1) die moépgtehen Kombinationan von fije und) Age Werten 
zusammen, sowie die nach dem Pautiaghon Aquivalenvente") miplohen 
m,-Werls, Daraus sind die myeWerte gu berechnen") Din abposchlonsene 


') W. Pauli, ZA, tf Phys, $1, 705, 1080, 

*) 0, Hund, ehenda 88, 446; 84, 200, 1095, 
‘) W, Pauli, la 

4) W, Pauli, ZR, f Phys, 20, A710, 10a, 
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Tabelle 1. Termzuordnung fiir 0 und 8 (ky = 4 mal 4/9). 


| | 
ath 0 
3] 2 
: r4 : 
eee ree ape 0: ASh ee =e || 5P, 
(229, 8. yh) 0 21 0 2 3 8p, 
ap 1j, 5/5 A bed ‘| 1 i] > 1D, 
ia “fe — I | 20 - 0 O 78 Py Dy 
ig He a 1 Oks a sy Pi 1D), 
et bl ea ce} lt 21 0 et oF 
Slo a la 20-2 | a Or = Py 'Dg 
Sf, Ya 8, 20 -2 Be | 3P, 1D, 
‘ly lo —/o 10-2 wh, 2 | "Ds 
eo 7 tee) oe 1 0 -2- [0 {11 9p, 


n,,-UG kann bei diesem Ansatz unberiicksichtigt bleiben, weil die Hinzu- 


fiigung zweier Elektronen mit k,— ; das System der m-Werte nicht indert. 
Jedes einzelne Wertepaar (m,, m,) ist dem daneben angegebenen 

Term zuzuordnen. Wenn bei einem Paar von m-Werten mehrere ‘Terme 
angegeben sind, so bedeutet das, daf zu jedem dieser Terme ein solches 
Wertepaar gehért; andererseits ist dieses Wertepaar gerade so oft ver- 

_ treten, wie die Anzahl der Terme betrigt, denen es zuzuordnen ist. Bei 
den grofen Perioden, wo die Zahl der zu den Werten von m, und m, 
beitragenden Summanden gréfer ist und daher die Zahl der entstehenden 

_ Wertepaare auberordentlich grof wird, wihrend andererseits die Mannig- 
q faltigkeit der zur Verfiigung stehenden m-Werte selbst sehr klein ist, 
kann eine so strenge Kindeutigkeit, wie z. B. fiir den *P-Term der 
Tabelle 1 nicht mehr ausnahmslos gefordert werden. Schon aus rein 
zufalligen Griinden miissen sich die Wertepaare von geringem Absolut- 
betrage hiufig wiederholen. Ein Kriterium, das jedoch stets erfiillt ist, 
ist, daS erstens alle Wertepaare, die der Term fordert, durch die 


betreffende Konfiguration geliefert werden, zweitens, da mindestens eins 


der Wertepaare nur von dieser Konfiguration geliefert’ wird und dab 
drittens siimtliche Wertepaare entweder von dem zugeordneten ‘Term 
auch tatsichlich verbraucht werden oder der iibrigbleibende Rest — dies 
tritt bei den hier behandelten Elementen nur fiir Ti ein — wieder einen 
oder mehrere vollstindige Terme bildet. 


wy 


= 


So 1a8t sich zwar nicht allgemein jeder Term einer bestimmten 
Elektronenkonfiguration zuordnen, jedoch wird bei jedem Element stets 
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ein und nur ein Term, und zwar der stabilste, auf eine bestimmte, 
-eindeutig definierte Elektronenkonfiguration zuriickgefiihrt.. Eine Aus- 
nahme bildet stets das Element, das (N bzw. P) das mittelste der Reihe 
ist, in der der Ausbau der ,-UG erfolgt. In Tabellenform ergibt sich 
also folgendes Bild fiir die beiden ersten Perioden: 


Tabelle 2. 
| HT) fo Ana |) ae 2B | 111 bis222] 311 | 321 322 |} ; 
= Se a eee 
3 Li 2 1 11 Na 10 1 295 
4 Be 2 2 — ae || 12 Mg 10 2 _ — || 4S) 
5B 2 2 fovea |) ga 10 2 1, 22a 
6.0, 0 ee 2 2 hee lt ae 10 2 2 ages 
7N | 2 2 3 | 150P 10 2 3 49, 
Somme Shy es a | Baers 10 2 — 45) 
oF || 2 2 tT) + alee 10 2 1 4 || 2p, 
10Ne | 2 2 2 4 18 A 10 2 2 4 189 


Der Aufbau der AuBenschalen bei den Elementen Cu bis Kr, Ag bis X, 
Au bis Nt erfolgt entsprechend. 

Wir sehen, da8 danach der Aufbau der v,-UG in konsequenter Durch- 
fiihrung des Paulischen Liickensatzes véllig symmetrisch geschieht. Bei 
den Elementen der zweiten Spalte des periodischen Systems ist [die 
n,,-TUG ganz unbesetzt; dem entspricht die Tatsache, da$ in der achten 
Spalte die n,,-TUG voll besetzt ist. Umgekehrt ist in der vierten Spalte 
diem, ,-TUG voll besetzt, in der sechsten unbesetzt. In der dritten Spalte 
steht ein Elektron in der m,,-TUG, in der fiinften fehlt eins. Diese 
Reziprozitat erstreckt sich entsprechend auf die »,.~TUG; am Anfang 
der Periode ist sie unbesetzt, am Ende voll besetzt. Noch anschaulicher 
wird die Vertauschung der besetzten und unbesetzten Stellen durch die 
Tabelle 3, in der die vollen Kreise besetzte, die leeren unbesetzte Stellen 


bedeuten. 
Tabelle 3. 
cara al : 
Sener So | m4 N22 | Grundterme 
———— re = =~ Se 8 a a SS a ———— — oo — ———— 
GE ae OG ONS | ayers FS a: 
BEL. (silly OME ey on meme he atper Plas 
LY; oa tcp lp Oe © Oe Ome La! | §Po ( 2s 
ii ; @ e © 0 FoF OR) | 4g : 
Sa me) ce 0oee8e@ | | 2 
ig tay eae Oil s@ a on ie ) SP, |e iee 
Vi. Ou e e©eceoe...... | 8p ss 
VLE pre icict Man ON ie ©: (OF O UO iAt. 53,5. ise | 
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Tabelle 4. Termzuordnung ftir N und P (ky = 3mal 3/,). 


- my. I m2 he. m4 Mo 
eo le Pls 0-1 2 Io 1 *Ds 
1p il Vy 6) 2P, 2Dz 
ai 0 Wat, Meat he, 3p, 2D, 
3] =2 |) 8h sh seat il 46. 
2 heats || 4S 
eis ip Onn 2 1 "le 3 2Ds 
~ 32 y Ig 2 °Ps *Ds 
lo -2 “I 0 ey *Ds 
Pew la tas Dae ts. 0 Io 1 || *S5 * Po "Ds 
ly -2 ae =I AS Clee 2D, 
Heys tly. 59s Ore 0) 221): Sry ae 2Py *Ds 
NRA 1 | oe: Cie aie aaa 2 ° Ps *Dz 
Sah 0 No 1 || #8, Po *Ds 
ty") hy 2) oSNg ai) | IE Sy eee *Dy 
s tage Beet ld: Oy-uh ah 0 2P. 2D 
or atau ‘fo 2 3 
y lo 2d oa Mites *Py *Ds 
sick asaae' Madea er sO) 2 | yeti 8 *D3 
B22 neyo mre mel (O' io 85 3 || 48, 
i. a 2 ap 1 || *Ss 2 Rs Ds 
"Jo — "lo —*lo Bape Ose Te 0 | * Po *Ds 
My, gee lg NS ea i hI a *Ds 


In der die Mitte der ganzen Anordnung bildenden fimften Spalte 
herrscht eine vollkommene Symmetrie, die sich zuniichst in dem in Tabelle 4 
wiedergegebenen Schema der Termzuordnung widerspiegelt. 

Man sieht sofort, dab die Zahlenwerte des Systems der (m,, m,)-Werte 
von oben und unten her symmetrisch sind, die Vorzeichen jedoch um- 
gekehrt. Daraus folgt, da$S die Zuordnung genau zum selben Resultat 
 fiihrt, gleichgiiltig, ob man regelrecht oder verkehrt zuordnet. Eine ein- 
deutige Zuordnung eines stabilsten Terms ist hier in der Mitte der 
Tabelle 3 tiberhaupt nicht mdglich; indessen lat sich der Grundterm £8, 
den beiden Elektronenkonfigurationen k, —= (1, 1,2) und &, = (2, 2, 2), 
die in dem oben angedeuteten Sinne zueinander reziprok sind, zuordnen. 
Wir mdchten annehmen, da diese Symmetrie einen tieferen Grund hat, 
und daf gerade an dieser Stelle im Gegensatz zu allen anderen eine 
‘Unterscheidung der Elektronenanordnung (@ @, @ © © ©) und der dazu 
-reziproken (00,0 @ @ @) aus prinzipiellen Griinden nicht méglich ist. 
Weil sich die beiden Werte von k, um eine Einheit, die maximalen Be- 
setzungszahlen also um zwei unterscheiden, bleibt dann in der Mitte 
gerade die eine zu sich selbst reziproke symmetrische Konfiguration iibrig. 
Da der Ubergang von einer Konfiguration zu der reziproken den Vor- 
zeichenwechsel der m-Werte und dieser den Ubergang vom regelrechten 
zum verkehrten Term bedeutet, so wird dadurch das Auftreten verkehrter 
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Tabolle 5, 
222 | 


|] 


Reyelrecht | Vorkohet Rogelrecht Verkebrt 
. : | SS 

my ma |} omy | My my | my | omy my 

y) H | 8 Bly 8 \ l vy 3 

‘ 1 | 1 

| ‘2 | | Mes | | | Ug | WS, | a i} 

O:5)) | ePo ki 60 | lg | | | i ig | 

va | | 2 Blo 8 Bla E 

Q ft } =2 | =8 I 


Multipletts am nde der Periode verursacht, Bei der in der Mitte 
atehonden symmetrischon Kontiguration verliert die Unterscheidung ihren 
Sinn, Damit hiingt auch die Tatsache zusammen, dai die symmetrische 
Kontiguration stots einen cinfachen Grandterm liefert, 

In ‘Tabollo 6 ist als Beispiel das Zuordnungsschema tir eimen 
"P.-"Torm, und vwar links tir repolrechte, vochts tir verkehrto Zuordnung 
gowobon, Die beiden Zuordnungen gehen durch Vertauschung der Vor- 
yoichon incinander tiber, Dagegen zeigt das Schema fiir den *S,-"Term 
die Identitiit der regelrechton und verkehrten Zuordnung. 

Hier scheint uns der Grund ftir das Auttreten verkehrter Torme zu 
liogon, tn Zusammenhang damit, dat sie an den Stellen der Perioden 
aultreton, an denen die Symmotrie durch Besetzungslicken erreicht 
wird, sehon wit ihr wesentlichstes Charakteristikium darin, da’ bei ihnen 
die Komponenten mit gréveren j vom Normalzustand aus nach der lang- 
wollivoren Seite hin angeordnet sind, 

Win Mittel yur Prifung dor hier skizzierton Anschauung bildete fir 
uns die Gruppe dor Elemente Se bis Nice Wenn man dabei von yorn- 
heroin die von Hund gefundene Anomalio des Cr beriicksichtigt und 
vuntichat an Stelle von Cu, bei dem das Verhiiltnis der Bindungstestig- 
koiten dor 8y- und 4)-Untergruppe von neuem umspringt, cin Tingiertes 
Wloment 2O" ointiiget, ergibt sich ein Aufbau, wie er in 'Pabelle 6 dar 


wostollt iat, 
Ty hel lo 


1,4 ble Syy Sng San ay } 

| 
Si 8s . a4 18 | 2 } "Dy 
a0 Ts cial 18 9 teres |) OR, 
ae 18 3 Ne 
g40r , 18 bh | | | Sy 
YoMn .. , 18 6 epee iis SB, 
26Mo . . 18 6 | e) ‘Do 
ACE ire «| Is | e | a 4 fi, 
aNd Pp 18 2 6 2 by a 
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In der Tat ergibt die Rechnung, da’ den in der Tabelle 6 ge- 
forderten Elektronenkonfigurationen Terme eindeutig zugeordnet werden 
kénnen, und zwar die in der letzten Spalte angegebenen’). Diese 
Terme sind auch empirisch als die Grundterme der betreffenden Spektren 
bekannt. Dabei tritt wieder die schon oben bemerkte Kigenschaft der 
verkehrten Terme auf, da® die Konfiguration mit kleinster Energie nicht 
die stabilste ist. Es wird also durch den Versuch der eindeutigen Zu- 
ordnung von Grundtermen zu bestimmten Elektronenanordnungen ein 
Schema fiir den Aufbau auch dieser Elemente hervorgehoben, das alle 
wesentlichen Ziige des fiir die kleinen Perioden angegebenen besitzt. Der 
Aufbau erfolgt wieder so, daf vom Anfang der Reihe her bei unbesetzter 
TUG mit gréferem k, die mit kleinerem k, sukzessive erginzt wird, und 
unter Vertauschung von besetzten und unbesetzten Stellen vom Ende der 
Reihe her bei voll besetzter zweiter TUG die erste abgebaut wird. Die 
Symmetriestelle, der man nicht eme, sondern zwei zueinander reziproke 
Konfigurationen zuordnen kann, hegt bei Mn. Die Anomalie bei Cr, das 
eigentlich die Anordnung 


| 1, bis 39 339, 333) |) | Fit 4 


CHR Meats 18 4 — 205 — 


haben miiBte, ist darauf zuriickzufithren, dal die Bindungsfestigkeit des 
zweiten 4,-Elektrons zwar noch gréfer als die des dritten 3,-Elektrons, 
aber kleiner als die des vierten ist. Dieses ,,Umspringen‘ der 
Bindungsfestigkeit ist ein Umstand, mit dem man natiirlich beim 
Aufbau von AuBenschalen nicht zu rechnen braucht, der aber fiir den 
Autbau von Zwischenschalen charakteristisch ist und unser Schema nicht 
mehr als andere tangiert. Dadurch wird aber auch beim Cr die gleiche 
symmetrische Konfiguration in der Zwischenschale hergestellt, die dem 
Mn eigentiimlich ist. Das bedingt eine gewisse Verwandtschaft zwischen 
diesen beiden Elementen, die sich in einem ahnlichen spektroskopischen 
Verhalten auBert. Es treten auch bei beiden symmetrischen Konfigura- 


tionen der Zwischenschale regelrechte und verkehrte Terme auf?). 


1) Bei Ti und dem symmetrisch dazu gebauten Ni lift sich der gleichen 
Anordnung auch noch der Term *Po eindeutig quordnen; er ist jedoch empirisch 
als sehr viel hdher liegend festgestellt. Bei V, dessen 4}?,-Term besonders einfach 
msammengesetzt ist, kommen die erforderlichen Paare von m-Werten sufillig 


‘ _ mehrfach vor; dieser Umstand ist indessen unerheblich. 


2) Bei Fe, Co und Ni ergibt sich iibrigens zwangslaulig die Konfiguration, 
die Bose (ZS. f. Phys. 85, 213, 1926) zur Deutung ihres Paramagnetismus fordert. 
Wir kommen spater darauf zuriick. 
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Wir haben noch nachzuprifen, ob das hier aufpestellte Selena mit 
den chemischen Tatsachen vertriiglich ist, Wir kinnen vis hlerbel yer 
hiltnismiifie kurz fassen, weil das ehemisehe Material bereita in der 
wpoBon Arbeit von Grimm und Sommerfeld!) and Thr die Mlemente Se 
bis Ni in der eingangs erwihnten Arbeit von Samuel und Markowles 
vusammengestellt ist, 

Als wesentlichste Auflerung dos Chamismua der Mlemente betrehten 
wir ihre verschiedenen Wertigkelten,  Allerdings mull dabei posnprt 
werden, dai das Auttreten der Valongzahlen nieht immer gleich ai hee 
werten ist, Hervorguheben sind soleha Wertigkeiten, die wohl defintert 
sind, und die im allgemeinen bel dem betretfenden Mlernent hiwtiger 
auttreten, wobei naturgemii) Verbindungen, wile ebwa die Oxyde wid 
Halogenide, in den Vordergrund der Betrachtung ricken, Wir bertolk. 
sichtigen nicht die hoordinationszahlen der homplexverbindingen 
und machen auch nicht den Unterschied gwisehen Verbindungen, bel 
denen die Blektronen der Metalle gang aus dem Atomyerhand heratee 
gelist, und solehen, wo sie nur beanaprucht werden, Zwischon diesen 
beiden Mbglichkeiten scheint uns nur ein quantitativer and nicht ein 
qualitativer Untersehied zu bestehen, den wir hier nicht antersuchen, weil 
es uns vorerst nur daraul ankommt, festzustellen, welehe Mloktronen ther 
haupt beim Bingehen von chemischen Verbindungen beteiligth sind, 

Unter diesen Voraussetzungen ergibb sich Pabelle 7 ils Sehema der 
Hauptwertigkeiten, Wir haben darin die aul Hi bezogenen nepativen 
Wertigkeiten nicht mit vergeichnet, In dieser Hinsieht teiih unser 
Schema in keinen Gegensatz zu dem, das die konsequente Durehtihrung 
der Stonersehen Gedankenglinge ergibt, Aueh in unserem Sehena 
fehlen den 1 bis 4 Stellen vor dem Edelpaa stehenden Mlementon 


Tabelle 7, 


LT 


7, iti ; | 

Ha | 11] Aa ae Vaenerales Vy bie 2yy | in| Sor Syn Vaiceneeeil 
8 Li, Boil | 11 Na , 10 | | 
1 Be 212 Q 12 Me. 10 2 Vat 
5B gq 12 — 8 18 Al . 10 2 | 1 H 
60 , 2/2) 2 —| 2 4 14S , 10) 2; 2 2 4 
TN, gre 8 8 BIIBP.. 10 Q f “ 6 
80, o°| 2 4 2 ¢ 16:85, 10 Qi— 4 2 4 @ 
or. 21:2 1 4 keine 17 Cla 10 Si 2 °¢ 1/1 °F oo 
10 Ne Cen) 2x LSPA 10 9/2 4 


1) H, G. Grimm und A, Sommerfeld, ZS, f, Phys, 86, 86, 1026, 


a. 


ae 2 
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1 bis 4 Elektronen zur Herstellung der vollen Ne- oder A-Konfigu- 
ration, womit das Auftreten der negativen Valenzzahlen, z. B. in der 
zweiten Periode —1 bei Cl, — 2 bei S, —38 bei P, —4 bei Si, im 
Zusammenhang steht. Wir kénnen hier auf die Hrérterungen der er- 
wihnten Autoren verweisen. An der Deutung des chemischen Materials 
wird dadurch nichts Wesentliches geindert'), dafi die zur Erginzung 


aufgenommenen Elektronen bei uns in Plitze eingelagert werden, die 
durch andere Werte der Quantenzahl /, bestimmt sind. 


Die Konfiguration der ersten vier Elemente jeder Periode bleibt die- 
selbe wie im Stonerschen System. Uber sie ist daher gleichfalls nichts 
Neues hinzuzufiigen. Die Bedeutung der auf Elektronenabgabe (oder ,-be- 
anspruchung“) beruhenden positiven Wertigkeiten geht aus dem Schema 
der Tabelle 7 klar hervor. 


Mit dem. fiintten Element jeder Periode beginnen jedoch die Ab- 
weichnngen unseres Schemas von dem Stoners. Wir betrachten zuniichst 
die Elemente © bzw. 8, die direkt hinter der Symmetriestelle liegen. 
Bei ibnen leistet unser Schema die gleichen Dienste wie das bisherige. 
Die 4-Wertigkeit des Sauerstotis diirfen wir heute als gesichert ansehen, 
Thr Auftreten findet seine Erkliirung in der voll aufgefiillten 2,.TUG. 
Die seltener vorkommende positive 2-Wertigkeit mu wohl durch die 
beiden 2,,-Elektronen erklirt werden. Es ist kein Fall bekannt, der zu 
der Annahme zwingt, dai Blektronen aus einer voll autgefiillten TUG 
abgespalten werden. Doch sprechen manche Griinde daftir, dab die Rest- 
konfiguration des O++ sich zu der des neutralen © umgruppiert. Fir 
‘Schwefel gilt im allgemeinen das gleiche. Bei ihm rithrt die 6-wertige 
Stufe, die bei O nicht bekannt ist, von der Mitwirkung siimtlicher Elek- 
‘tronen mit » == 3 her. 

In einen wirklichen Gegensatz zum Stonerschen Schema mui wns 
erstmalig der Chemismus des Chlors fihren. Die Valenzzahlen 7, 5 und 8 
des Cl wurden auch frither leicht gedeutet. Die 7-Wertigkeit bedeutet 
‘bei unserem Schema gleichfalls die Beteiligung aller Elektronen mit 
nm = 8, die 5-Wertigkeit die aller mit k,; = 8/,. In der 3-Wertigkeit 
erblicken wir ein Zusammenwirken der Elektronen 3,, und 3, Das 
‘mag etwas gezwungener erscheinen, als nach der friiheren Vorstellung, 


1) Die aus den Arbeiten von Stook und seinen Schiilern iiber die Bor- 
swasserstoffe geschlossene 4-Wertigkeit des Bors ist vielleicht doch noch nicht ganz 
geklirt. Falls aber die Chemie daran festhalten mu’, kénnte man in unserem 
‘Schema vielleicht an die Auffiillung der 2g9-TUG denken. 
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die die Beteiligung der drei Elektronen annahm, die in der TUG 3,5 
saben. Doch haben wir Griinde, besonders infolge von Riickschliissen aus 
der Gruppe Sc bis Ni, die wir weiter unten behandeln, anzunehmen, dab 
unter Uberspringen der Symmetriestelle die letzte davor liegende Kon- 
figuration: (also hier die des neutralen Si) besonders hiufig angestrebt 
wird. Wir nehmen daher wie beim 2-wertigen O auch beim 3-wertigen Cl 
eine Umgruppierung der Restkonfiguration in diesem Sinne an. Hs bleibt 
noch das 1-wertige Cl zu deuten, sowie das 4-wertige Cl, das gleichfalls 
gelegentlich (C1O,) auftritt. Das l-wertige Cl mubte nach Stoner be- 
deuten, daS von den drei Elektronen der 399-LUG ein einzelnes beteiligt 
war. Das wiirde jedoch ein Ausnahmefall sein. Abgesehen von der sich 
aus prinzipiellen Griimden anders vethaltenden Symmetriestelle zeigen 
im Gegenteil alle anorganischen Verbindungen dieser Elemente das Be- 
streben, siimtliche Elektronen der betreffenden TUG zugleich abzugeben. 
Wir kommen hierauf nach Besprechung der Elemente N und P noch 
guriick. Nach dem Stonerschen Schema wire die Deutung des Auftretens 
des 4-wertigen Cl nur méglich unter Annahme der nachtriglichen Auf- 
spaltung einer bereits abgeschlossenen TUG. In unserem Schema ergeben 
sich die Valenzzahlen 1 und 4 zwangsmibig durch die Besetzungszahlen der 
3,,- und 3,,-TUG.Dabei mu8 beriicksichtigt werden, da das 3,,-Elektron 
das zuletzt gebundene, seine Ablésung unter Beibehaltung der wollen 
35.-°TUG also nur eine Folge unseres Aufbauschemas ist. Wir glauben 
ganz allgemein, da$ eine voll aufgefiillte TUG, ahnlich wie wir es von 
der Termberechnung her wissen, auch in chemischer Hinsicht weniger in 
Erscheinung tritt, als eine nicht voll besetzte oder eine symmetrische 
Konfiguration. Wir halten es fiir bedeutend wahrscheinlicher, da die 
beiden vollen TUG 2,, und 2,, bei unbesetater 25, beim O chemiseh 
gleichberechtigt sind und jede zu einer Wertigkeit Anlafi gibt, als daf 
etwa die 2-Wertigkeit durch eine neue Aufspaltung der 25,-lUG hervor- 
gerufen wird. Eine Stiitze erfihrt diese Ansicht, daB bei noch nicht voll 
aufgetiillter m,,-TUG die n,,-UG im ganzen herausgelist werden kann, 
durch das neuerdings von Stock festgestellte Auftreten von C1, O,. 
G-wertiges Cl la8t sich nach unserem Schema durch Zusammenwirken der 
359-LUG mit der 3,,-UG leicht erklaren, wihrend es nach dem strengen 
Stonerschen Schema nur schwer verstindlich ist. Zum mindesten libt 
sich dieser Gedanke, der auch mit dem ganzen Prinzip des nachtriiglichen 
Einbaues der »,,-Elektronen gut iibereinstimmt, sowohl hier wie spiter 
zwanglos durehfiihren und bietet eine einfache Moglichkeit zur Ableitung 
des chemischen Tatsachenmaterials. 


” 
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Die Elemente N und P nehmen in unserem Schema eine Sonderstellung 
ein, da sie die symmetrische Konfiguration besitzen, die oben ausfithrlich 
diskutiert wurde. Es ist von vornherein anzunehmen, daf sich das im 
) chemischen Verhalten der Elemente bemerkbar machen wird. Wir haben 


beiden Elementen die Valenzzahlen 3 und 5 zugeordnet. Dies sind die 
beiden wohl definierten und stabilen Stufen, und aus dem Schema ist er- 
sichtlich, da® dabei alle AuSenelektronen der UG mit k, = 3/, baw. der 
beiden UG mit k, = °/, und k, == 1/, beteiligt sein miissen. Die Gleich- 
wertigkeit der drei Elektronen mit /, = */, erklirt auch das frither 
schwer verstiindliche Fehlen einer ausgesprochenen Hauptwertigkeit mit 
der Valenzzahl 1. Wiirde das eine Elektron der m,-UG in der n..-TUG 
eine Sonderstellung einnehmen, so wiirde man erwarten'), daB es zu einer 
Hauptwertigkeit Anla® geben sollte. Ferner zeichnen sich diese Elemente 
durch eine autffallige Besonderheit aus. Die Reihe der Sauerstoff- 
verbindungen des Stickstofts (N,0, NO, N,9,, NO,, N,O,) zeigt, dab 
neben den Hauptwertigkeiten auch alle anderen Stufen vorkommen. Die 
drei ,symmetrischen* Elektronen des N scheinen also alle einzeln ab- 
lésbar zu sein. Das scheint uns bemerkenswert, und die Besonderheit 
der Valenzzahlen des Stickstoffs diirfte mit seiner Ausnahmestellung in 
unserem System zusammenhiingen. Bei Phosphor liegen die Dinge ahn- 
ganz so ausgeprigt. Es ist bekannt, daf auch 


lich, wenn auch nicht 
Gnnerhalb der Reihen homologer Elemente mit gleichen Konfigurationen 


der AuBenelektronen bei zunehmendem Atomgewicht und zunehmender 
Kompliziertheit des Atomrumpfes charakteristische Unterschiede aut- 
treten. Die Ahnlichkeit unter den Elementen der fiinften Hauptgruppe 
des periodischen Systems (N, P, As, Sb, Bi) ist aber geringer als in irgend 
einer anderen Rethe von EB gente die wir heute als homolog ansehen. 
Das hat zur Folge, daf beim Phosphor neben den ausgepragten Wertigkeits- 
stufen 3 und 5 nur noch Andeutungen der schwiicheren Wertigkeiten, die 
wir beim Stickstoff fanden, auftreten. Es handelt sich dabei um eine 


Reihe von Verbindungen, die ohne Zweifel als chemische Individuen 


gewertet werden miissen, Wir nennen an dieser Stelle von den 


Halogenverbindungen Phosphorjodiir P,J, Dieses entsteht auf die- 
selbe Weise, wie die Tri- und Pentahalogenide, und zwar dann, wenn 
Phosphor im Uberschu$ vorhanden ist. Ebenso nennen wir von den 
Sulfiden des Phosphors P,S, und P,S,. Ihre Struktur ist noch recht 


-unklar; vermutlich muf in ihnen der ‘Schwefel wegen der Méglichkeit 


1) H. G. Grimm und A. Sommerfeld, l.c. 8. 47. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XL. 16 
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der Abscheidung von H,S als zweiwertig angenommen werden. Phosphor- 
tetroxyd P,O, wird (im Gegensatz zu N,0,) nicht als das Anhydrid 
einer besonderen Siure aufzufassen sem.  Zwischen ihm und der 
Unterphosphorsaéure besteht kein genetischer Zusammenhang; es diiite 
sich daher um eine Mischung aus P,O, und P,O, handeln. Immerhin ist 
bemerkenswert, da8 Phosphortetroxyd dem tetragonalen System an- 
eehdrende Kristalle liefert. Die Konstitution aller hier erwihnten Ver- 
bindungen ist noch mehr oder minder unsicher, so da8 wir uns daruuf 
beschranken, die Bruttoformeln an Stelle der Strukturformeln anzufiihren, 
ohne von einer schon erwiesenen 1-, 2- oder 4-Wertigkeit des P zu 
sprechen. Das Auftreten der 4-wertigen Stufe wird allerdings durch die 
Unterphosphorsiure OP(O H), sehr wahrscheinlich gemacht. Jedenfalls 
kann man als sicher annehmen, da8 man bei der Deutung des Chemismus 
dieses Elements mit den Hauptwertigkeiten 3 und 5 nicht auskommt. 
Die Abweichungen von der Regelmifigkeit in der Konstitution der Ver- 
bindungen der anderen Elemente der kleinen Perioden sind so erheblich, 
daB man darin, ebenso wie bei N, mit gutem Grunde die Besonderheiten 
erblicken kann, die man von vornherein vermuten mug, wenn man ihnen 
an Hand unseres Schemas eine Sonderstellung zuschreibt. 

Der eigenartige Chemismus von N und P diirfte, wie schon an- 
gedeutet, darin zu suchen sein, daf die drei Elektronen der symmetrischen 
Konfiguration einzeln ablésbar sind. Daf das eine starke Abweichung 
von dem sonst tiblichen Verhalten bedeutet, erhellt, wenn man das System 
der Valenzzahlen der anderen Elemente damit vergleicht. In der Arbeit 
von Samuel und Markowicz war darauf hingewiesen, da anscheinend 
je zwei Elektronen in besonderer Weise miteimander gekoppelt sind. In 
den beiden kleinen Perioden wird diese Regel identisch mit der anderen, 
daB die Atome bei dem Eingehen chemischer Verbindungen die Elek- 
tronen einer TUG nur zugleich abgeben. Stabile Verbindungen werden 
im allgemeinen dann erreicht, wenn die Restkonfiguration nur aus 
abgeschlossenen TUG besteht. Das ergibt sowohl die von Element zu 
Element abwechselnde Geradzahligkeit und Ungeradzahligkeit der 
Hauptwertigkeiten, wie auch die konstante Differenz von zwei Stellen 
zwischen denen des gleichen Elements’). Bei den EKlementen N und P 
fiigen sich nur die Hauptwertigkeiten 3 und 5 diesem Satze ein. Das 
Auftreten der anderen Stufen, zumal da sie, wenigstens teilweise, auch zu 


1) Wir haben dabei lediglich den 3-wertigen Kohlenstoff, wie er in be- 
stimmten organischen Verbindungen auftritt (Triphenylmethyl), aus besonderen 
Griinden nicht beriicksichtigt. 
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Tabelle 8. 
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einigermafen stabilen Verbindungen fiihren, tritt zu dem Verhalten aller 
itbrigen Elemente in einen deutlichen Gegensatz. Der obige Satz erfahrt 
hierdurch noch eine gewisse Erginzung. Es zeigt sich, da kein Atom 
die Konfiguration der Symmetriestelle anstrebt. 

Es erhebt sich die Frage, ob unser Schema auch tiber den Chemismus 
der Elemente Sc bis Ni Rechenschaft ablegt, und zwar ohne Abanderung 
der leitenden Gedanken, die die Diskussion der Elemente der kleinen 
Perioden ergeben hat. In Tabelle 8 ist das Schema der Elektronen- 
anordnung mit dem der Valenzzahlen vereinigt. Wahrend die im der 
schon mehrfach zitierten Arbeit von Samuel und Markowicz angegebene 
Elektronenkonfiguration nicht beibehalten werden kann, kénnen die dort 
aus dem chemischen Material gefolgerten Grundgedanken aufrecht erhalten 
werden und erfahren nur eine, zum Teil nicht einmal sehr abweichende 
Deutung. Aus der grofen Ahnlichkeit des Systems der Valenzzahlen 
und des Ganges der magnetischen Werte der lonen war gefolgert worden, 
daB bei Fe erstmalig eine der beiden TUG abgeschlossen sei. An die 
Stelle der 3,,-TUG tritt nun die 3,,-TUG. Gegentiber Bose’) war ein- 
gewandt worden, da$ der komplizierte Chemismus der Elemente Se bis 
Mn sich nicht durch eine monoton ansteigende Reihe von Besetzungs- 
ziffern erkliiren lasse. Jetzt wird diese Reihe bei Cr und Mn durch die 
symmetrische Konfiguration unterbrochen. Gerade bei diesen Elementen 
beginnen aber die Unregelmafigkeiten im chemischen Verhalten, und aus 
diesem Grunde war in jener Arbeit durchaus die Méglichkeit offen ge- 


lassen worden (im Zusammenhang damit, daf von Cr ab keine Nitride 


mehr gebildet werden), daS die dort geforderte Unterteilung der 3,-UG 
erst bei Cr beginnt. So ergibt sich eine Dreiteilung; es gehéren eng 
zusammen die Elemente Sc, Ti und V, dann die ,symmetrischen* Cr 


NE: 
16% 
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und Mn, und schlieBlich die drei letzten, bei denen die 3,,-lUG voll aut- 
gefiillt ist. Nur in der Reihe der 3-wertigen Oxydationsstufe gehirt Fe 
enger zum Mn als zum Co (vgl. Halogensalze, Metallsultfatsch wefel- 
siren u.a.), da bei Fe®+ diese Voraussetzung der voll aufgefiillten 3,,-TUG 
nicht mehr erfiillt sein kann. Im tbnigen spiegeln sich diese Verhilt- 
nisse gut in der Reihe der 2-wertigen Elemente wider. Diese sind in- 
stabil bis zum V, stabil bei Cr und noch ausgesprochener beim Mn. 
Fe2+ ist wieder nicht so bestiindig, und bei ihm beginnt ein neuer Anstieg 
in der Stabilitatskurve. Die Bestindigkeit steigt vom Fe zum Co und Ni 
mit wachsender Auffiillung der noch unbesetzten TUG, d. h. mit steigender 
Annaherung an den Typus der alkalischen Erden. Erst beim Zn wird 
dieser wieder erreicht; hier sind beide TUG aufgefiillt, und 2 ist die 
einzig vorhandene Valenzzahl. 

Wir fassen zuniichst die Elemente Sc, Ti und V zusammen. Von 2 
an bis zur Maximalwertigkeit, die die Edelgaskonfiguration herstellt, sind 
alle Valenzzahlen vollstindig vorhanden. Wird V** oxydiert, so geht 
es langsam und stetig tiber V‘+ in V°+ itber, ebenso umgekehrt Vt 
durch Reduktion langsam und stetig tber V‘+ in V’+. Wir entnehmen 
daraus, daf die ,Zwischenschalen‘-Elektronen der 3,,~TUG bei diesen 
Elementen, bei denen sie noch nicht durch die 3,,-TUG abgeschirmt sind, 
einzeln ablésbar sind. Zusammen mit dem, was iiber die zweiwertigen 
Elemente gesagt wurde, ist der Chemismus dieser Gruppe damit eindeutig 
und zwanglos geklirt. 

Cr und Mn besitzen infolge der Anomalie des Cr beide die sym- 
metrische Konfiguration von fiinf Elektronen in der 38,-UG. Jedoch zeigt 
die 2-Wertigkeit des Cr, da8 der energetische Unterschied zwischen der 
zweiten 4,- und der finiten 3,-,Bahn* bei Cr nur gering sein kann. 
Die Wertigkeiten Cr®+ und Mn’+ bediirfen keiner Erklérung. Wir haben 
bereits oben erwahnt, daB das chemische Verhalten der hier betrachteten 
Elemente den Eindruck erweckt, als ob sie, unter Umwandlung und Uber- 
springung der symmetrischen Konfiguration, ganz bestimmte andere 
Anordnungen anstreben, vornehmlich die letzte, gerade vor der Symmetrie- 
stelle stehende. Wir méchten annehmen, da die vier starken Wertig- 
keiten Cr?+, Mn?+ und Mn‘+, sowie Fe*+ eine Umwandlung der be- 
treffenden Kontfiguration in die des V bedeuten, und zwar Cr®* und Mn** 
in die des V?+, Mn?+ und Fe®+ (deren magnetische Werte zusammen- 
fallen) in die des neutralen V1).  Dafiir sprechen eime Anzahl yon 


1) Die mangelhafte Stabilitat des V2* selbst spricht infolge der veranderten 
Kraftfeldes nicht dagegen. 
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chemischen Tatsachen. Wir erwihnen nur, daS Mn‘+ bei der Reduktion 
ohne Ubergang in Mn*+ sofort in Mn’* tibergeht. Das lalt 
darauf schlieBen, daB die beiden hinzutretenden Elektronen gleichzeitig 
als 4,,-Elektronen gebunden werden. So wird dadurch fiir Mn?+ eine 
Konfiguration (3,0,2) festgelegt, fir Mn‘+ aber (3,0,0). Andererseits 
zeigt die Anomalie des Cr, dab die Konfiguration (4,0,0) sehr un- 
bestiindig zu sein scheint. Demzufolge ist Mn?+ auSerordentlich instabil. 
Die 2-wertigen Cr-Verbindungen sind teils instabil, teils stabil. Es 
scheint uns plausibel, daf sich in den stabilen Fallen die Anordnung des 
neutralen Ti herstellt. Aus alledem geht hervor, daf der Chemismus 
von Cr und Mn sich zwanglos aus der besonderen symmetrischen An- 
ordnung ihrer 3,-UG ableiten laSt, wenn man diese und die entprechende, 
dem Cr eigentlich zukommende, als instabil, die davorliegenden des V und 
V2+ als besonders stabil ansieht *). 

Besonders gut stimmt das Verhalten der drei letzten Elemente Fe, 
Co und Ni mit unserem Schema iiberein. Fiir sie ist in erster Linie 
wichtig, daB von Fe ab die 3,,-TUG voll aufgefiillt ist. Nur noch bei 
dem leichtesten der drei Atome sind diese sechs Elektronen abliésbar *) 
und fihren zu den instabilen Verbindungen des 6-wertigen Fe. Der 
ganze Typus wird dem der Erdalkalien fibnlicher. Daher die auffallige 
Unstetigkeit in der Reihe der Maximalwertigkeiten, die sich auch im 
magnetischen Verhalten widerspiegelt. Auch schon bei Ti, V, Cr und Mn 
werden die Verbindungen der Maximalwertigkeiten von Element zu 
Element instabiler (vgl. die Saiuren), in demselben Ma8e, wie sich die 
Zwischenschale mit Elektronen anfiillt. Durch die volle 3,,-TUG wird 
die Edelgaskonfiguration in verstarktem Mabe vorgetiuscht. Daher 
kommt es, da® von Fe ab die eigentlichen Maximalwertigkeiten, die der 
Abloésung simtlicher 3,- und 4,-Elektronen entsprechen, nicht mehr aut- 


1) DaB Mn®* bisher nicht gefunden und Cr+ (Cr,0,, CrOCls) noch nicht 
gesichert, also jedenfalls instabil ist, zeigt, da® bei diesen Hlementen stabile 
Verbindungen unter Ablésung der 5 Elektronen der Zwischenschale und Beibehaltung 
der unveranderten 4,-UG nicht gebildet werden kénnen. Auch sprechen das Ver- 
halten des Mangans bei seiner Umwandlung von Mn‘*+ in Mn?* und das Fehlen 
der Valenzzahl 3 bei Ni gegen eine Konfiguration der Or5+, bei der ein einzelnes 
Elektron in der 4,-UG stehen bleibt. Daher méchten wir Or°* nicht auf die 
Konfiguration des K, sondern auf die des 7Ti3+ zuriickfithren, bei der das tbrig 
gebliebene Elektron in der 3 -TUG steht. Anscheinend gelten fiir Mn®* ent- 
sprechende Uberlegungen. 

2) Hs sei an dieser Stelle hinzugefiigt, daf die Verhiltnisse bei den ent- 
sprechenden EBlementen der anderen grofen Perioden etwas anders, aber prinzipiell 
sehr ahnlich liegen. Eine Notiz hieriiber ist in Vorbereitung. 
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treten. Wie schon oben erwihnt, steht das Verhalten der 2-wertigen 
Stufen damit in voller Ubereinstimmung. Das gleiche gilt von den 
Wertigkeiten 3 des Co und 4 des Ni, die auf dem Zusammenwirken der 
4. 


den Elementen Sc bis Ni die Ableitung ihres verwickelteren Chemismus 


uc und 8,,-Elektronen beruhen. Wir kénnen also sagen, da auch bei 


aus unserem Schema in verhiltnismabig einfacher Weise gelingt, und 
zwar mit Uberlegungen, die den bei den kleinen Periodon angewandten 
ganz ihnlich und nur so weit modifiziert sind (EKinzelablésung der 
3,o-Elektronen bei Sc, Ti und V), wie es der besondere Charakter dieser 
Elemente erfordert, bei denen eine ,Zwischenschale* aufgebaut wird. 
An die Stelle der Koppelung von je zwei Elektronen tritt das Be- 
streben, voll aufgefiillte TUG zu bilden. Dabei wird die Konfiguration 
der Symmetriestelle vermieden, die des letzten Elements vor ihr, sowie 
die niichst einfachere des V2+ bevorzugt. Die Ahnlichkeit mit dem Ver- 
halten der Elemente der kleinen Perioden liegt auf der Hand. 

So fiigt sich auch der Chemismus der Elemente unserem Aufbau- 
schema ein. Wir glauben damit eine Méglichkeit gefunden zu haben, 
eine Anzahl von noch ungeklarten Punkten einheitlich darzustellen. 


Breslau, Physikalisches Institut der Universitat, 18. Sept. 1926. 
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Der Kristall als homogenes Polyeder 
und die Beziehungen der physikalischen Figenschaften 
der Kristalle zu den einzelnen Gruppen der 
geometrischen Kristallographie. 


Von J. Beckenkamp in Wirzburg. 


(Kingegangen am 18. Oktober 1926.) 


I. Symmetrieelemente und Symmetrieklassen. 

Schon Haiiy versuchte eine Einteilung der nach seinen Gesetzen 
der Dekreszenz modglichen Kristallarten. ,Die gleiche Art der De- 
kreszenz mu8 sich in allen Teilen wiederfinden, welche man miteinander 
vertauschen kann“; er nennt dies ,loi de symétrie“. 

Eine mathematisch scharfe Definition des Begritfes Symmetrie gab 
jedoch erst Hessel mit Hilfe des von ihm aufgestellten Prinzips der 
— deckbaren (von ihm ebenbildlich genannten) und der spiegelbildlichen 
(von ihm gegenbildlich genannten) Gleichheit. Er fand, daB unter den 
_ Kristallen 32 durch ihre Symmetrie verschiedene Abteilungen, jetzt all- 
gemein Klassen genannt, moglich sind. 

Man lege auf eine Flaiche oder eine Gruppe von Flichen, die nicht 
notwendig unmittelbar nebeneinander zu liegen brauchen, bei eimem ideal 
~ ausgebildeten Kristall (dessen Flichen alle den gleichen senkrechten Ab- 
stand von einem gemeinsamen Mittelpunkt haben) mit der Flache bzw. 
mit der Flachengruppe kongruente Papierscheiben derart auf, dab die 
Rander des Papiers und die der Flache bzw. Flachengruppe des Polyeders 
- zusammenfallen. 

a) Kann man durch Drehung um einen Winkel w um eine bestimmte, 
durch den Mittelpunkt des Polyeders gehende Achse die Papierfliache 
nach und nach zur Deckung mit samtlichen Flachen bzw. Flichengruppen 
des Polyeders bringen und kehrt die Papierfliiche nach y solcher Dre- 
hungen @ wieder zu ihrer Anfangslage zuriick, so nennt man jene Achse 
eine y-zahlige Deckachse oder nach Liebisch und anderen Autoren 


eine y-zihlige Achse erster Art; Rinne nennt diese Art der An- 


ordnung der Flaichen einen ,gyrischen Rhythmus* (0 yv@og, die 
~Rundung), Bravais und P. Curie bezeichnen eine solche mit dem 
‘Symbol ZL”. Die Zahl vy gibt also an, wieviel solcher gleichwertigen 
_ Flachenelemente um die betreffende Deckachse herum vorhanden sind. 
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Kehrt die Papierscheibe nach v Einzeldrehungen um den Winkel nach 
einer Gesamtdrehung von 860° wieder in ihre Anfangslage zuriick, so ist 
360 


te) 


v= 


b) Kann man die Hilfte der Flichen eines Polyeders durch Spie- 
welung an einer durch den Mittelpunkt desselben gehenden Ebene mit 
der anderen Hilite zur Deckung bringen, so heifSt diese Ebene Spiegel- 
ebene, die Deckoperation Spiegelung oder auch direkte Spiegelung an 
einer Ebene. 

c) Erhiilt man Spiegelung nach einer Ebene erst bei Drehung um 
eine zu der Spiegelebene senkrechte Achse um @°, oder Deckung durch 
eine Drehung um @° um eine Achse erst nach nachheriger oder vorheriger 
Spiegelung an einer zur Achse senkrechten Ebene, so nennt man diese 
Deckoperation indirekte oder alternierende Spiegelung, oder auch 
Drehspiegelung oder Spiegeldrehung oder nach Hessel Gerenstellung. 
Liebisch nennt die Achse der Spiegeldrehung ,Achse zweiter Art‘, 
ebenso Fedorow u.a. Rinne nennt diese Operation eine gyroidische. 
Als Symbol der Achse zweiter Art habe ich das Zeichen *L” gewihlt, wo 
py wieder durch die unter a) gegebene Definition bestimmt ist. Bravais 
hat diese Achsen zweiter Art nicht verwendet, ich habe das Symbol 
nur durch das vorgesetzte * von den Achsen erster Art unterschieden. 

Im allgemeinen kommt bei den Achsen zweiter Art die bewegliche 
Fliche bzw. Flichengruppe schon nach einer Gesamtdrehung von 2a in 
ihre Anfangsstellung zuriick; bei der trigonal-dipyramidalen und der 
ditrigonal-dipyramidalen Klasse erst nach einer Drehung von 2.27. Bei 
der hexagonalen Syngonie gibt es zwei verschiedene 6 zihlige Achsen 
zweiter Art; bei der ditrigonal-skalenoedrischen Klasse ist das Symbol 
der Hauptachse *Z271 VI oder auch #7 yt goo, bei den beiden genannten 
dipyramidalen Klassen *Z@-27) oder auch Dns ian0- In einer aus- 
tiihrlichen Abhandlung im Neuen Jahrbuch und in der Tabelle 8S. 243 
dieser Mitteilung habe ich das links stehende Symbol gewihlt; die 
Bezeichnung rechts des Gleichheitszeichens ist vielleicht etwas ein- 


facher; bei der ditrigonal-skalenoedrischen Klasse ist v.a@ —= 2a, bei 
den beiden dipyramidalen Klassen ist y.a@ == 2.22. Im ersten Falle 


wurde in den Tabellen die’ n&ihere Charakterisierung von v bzw. @ weg- 
gelassen. In einer Mitteilung in der ZS. £. Krist. 46, 309, 1921 gab ich 
fiir die Zihligkeit » fiir Achsen erster und zweiter Art die zu enge, all- 


36 Se 
wid oder vy = wath Dieselbe muS 
v ri) 


gemein iibliche Definition @ — 
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durch die vorstehende Definition, in welcher y ein weiterer Begriff wird, 
ersetzt werden. In der Mitteilung des Verfassers im Neuen Jahrb. fiir 
Min., Beil.-Bd. 54, Abt. A, 1—71, 1926 wurde vy in diesem erweiterten 
Sinne verwendet. 

d) Halbieren sich die Verbindungslinien der gegeniiberliegenden 
 Ecken eines idealen Polyeders gegenseitig in einem einzigen Punkt C, 
so heiBt das Polyeder zentrisch symmetrisch, der Punkt C heiBt das 
Symmetriezentrum oder Inversionszentrum. 


Legen wir durch C eine beliebige Ebene und ziehen auf diese das 
Lot durch OC, und drehen dann die auf der einen Seite der Ebene liegen- 
den Flichen um 180° und spiegeln die in der gedrehten Stellung be- 
findlichen Flachen bzw. Ecken an der zugehérigen Ebene; oder wir 
nehmen zuerst die Spiegelung und dann die Drehung um 180° vor, dann 
kommen die urspriimglich der einen Hilfte angehérigen Flachen bzw. 
» Ecken des zentrisch symmetrischen Polyeders mit den Flachen bzw. 
Ecken der zweiten Halfte zur Deckung. 

Ein zentrisch symmetrischer Kristall hat somit unzahlig 
viele Achsen zweiter Art und sein Symbol ware daher co *Z™; wo- 
bei aber das oo auch weggelassen werden kann. 

q In ahnlicher Weise kann man auch bei der direkten Spiegelung 


30° ike : 
voraussetzen, verbunden mit einer Spiegelung 


eine Drehung um @ — 


‘an der zur Drehung senkrechten Ebene; in diesem Falle wird also vy = I 
‘und das Symbol wird *Z1. 

Die direkte Spiegelung und das Inversionszentrum sind 
also spezielle Faille von *Z’. Die vier bisher angenommenen 
Arten von Symmetrie lassen sich also auf zwei Symbole 
aurickfiihren. Nach den gegebenen Definitionen ist die 
direkte Spiegelung durch das Symbol *Z*, das Inversions- 
zentrum durch *L¥ vollstandig charakterisiert. 

| Bravais glaubte, bei seiner ersten Ableitung der 32 Klassen mit 
den Symmetrieelementen a, b, d auskommen zu kénnen ; aber in seinem 
Endresultat fehlte die orthodisphenoidische Klasse. 

P. Curie (Bull. soc. min. 7, 89, 1884; Auszg. ZS. f. Krist. 11, 188, 
1886) fiihrte deshalb den von ihm als_,alternierende Symmetrie* be- 
zeichneten Begriff der Ebene der Drehspiegelung wieder ein. 

Fedorow (ZS. £. Krist. 17, 617, 1890) nennt dieselbe , bene der 
n isammengesetzten Symmetrie‘. Er leitet die 32 Klassen mit Hilfe der 
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Achsen erster Art a, der Achsen zweiter Art ¢ und der direkten Spiegel- 
ebene b ab. 

Liebisch (Phys. Krist. 1891, 8. 10) leitet den Satz ab, daB jede 
Operation zweiter Art durch Kombination einer bestimmten Drehung a 
mit der Inversion d erzeugt werden kénne. 

F. Becke (ZS. f. Krist. 25, 73, 1896) weist darauf hm, daS man 
mit den drei Operationen a, c, d auskommen kénne, ,»wobei dann im 
Resultat in gewissen Abteilungen (direkte) Symmetrieebenen als Folge 
sich einstellen, geradeso wie das in der Grothschen Ableitung (mach 
der Fedorowschen Anregung) mit dem Symmetriezentrum der Fall ist“. 

Ich zeigte (ZS. f. Krist. 46, 332, 1921), da auch mit den beiden 
Symbolen Z” und *Z”, also schon mit zwei Arten von Symbolen, die 
32 Klassen eindeutig bestimmt werden kénnen. Infolge der zu engen 
Begriffsbestimmung der Zahligkeit kamen in der damals von mir ver- 
Offentlichten Tabelle die beiden dipyramidalen Klassen mit @ == 120° in 
das trigonale System, wahrend sie nach ihrem Gesamtverhalten in das 
hexagonale System gehéren. 

In ZL” kann unter Beriicksichtigung des Parametergesetzes fiir Kri- 
stalle » die Werte I, II, III, IV, VI annehmen, bei *Z” die Werte I, I, 
IV, VI, hier fehlt also der Wert III. F 

Im Gegensatz zu Bravais und Curie wihlte ich fiir v nicht die 
arabischen, sondern die rémischen Ziffern, dagegen die arabischen Ziffern 
fir den Koeffizienten », wenn n gleichwertige Symmetrieelemente vor- 
handen sind. 

Die 6zihlige Achse zweiter Art mit o — 120° ist zugleich eine 
trigonale Achse erster Art in Verbindung mit einer dazu senkrechten 
Spiegelebene; ebenso wie die 4zihlige Achse zweiter Art mit @ == 90° 
zugleich eine digonale Achse erster Art ist. 


Il. Urformen und Klassen. 
G. Tschermak gibt in semem Lehrbuch der Min., 6. Aufl. 1905, 
S. 44 eine Tabelle der Gadolinschen Symbole der 32 Klassen. Dieselbe 
enthialt 5 Stufen, I bis V, und 2 Nebenstufen, I-a und IVa. 


Das 1. Symbol der 1. Stufe entspricht der Symmetrie der pediaten Klasse 
” 1. ” ” 2. ” ” ” ” ” pinakoidalen ” 
Serle a ey FE za » Sphenoidischen ,, 
aa Be | Seah te = e 24 , domatischen 4 
» i. 5 


” ” ” ” ” ” prismatischen PA 


Die beiden ersten Symbole gehéren dem monogonalen (triklinen) 
System an, die drei letzten dem monodigonalen (monoklinen) System. 
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Aus jeder dieser fiinf, von Rinne passend als Urformen bezeichneten 
_ Formen leiten sich zunichst andere Klassen dadurch ab, dafi sich die 
Urform nach einer 2zihligen, 3zibligen, 4zihligen, 6zahligen Achse 
wiederholt. Nur im triakisdigonalen (rhombischen) System fehlen die 
Abkémmlinge der pedialen und der pinakoidalen Urform. Andererseits 
erhalt Tschermak fiir das tetragonale und das hexagonale System je 
zwei weitere Klassen, ,indem an Stelle der vier bzw. sechs um die 
Hauptachse verteilten Flichenpole statt jeder zweiten Flache deren 
Gegenfliche* angenommen wird. Jede Klasse wird also charakterisiert 
1. durch die Angabe der Urform und 2. durch die Stufe. 


Ill. Stufen und Symmetriesysteme. 


An die Stelle der Gadolinschen geometrischen Symbole setze 
ich die beiden arithmetischen ZL” und *Z”, sowohl fiir die Bezeichnung 
der Urform als auch fiir die Bezeichnung der Stufe. In der gréSeren 
ersten Abteilung ist das Stufensymbol eine Achse erster Art, in der 
_ kleineren zweiten Abteilung eine Achse zweiter Art. 

Ich mache zum Prinzip, dai 

1. die Achsen zweiter Art stets nach den entsprechenden Achsen 

erster Art stehen sollen, und daf 

2. die Ziffern der Indizes siimtlicher Flachen einer einfachen Form 

durch Permutation auseinander ableitbar sein und daf 
bei den Indizes nicht mehr Ziffern als nétig verwendet werden 
sollen. 

Bei der hexakisoktaedrischen Klasse liegen in jedem Oktanten sechs 
Flachen; die Indizes p, g, r gestatten also sechs Permutationen. Die 
Indizes der acht Oktanten unterscheiden sich durch ihre Vorzeichen; im 
ganzen ergeben sich demnach 48 verschiedene Indizes. 

Die dihexagonale Dipyramide zerfallt in zwélf Dodekanten. Jeder 
Dodekant hat zwei Fliichen, welche nur zwei Permutationen von {hik1} 
gestatten; da h+i+h =O und 7 mit hik ungleichartig ist. Die 
zwoli Dodekanten unterscheiden sich durch die Vorzeichen der Indizes. 
Die dihexagonale Dipyramide hat also 24 Flachen; bei dem ditri- 
gonalen Skalenoeder sind von diesen zw6lf Dodekanten nur sechs aus- 
-gebildet; dieses hat deshalb nur zwolf Flachen. 

Alle Klassen enthalten entweder einen Teil der Symmetrieelemente 
‘der hexakisoktaedrischen oder der dihexagonal dipyramidalen Klasse. Die 
ersteren miissen nach obigen beiden Annahmen durch dreistellige Indizes 
{par}, die letzteren durch vierstellige {hikl | charakterisiert werden. 


242 J. Beckenkamp, 


Unter den beiden genannten Voraussetzungen verlauft 
die Ableitung der folgenden Tabelle véllig zwangliufig. 
Jede Anderung in der Stellung einer Klasse ware falsch mit 
Riicksicht auf diese Voraussetzungen. 

Das Symbol der einzelnen Klassen stellt ein Produkt aus zwei 
Faktoren dar; der an erster Stelle stehende Faktor, der Multiplikandus, 
bestimmt die Urform; er gibt an, wie oft und in welcher Weise eine be- 
liebige Fliiche der Urform wiederholt werden soll; der an zweiter Stelle 
stehende Multiplikator oder Stufenfaktor gibt an, wie oft und in welcher 
Weise die Urform in dem Klassensymbol wiederholt werden soll; der 
erstere, der Faktor der Urform, ist gleichlautend in den vertikalen Reihen, 
der letztere, der Stufenfaktor, ist gleichlautend in den horizontalen Reihen. 
Bei der prismatischen Gruppe ist der Faktor der Urform wieder fiir sich 
ein Produkt aus zwei Faktoren. Bei der héchst symmetrischen Stufe 
der folgenden Tabelle kommt noch ein vierter Faktor, der Koeffizient 
n = A, hinzu. 

Rinne gibt fir den Faktor der Urform den Anfangsbuchstaben der 
letzteren und fiir den Stufenfaktor die Anzahl] der Wiederholungen der 
Urform in Form eines einfachen Zahlenkoeffizienten an. Meine 
Charakterisierung des Klassensymbols ist also mathematisch 
bestimmter. r 

Tschermak labt auf die pediale Stuie die pinakoidale folgen, um 
die beiden monogonalen (triklinen) Klassen nebeneinander zu bringen. 
Ich muS nach dem ersten Prinzip zunachst unterscheiden zwischen einer 
ersten Abteilung, bei welcher der Stufenfaktor eine Achse erster Art 
darstellt, und einer zweiten Abteilung, bei welcher der Stufenfaktor eine 
Achse zweiter Art darstellt. Die letztere enthalt die auch von Tscher- 
mak abgetrennten vier Klassen. Ich trenne das monogonale System 
von dem monodigonalen durch eine nur punktierte Linie, um die Gleichheit 
des Stufenfaktors Z1 der beiden Systeme mehr hervorzuheben. Innerhalb 
des Systems folgen zunichst die pediale, dann die sphenoidische Gruppe, 
welche beide — sowohl im Faktor der Urform als im Faktor der Stufe — 
nur Achsen erster Art enthalten und deshalb enantiomorphe Gestalten 
liefern; bei den nun folgenden domatischen und pinakoidalen Klassen ist 
der Faktor der Urform eine Achse zweiter Art; endlich, bei der fiinften 
Gruppe, besteht der Faktor der Urform aus zwei Faktoren. Der Multi- 
plikator ist deshalb hier von den beiden Faktoren des Multiplikandus 
etwas weiter entfernt. Die siimtlichen Klassen der Gruppen d und e 
enthalten ein Inversionszentrum. 


| \| r r r ia r r | r r = 5 RE 
WZ ouTevTs mT veiTe | mlpyls | ml oud mil byt | S228 
ae) yoslipeegyo | yostapoey yostaporsyey | Yostaparazoy | Yostrporyopop-u0s jeuosty | Fe ae 
y -STYe XO -opop-stye Aq -SLyexo -Isoy]-uoseyueg |-veyued-qostupoeayoy, |, -SH[P1}04 > E a 
, ic) 8 
GS 1S 06 66 86 | Bo ee 
es leo oT |x we: ale Tle: ‘FT felAwline lees Tx: ue rd wl Te | rd iy | ry Aerie | 
2 jepruesddtp yepruerddrp [eprure«fdrp yeprurerddtp jepruetkd | yostrpoozedvay | Jepruressd |yeuosexoy | 
= [euos Iz -[BUuosTAL, -[vucsexXoqid -[BMOS VXI, -[VUOSVXOYTC -[BUOSVXOF -[VUOSVXIY \ -OUOUL E 
5 Le 9% % vG 8% 6G 1@ ° 
eile ees scree Ing peal ae eral TA ; oar = ae are = = 
2 aT «* (Tx | aL TD Ate Wx Tx aL Tx NY en | re Sonn | e 
3 yoslapaouayeys | yostprowoydsrp jeptuerddrp jeprares dip jeprueidd | yostapaozodeay yeuos taqoq ) 
§ -[RUOS IPI] -o4WIO -jwuoseajoyI | -[euoseaqoy, -[BU08 LAZOFTT, -euosedyeay, | || -ouOUL 5 
ian 06 61 8I LT OT GT fat 
2 = | a ee a Tr. r r alli = 
ra wil * wT: Tx nie aa es Hr mi wT iis Tee || iz = 
x cee ogee: qostapaoquioyy ieee meen eI} pee \ ince x 
a [euos 1141(] [euos az {BUOsIL], yeuostay, ouour 
fs 61 él 10. Or 6 
oO =| F ——— = } — —— — — — — = a ee 
3 ne rieleeon Te Tyla or wy Se 
= jeptureaddrp | eprmertd | yostproueydstp | [Buostp = 
a -]BVUOSIP-STYVIdL) -|VU0S Ip-STYRILYL, -oully Scag Ie 
2 8 | L 9 <p 
Sp [Syl sehr hee alec ela lie bon h jeuoStp 5 
a. | YostyeUIsiig YOSTFRULO(T yostprowaydg eee ise] 
ie | ¢ | P E be 
A Meno le eae S 
gS jeproyeurg reiped euos S. 
at -ououL o 
3 G it 
8 
Bo a eo — ——=}! ———— —— ——S[— ——— = — ————— ———— = ——— Ses = = 
Z addniy | addnisy | ‘eddnay “addni addnin addnisy addniy 
ayostyeuMod, a[eVIpod ayosiewsig o[eployeuld aqosyewmod ayosiprousgds a[vipog {| 
ial fay i) fa) } 
B & By, P q B wa3shks 
Sunpiayqy I}19NZ | Sunpisqy o)Sig zajouru Ag 
| 
a irseentoee 481 yly J9}s19 asyoy UID jsSI 1opYVjWI9}sKg 19q | 


19}19MZ pun 194819 wesyoy zap es1TH. ge Boe ig juny wap sue po gs or139.ut mf gg 19 
"41y i J BA 8 a 
Ce ee be me aw > ¥ rr 


He 


244 J. Beckenkamp, 


Nach dem zweiten Prinzip miissen die Flachen der beiden dipyrami- 
dalen Klassen ebenso wie die hexagonalen Klassen auf vierstellige In- 
dizes {hikl\ bezogen werden. Die Symmetrie der beiden genannten 
Klassen ist in der Symmetrie keiner der tetrakistrigonalen Klassen voll- 
stindig enthalten, sondern nur in der Symmetrie der dihexagonal- 
dipyramidalen Klasse. Diese beiden Klassen gehéren hiernach 
in das hexagonale System; sie unterscheiden sich von den tibrigen 
hexagonalen dadurch, daB sie keine 6zi&hlige Achse erster Art, sondern 
nur eine 3zihlige Achse erster Art besitzen, die jedoch zugleich 6 zahlige 
Achse zweiter Art ist. Die Indizes aller iibrigen Systeme miissen drei- 
stellig, {pqyr}, sein. 


Eine geniigende Definition des Begriffes , Kristallsystem* oder, wie 
ich lieber sage, ,Symmetriesystem“ gab es bisher nicht. Weiss unter- 
scheidet 1815 


7. A regulares oder spharoedrisches System mit zwei Unterabteilungen 
(homo- und hemispharoedrisch) 
5. BI a) das viergliedrige <5 


3. b)a , zwei- und zweigliedrige ,, 
2. b)@ , Zwei- und eingliedrige , 
ii; b)y , ein- und eingliedrige 2 
6.BII a) » sechsgliedrige - 
4. b) ,, drei- und dreigliedrige oder rhomboedrische System * 


In seinen spiiteren Arbeiten bediente er sich fiir jedes Kristallsystem 
auch eines besonderen Achsenkreuzes; nur fiir die Systeme 4 und 6 stellte 
er das gleiche vierbalkige Achsenkreuz auf. Miller fiihrt auch fiir diese 
beiden Systeme ein dreibalkiges Achsenkreuz ein. Nach dem von mir 
oben angegebenen Prinzip gehért das dreibalkige Achsenkreuz zu 
den Systemen 1, 2, 3, 4, 5, 7, das Weisssche vierbalkige nur zu 
dem hexagonalen System. 

Jedes Achsenkreuz ist, wenn keine Polaritat der einzelnen Achsen 
angenommen wird, zentrisch symmetrisch. 

Fiir den Begriff Symmetriesystem gebe ich folgende Ableitung: 
Figen wir in allen azentrischen Klassen zu der vorhandenen Symmetrie 
noch ein Inversionszentrum hinzu, dann zerfallen die 382 Klassen in elf 
Inversionssysteme (vgl. Tabelle 2). Von diesen besitzen 


1) 1 Iny.-Syst. nur eine 1zihlige Achse 1. Art u. heiBen monogonales Symmetriesyst. 
1 


2 ” ” ” 2 ” ” ile non ” digonales ” 
3) 1 “5 drei 2 , Achsenl. , , , ‘triakisdigonales = 
4) 2 5 nureine3 , <Achse l. , , 4  ##monotrigonales “= 
5) 2 i a. ees >» Loin op) | monotetragonales sam, 
6) 2 7 3 CaaS 5 Le Bs Pe monohexagonalesinen, 


1) 2 ‘ vier 3 , Achsenl. , , 4  tetrakistrigonales ,, 
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Tabelle 2. 
Die 11 Inversionssysteme und die 7 Symmetriesysteme. 
Nummern d. Klassen Symmetrie und Nummern Name der Symmetriesysteme 
nach Tabelle 1. der Inversionssysteme sail abgekiirzt - 
a 
i oneal monogonal | mn 
te yu on b 
SH ne | ye pt - Cre monodigonal dg 
L" lL" LU : nied 
(By 75 as} | pu pt pll Cams triakisdigonal td 
= = gm 
9, 12 | cee Re 4 
— — IC 1 
3 00 1) eval cae tr 
1 
10, 11, 13 ee 3 pil ite (0 5 
pee 2 pty | 
(14, 17, 19 osdien i la | 
orm epi LN Hake aaa te 
m7 4 \ a) 
15, 16, 18, 20 as. pr Oka 
—— ae qs! LS 
26, 21, 24 os) Oe Cae | 
(30" 3pm pM | RE ie ha 
22 ASP | A ian eee lo 9 | 
IL IT —_ 
28, 31 pees als ee ton il 
3pm | age ak Pal 
3 LV teeny taht econ tt 
4. L 
29, 30, 32 ea lo | 
| 3 pl 4! Pp jo 11 
_ Es bedeuten: 
C = Inversionszentrum. 
I” eine »-zahlige tensorielle Achse erster Art. 
wv  , v-zahlige axiale * » » 
Py ,  direkte Spiegelebene, zu der eine v-zihlige Achse erster Art senk- 
recht steht. 
TY Ebene der Drehspiegelung, zu der eine »/2zahlige Achse erster Art 


senkrecht steht. 


Die 7. Gruppe besitzt auSerdem zum Teil drei 4zahhge, zum Teil 


drei 2zihlige Achsen erster Art; diese beiden Inversionsgruppen wiirden 
also zu verschiedenen , Systemen“ gehéren; wir legen deshalb bei diesen 
nicht die Hexaedernormalen, sondern die 3ziahligen Achsen erster Art zu- 
grunde und nennen ein Symmetriesystem die Gesamtheit der 


ee 
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Klassen, deren Inversionssysteme gleiche Achsen erster Art 
besitzen. 

Auch nach der vorstehenden Definition der Systeme 
gchéren die orthodisphenoidische sowie die didigonal-skale- 
noedrische Klasse zum tetragonalen, und die trigonal-di- 
pyramidale sowie die ditrigonal-dipy ramidale Klasse zum 
hexagonalen Symmetriesystem. 

Tschermak stellt die letzteren in das hexagonale System; Groth 
(Elemente d. phys. u. chem. Krist. 1921, S. 228 u. 282) und ich (wie 
schon bemerkt) infolge der zu engen Definition von y in das trigonale, 
Rinne (ZS. £. Krist. 50, 606, 1912) erwiihnt, das ,trigonale System (ist) 
trigyrisch gebaut und (es) teilen sich seine sieben Klassen in fitnt tri- 
gyrische und zwei hexagyroidische; die fiinf Klassen des hexagonalen 
Systems sind hexagyrisch*. In seinem Werke: Die Kristalle als Vor- 
bildner des feinbaulichen Wesens der Materie, 1921, 8. 15 stellt er eben- 
falls die beiden fraglichen Klassen zum trigyralen Rhythmus der Ur- 
formen, zum trigonalen System, und gibt ihnen die Symbole 3p und 33; 
wobei p die pediale, s die sphenoidische Stufe bedeutet. (Im Katalog 
von Krantz Nr. 29, S. 22 bezeichnet er dieselben beiden Klassen als 
trigyroidische Wiederholung der Urformen p und s.) Nach der von mir 
spiter autgestellten Definition von » kénnen dieselben nur als hexa- 
gyroidisch bezeichnet werden, und sie verhalten sich zu den entsprechenden 
Klassen der ersten Abteilung genau so wie die beiden tetragyroidischen 
Klassen zu den Klassen der ersten Abteilung des tetragonalen Systems. 

Zu der trigyrischen Achse 1" tritt bei den beiden dipyramidalen 
Klassen noch die zu ihr senkrechte direkte Spiegelung. Die volle Sym- 
metrie des Stufenfaktors der beiden Klassen ist in dem Symbol *LY! 
enthalten. 


IV. Grundform und Syngonie. 


Da Weiss die beiden Unterabteilungen des sphiroedrischen Systems 
nicht als zwei Systeme bezeichnet, wohl aber die beiden Unterabteilungen 
von Il, so haben viele Jahrzehnte hindurch die Autoren bald sechs bald 
sieben Kristallsysteme angenommen. 

Um diese Verwirrung zu beseitigen, haben v. Lang fiir die sechs 
Kristallsysteme den Namen Isoschematismus, Brezina den Ausdruck 
Antisogonie und E. Soret das nach Fedorow (ZS. f. Krist. 28, 107, 
1824) ,gliicklich gewihlte Wort Syngonie vorgeschlagen. 
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Fedorow gab fiir diesen Begriff verschiedene mathematische 
Definitionen. 

Schon vorher hatte Bernhardi sechs ,Kristallsysteme* aus ent- 
sprechenden Grundformen abgeleitet, aber diese Grundformen waren nicht 
einwandfrei. 

Die einfachste Gestalt, welche den Raum véllig umschlieBt, ist das 
Tetraid. Ich zeigte, daB es nach ihren Symmetrieachsen sechs, und zwar 
nur sechs verschiedene Arten von Tetraiden gibt; bisher waren nach meinen 
Erkundigungen weder bei den Mathematikern noch bei den Mineralogen 
diese sechs Arten von etraiden in der Literatur bekannt. 


Die 1. Art hat nur lzihlige Achsen, ist also monogonal 


EE Cans elNG 2 x Achse, ,  » monodigonal 

nL ernest pe GRON 2)’, Achsen, , 4 triakisdigonal 
be my PRONG! Gl) x Achse, , 4 trigonal 

wee Ohad as oy a FS » 4 tetragonal 

ae LoS ae PERULOD US. | y Achsen, , 4 tetrakistrigonal 


Diese sechs Tetraide sind demnach die Grundformen erster 
Ordnung, aus welchen sich nach dem ceometrischen Grundgesetz die 
sechs Syngonien ableiten. 

Zieht man parallel zu je zwei gegentiberliegenden Kanten Wel 
Fliichen, so erhilt man sechs Hexaide als Grundformen zweiter 
~Ordnung. Das dem trigonalen Tetraid entsprechende Hexaid ist das 
Rhomboeder. Zieht man durch jede Ecke des Tetraids eine parallele 
Fliche zu der der Ecke gegeniiberliegenden Fliche, dann erhalt man 
sechs Oktaide als Grundformen dritter Ordnung. Von diesen 
ist das dem trigonalen Tetraid entsprechende Oktaid als Grundform aus 


Symmetriegriinden nicht geeignet. Vereinigt man die zwélf Flichen 


zweier um 180° um die trigonale Achse gegeneinandergedrehter Rhom- 
poeder zu einer hexagonalen Dipyramide, so kann man diese als 
Grundform vierter Ordnung betrachten. 

Die Kanten der Grundformen zweiter Ordnung liefern nach Richtung 
und Linge die kristallographischen Achsen der sechs Syngonien. Das- 
-selbe liefern die geraden Verbindungslinien der gegeniiberliegenden 
Ecken der Oktaide; das dem trigonalen Tetraid entsprechende Oktaid 
wird jedoch durch die hexagonale Dipy ramide (Grundform vierter Ord- 
nung) ersetzt. 

Die Grundformen zweiter Ordnung und die Grundform vierter 
Ordnung liefern also zusammen sieben verschiedene Achsenkreuze, welcbe 


den sieben Symmetriesystemen entsprechen. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd, XL. 17 
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Eine Syngonie ist die Gesamtheit der Klassen, welche zueinander 
im Verhialtnis von Holoedrie und Meroedrie stehen; sie kann sowohl 
durch die betreffende tetraidische Grundform als auch durch die zu- 
gehirige holoedrische Form charakterisiert werden. 


Sind das Grundtetraeder und das System der Symmetrieelemente 
fiir alle Teile der Oberflaiche eines Polyeders gleich und gleich gerichtet, 
dann ist das Polyeder ein homogenes. Besteht in bezug auf zwei oder 
mehrere Teile eines Polyeders eine symmetrische Anordnung nach Sym- 
metrieelementen, welche jede der ,einfachen* Teile fiir sich nicht besitzt, 
dann bildet das Polyeder ein Zwillingsaggregat. 


V. Benennung der Kristallformen, Klassen und Systeme. 


Die kristallographische Nomenklatur ist zurzeit leider ein Muster 
dafiir, wie sie nach dem Gesetz der Logik nicht sein sollte. Beziiglich 
der einzelnen einfachen Formen und der Klassen haben Fedorow 
und Groth allerdings eine allen Anforderungen entsprechende Be- 
zeichnungsweise geschaffen, wenn man von den Systemen absieht; die 
Tabelle gibt diese Nomenklatur wieder; beziiglich der Kristallsysteme 
waren Fedorow und auch Groth (vgl. Vorwort zur 3. Aufl. v. Groth, 
Physik u. Kristallogr. 1895, S. VIII u. EX) der Ansicht, daf sie tiberhaupt 
beseitigt werden sollten. Aber gerade die aus den ,Urformen* ab- 
geleitete Tabelle von Tschermak, mit welcher meine Tabelle S. 243 ja 
im wesentlichen tibereinstimmt, ist gegentiber meiner friiher in meinem 
Leitfaden der Kristallographie noch wiedergegebenen Kinteilung in sechs 
Syngonien ungleich iibersichtlicher, und der Begriff Symmetriesystem ist 
von mir (S. 244) auch auf eine mathematisch unangreifbare Basis gestellt. 


Die Logik verlangt, daf die Nomenklatur ebenso auf einem einheit- 
lichen Prinzip beruhe wie die Ableitung. Dem entspricht die in der 
Tabelle S. 243 angegebene Nomenklatur der Systeme. Sie ist eine Er- 
ganzung der Fedorow-Grothschen Nomenklatur der Klassen und ent- 
spricht einigermafen auch der Bravais-Mallardschen Bezeichnung der 
Systeme; diese nennen 


7) System eubique ou terquaternair 


6) 4 sénair ou hexagonal 

3) ternair ou rhomboédrique 
4) s quaternair ou quadratique 
3) e terbinair ou orthorhombique 


2 = binair ou clinorhombique 
1) - asymétrique ou triclinique 


— 


i 
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Die Kristallographie ist durch Haiiy und Hessel eine mathe- 
matische Wissenschaft geworden, und die Sprache der Mathematik ist 
von Euklid bis auf den heutigen Tag die griechische. 

Der Ausdruck hexagonal ist eimwandfrei, statt ternair sage ich tri- 
gonal, statt quaternair tetragonal, statt binair digonal, statt terbinair 
triakisdigonal, statt terquaternair sage ich lieber tetrakistrigonal, weil 
die trigonalen Achsen erster Art in allen Klassen dieses Systems erhalten 
bleiben, wihrend die tetragonale Achse der niedrigeren Klasse in eine 
tetragonale Achse zweiter Art iibergeht (vgl. Tabelle 2, 5.245). Dement- 
sprechend zerfallen auch die Klassen des héchsten Systems, wie schon 
erwihnt, in zwei Inversionssysteme. In bezug auf die Lage der den 
Hexaedernormalen parallelen Achsen verhalten sich beide verschieden, es 
verhalten sich beide aber gleich in bezug auf die Lagen der vier trigo- 
nalen Achsen; in der Tabelle der Systemgruppen habe ich deshalb fiir 
dieses System angegeben: 3 Hauptkoordinatenachsen und 4 Haupt- 
symmetrieachsen (vgl. Beckenkamp, Kristallphysik 1915, S. 509). 
Die Bezeichnung asymmetrisch fiir das niedrigste System ist falsch, denn 
nur die pediale Klasse besitzt kein Symmetrieelement, die pinakoidale 
Klasse hat ein Inversionszentrum. 

Die Bezeichnungen monoklin und triklin beziehen sich auf die gegen- 
seitige Neigung der beiden von Weiss erst nachtraglich eingetiihrten 


“Achsen; die Bezeichnung rhombisch bezieht sich auf die Form der drei 


Symmetrieschnitte der Dipyramide, die Bezeichnungen trigonal, tetragonal 


und hexagonal beziehen sich auf die Zihligkeit der betreffenden Achsen. 


Fiir das siebente System besteht heute noch eine Reihe von Be- 
nennungen, welche zum Teil auf einem Irrtum des betreffenden Autors 


_ beruhen, welcher sie eingefiihrt hat. Der Ausdruck ,regular® beruht auf 


einem Irrtum Keplers und des sich ihm anschlieBenden Romé del’Isle, 


den aber schon Haiiy beseitigt hat. Auch Weiss findet ,den gewohn- 
lichen Namen regular nicht ganz passend*. 


,Der Name ,tessular* oder tesseral scheint ihm , besser, jedoch 
zeichnet er das Wiirfelige als charakteristisch stiirker aus, als er sollte‘. 

Der Ausdruck ,kubisch* steht wohl im Zusammenhang mit den 
drei kubischen Raumgittern; doch haben diese ihre dominierende Be- 
deutung schon lange an die Raumgruppen abgetreten. 

Die von Hausmann eingefiihrte Bezeichnung ,»isometrisches* 
System wird von ihm begriindet mit der Zuriickfiihrbarkeit der Flachen 


auf drei gleich lange Achsen; nach Einfiihrung der Millerschen Achsen 


gibt es jedoch noch ein anderes System mit gleich langen Achsen, das 
17* 
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trigonale. Auch die drei Winkel zwischen den Achsen sind sowohl in 
dem einen wie in dem anderen System jedesmal gleich. 

Wollte man die Bezeichnung isometrisch beibehalten, dann miiBte 
man statt tetrakistrigonal sagen: isometrisch-orthoisogonal, statt mono- 
trigonal miiBte man sagen: isometrisch-klinoisogonal. Es besteht wohl © 
kein Zweifel, daS die von mir vorgeschlagene Bezeichnung einfacher ist. 

Die in der Tabelle angegebene Bezeichnung derSymmetrie- — 
syste me driickt die Zihligkeit der gemeinsamen Achsen erster 
Art der Inversionssysteme aus, zu welcher das betreffende 
Symmetriesystem gehért. 

Die erste vertikale Reihe der Tabelle 1, S. 248, enthilt die tibliche 
Einteilung der Symmetriesysteme. Der Name Hauptachse hat bei den — 
Mineralogen nicht immer die gleiche Bedeutung, im allgemeinen versteht — 
man darunter hexagonale oder tetragonale Achsen erster oder zweiter — 
Art. Mit Ricksicht auf meine Definition der Symmetriesysteme als die — 
Gesamtheit der Inversionssysteme mit gleicher Achse erster Art bilden 
die vier trigonalen Achsen die eigentlichen Hauptachsen des tetrakis- 
trigonalen Symmetriesystems; dagegen bilden in diesem System die drei 
Hexaedernormalen die Hauptkoordinatenachsen. 

Auer der synthetischen Tabelle 1 enthalt meine schon erwahnte 
Abhandlung im Neuen Jahrbuch noch eine analytische Ableitung, bei 
welcher die Symmetrie der einzelnen Klassen aus der héchstméglichen 
Symmetrie durch Abbau erhalten wird. Ich verwende bei meinen Vor- 
lesungen beide Tabellen. Die analytische hat den Vorteil, da8 der Stu- 
dierende zuerst mit den tetrakistrigonalen Kérpern bekannt wird, welche 
er in der Vorlesung iiber Mineralogie zuerst nétig hat. Bei den Vor- 
lesungen iiber Kristallographie gebe ich die weit tibersichtlichere syn- 
thetische Ableitung. Bei der ersten ist es natiirlicher, die Klassen der 
zweiten Abteilung mit den holoedrischen Klassen rechts zu setzen (vgl. 
die Tabelle der Abhandlung); bei der synthetischen Ableitung gehéren 
die erste Abteilung links, die zweite Abteilung rechts (vgl. die Tabelle 1). 

Die Bezeichnungen ,Symmetriesystem‘, ,Syngonieart* und 
»Stufe* sind nicht synonym. Der Name ,Syngonieart“ wurde doch 
gerade eingefiihrt, um eine Verwechselung mit den 7 Systemen zu ver- 
hindern. Schon mit Riicksicht auf das Achsenkreuz und die Indizes kann 
man die sieben Symmetriesysteme nicht ausschalten. Auch Tschermak 
und Rinne fassen die Urformen als ,triklines und monoklines System“ 
zusammen. Ich wahle fiir jedes der beiden Systeme eine eigene Zeile, 
trenne beide jedoch durch eine nur punktierte Linie, der gleiche Wieder- 


1 


Ou 
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holungsfaktor Z? 1a8t dann in hinreichender Weise die Zugehérigkeit der 
beiden Systeme zur gleichen Stufe erkennen. 

hy Die Benennung der Klassen nach Fedorow und Groth ist zwar 
)” einwandfrei, aber bei der Bedeutung der Urformen wird es sich doch 
vielleicht empfehlen, eine Doppelbezeichnung einzufiihren, d. h. zunachst 
die Urform und darauf das System anzugeben, z. B. fiir die Klasse 1 
pedial-monogonal, fiir die Klasse 6 sphenoidisch-triakisdigonal, fir 10 
sphenoidisch-trigonal, fiir 32 prismatisch-tetrakistrigonal usw.; fiir die 


vier gyroidischen Klassen miifte man sagen: 


sphenoidisch-gyroidisch-tetragonal pedial-gyroidisch-hexagonal 
domatisch-gyroidisch-tetragonal domatisch-gyroidisch-hexagonal 
Will man abgekiirzte Zeichen einfiihren, dann kann man setzen : 
pad... . fir pedial | mn... . . fir monogonal 
BD we cic ee Ran sphenoidisch lak GQaes, Saetedmot abe monodigonal 
dm: ...  » domatisch td... .. » triakisdigonal 
pn » pinakoidal | ty... . . » monotrigonal 
ap geckos oe prismatisch | te ..... » monotetragonal 
tetg. . . . » gyroid.-tetragonal | hoe... + +» » monohexagonal 
hag - » gyroid.-hexagonal tt ..... ¥» tetrakistrigonal 


Statt triakisdigonal und statt tetrakistrigonal kénnte man zur Ab- 
_ kiirzung auch tridigonal bzw. tetrigonal sagen; endlich kann man auch 
in den Bezeichnungen monodigonal, monotrigonal, monotetragonal und 
monohexagonal, ohne eine Unklarheit zu schaffen, die beiden ersten Silben 
mono weglassen, nicht aber in dem Wort monogonal. 

Das Symmetriesystem durch die Stufen zu verdrangen, halte ich mit 
Riicksicht auf die kristallographischen Achsen und die Indizes fiir nicht 
 zweckmiabig. 

Man wird freilich niemals einen Autor zwingen kénnen, eine be- 
stimmte Nomenklatur zu verwenden, aber immerhin kénnte von einer 
Kommission die eine oder andere empfohlen werden. Wenn dann ein 
- Autor von der gewissermafen offiziellen N omenklatur keine Notiz nimmt, 
dann liuft er Gefahr, nicht verstanden zu werden, es wird ihm aber 
immer freistehen, neben der offiziellen die von ihm fiir besser gehaltene 


Nomenklatur zu verwenden. 


Vor mehreren Jahren (ZS. f. anorg. u. allg. Chemie 110, 303, 1920) 
machte ich darauf aufmerksam, daf man neben der Symmetrie auch die 
Zonenausbildung beriicksichtigen miisse. Der trigonale (o-) Quarz 
erscheint nach seiner Flichenkombination annahernd hexagonal; der bei 
hdherer Temperatur bestandige f-Quarz ist wirklich hexagonal. Beim 
w-Quarz sind die Hauptzonenachsen die sechs Kanten 7’, d. h. die Kom- 
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hinutionskanten der trigonalen Trapezoeder, welche auch den Kombinations- 
kanton zwischen den positiven und negativen Rhomboedern parallel gehen. 
In bezug auf diese sechs Kantenrichtungen ist der @-Quarz hexagonal, 
wbor diese Kanten sind beim oQuarz polar; infolgedessen der o%-Quarz 
weder eine hexagonale Achse erster Art, noch eine solehe zweiter Art 
howitzt, Zur Bestimmung der Raumgtuppe gentigen die Achsenverhiilt- 
nisso in Verbindung mit den Interferenzen der Réntgenstrahlen. Fiigt 
man zu diesen Beobachtungsdaten noch die zu erwartende gréSere Punkt- 
dichte nach den sechs Zonenachsen hinzu, dann kann man auch die An- 
ordnung der Atomschwerpunkte beim o-Quarz ermitteln, Beim hexa- 
gonalon (B)Quarz gentigen die Achsenverhiltnisse und die Réntgenbilder 
zur Ableitung dor Lage der Atomschwerpunkte. 

W. I. Bragg fand aus seinen Beobachtungen als wahrscheinlichste 
Anordnung oine Schichtung der Atomschwerpunkte nach Perioden von 
noun horivontalen Schichten. Ist diese Anordnung richtig und verlangt 
man auch die Berticksichtigung der sechs Zonenachsen, dann miissen die 
niichston Abstiinde Si-O gleich '/, 7’ sein. 

Dio vier niichatbenachbarten Atome bilden dann beim o@-Quarz ein mono- 
digonules (monoklines) Tetraid, — Beim B-Quarz bilden dieselben, wie aus 
dor Bestimmung der Atomsehwerpunkte von Wyckoff sich nachweisen last, 
oin triakisdigonales (rhombisches) Tetraid. — Die Schwerpunkte der O- 
Atome bilden beim B-Cristobalit ein tetrakistrigonales (reguliires) Tetraeder. 

Die Schwerpunkte der Si-Atome des Cristobalits bilden zwei sich 
durchdringonde fHichenzentrierte Gitter o@, (mach dem 'Typus «,, Diamant- 
typus), die des Tridymits bilden, nach dem Achsenverhiltnis zu schlieSen, 
zwei sich durchdringende Gitter B, (mach dem Typus 6,, Wurtzittypus), 
die dos Quarves bilden ein zweigiingiges Sechspunkt-Schraubensystem. 
Boim f-Quarz und beim p-Cristobalit liegen die Si-Schwerpunkte im 
Sechwerpunkt dos zugehdrigen 'Tetraids. 

Die vier Valonyelektronen der Si-Atome miissen beim #-Cristobalit 
ihro Bahnen so ordnen, da® jedesmal zwei Si-Atome mit je einem Elektron 
die sechs Klektronen des zwischenliegenden O-Atoms zu einer magnetisch- 
astatischon Gruppe von acht Elektronen aufrunden (vgl. J. Becken- 
Kamp, Loitladen d. Krist, 1919, 8.899). 


Vi. Boviohungen dor wichtigsten physikalischen Eigenschaften 
dor Kristalle zu der Tabelle 1 (8. 248), 

Polar, do ho weder spiegelbildlich noch deckbar gleich in bezug auf 

“Woi entgogongesotyte Achsenrichtungen, sind alle Klassen der Gruppe a, 
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ferner aus Gruppe b die Klassen 3 und 10 und aus Gruppe ¢ die Klassen 
7 bis 30; in allen diesen Fallen ist elektrische Polaritit (Piezo- und 
Pyroelektrizitiét) zu erwarten. 

Axial, d.h. spiegelbildlich, aber nicht deckbar gleich in bezug aut 
entgegengesetzte Enden einer Geraden, sind die Klassen der Gruppe d 
sowie der Gruppe *a und *c; bei diesen wire magnetische Polaritaét und 

entgegengesetzte optische Drehung nach zwei gleichen, aber entgegen- 
gesetzten Richtungen moglich; jedoch sind vollig sichergestellte Beob- 
achtungen dieser Art meines Wissens nicht bekannt. 

Enantiomorphe, d.h. je zwei spiegelbildliche Formen lifern die 
Gruppen a und b; jede der beiden Formen gibt optische Drehung im 
entgegengesetzten Sinne. 

Tensorielle, d. h. nur deckbar gleiche Achsen besitzt die Gruppe e: 
bei ihr ist weder elektrische noch magnetische Polaritit, noch Enantio- 
morphie méglich. 

Die Fortpflanzung elektromagnetischer Wellen geschieht 
nach den beiden entgegengesetzten Richtungen einer Geraden mit der 
gleichen Geschwindigkeit. In bezug auf diese Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit zerfallen also die Kristalle in die genannten 11 Inversionsgruppen. 
Wird jedoch t (vgl. S. 254) klein im Vergleich zu der Wellenlange, dann wird 
- die Wellengeschwindigkeit durch ein Ellipsoid darstellbar. Dies ist der 
Fall bei den gewéhnlichen Lichtwellen, nicht aber bei den Réntgenwellen. 

Das Ellipsoid hat im allgemeinsten Falle drei aufeinander senkrechte 
a digonale Achsen; beim triakisdigonalen Kristall miissen dessen drei 
-digonale Achsen mit je emer digonalen Achse des Ellipsoids parallel gehen ; 
bei einem monodigonalen Kristall mu dessen einzige digonale Achse 
mit einer der drei digonalen Achsen des Ellipsoids parallel gehen. Ein 
-monogonaler Kristall hat unzihlig viele monogonale Achsen; theoretisch 
laBt sich also iiber die Lage der drei digonalen Achsen des Ellipsoids 
innerhalb eines monogalen Kristalls nichts voraussagen; bei einem mono- 
trigonalen und bei einem monotetragonalen Kristall miissen zwei Achsen 
des Ellipsoids gleich werden; dieses geht also in ein Rotations- 
ellipsoid tiber; endlich, bei emmem tetrakistrigonalen Kristall, miissen alle 
drei digonalen Achsen des Ellipsoids gleich werden; das Ellipsoid 
wird zur Kugel. 

Auch beziiglich der elastischen Dehnung zerfallen die Kristalle 
zunichst in die 11 Inversionsgruppen; jedoch infolge der Eigenschaft der 
allgemeinen Elastizititsgleichung fallen hier die beiden Inversionssysteme 
10 und 11 des tetrakistrigonalen Systems in eine einzige Gruppe, und 
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obonso die silmtlichen siebon Klassen des hexagonalen Systems (Inversions- 
ayatome 8 und 1), 

Dio wichtigsten physikalischon Bigenschatten verlangen 
hiernachgloiohtallssowohldieBeibehaltung des monodigonalen 
Systems, als auch die Kinreihung der beiden dipyramidalen 
Klassen 26 und 27 der zweiten Abtoilung in das hexagonale 
Sy stem, 

Vil. Scohlufbomerkungen. 

Die Nrmittling des Symmetriesystems und der Symmetricklasse 
bildet jotvt zwar nicht mehr das Endgiel der kristallographischen For. 
schung, sondern die Wemittlung der Raumgruppen; bei dieser kommen zu 
don boiden Faktoron 2” und “Z” noch zwei weitere Symmotricarten hinzu. 

L. Die Sohraubenachse, bei weloher auber » (bzw. @) noch die 
Ganghdho rv (Translationshinge parallel zur Achse fir 1 @ == (2a) mal. 
gobend ist; ihr Symbol ist deshalb ) av 

2. Dio Ebene dor Gloitspiogelung, bei welcher zu dem Symbol 
der Spiogelung noch die ‘Translation + parallel zur Spiegelebene hinzu- 
kommt; ihr Symbol ist also at, 

Beim idealon Polyeder gehen alle Symmetriocelemente ZL" und *Z" 
durch don Mittelpunkt. Bei der Raumgruppe gibt es von jedem Symnietrie- 
clement cine unendliche Schar paralleler Ebenen baw. Achsen, — Beim 
homogenon Kontinuum wird © == 0, 

Dor Nrmittlung des Raumgitters soll die Ermittlung des 
Symmetriesystems, der Symmetrieklasse und des Achsen- 
vorhiltnisses vorausgehon, Also auch mit Riicksicht auf die 
Krmittlung der Raumgruppe ist eine einwandfreie Bogriffs- 
bestimmung derSymmetriesysteme und der Klassen notwendig, 
und es sollten keine Bezoichnungon verwendet werden, welche 
in dor Mathematik und Physik eine andere Bedeutung haben, 

Wonn heute dem Studenten der Chemie empfohlen wird, sich die 
Grundziige der hdheren Mathematik anzueignen, dann dart man wohl nicht 
betiirchten, dab dom Studiorenden der Kristallographie eine mathematisch 
und logisch cinwandtroie Ableitung und Nomenklatur der 82 Symmetrie- 
iclassen und der 7 Symmotriesysteme Schwierigkeiten mache, zumal dann 
nicht, wenn ihm entsprechend kolorierte Modelle (vgl. die Arbeit des 
Neuen Jahrb,, 8.55), wie sie durch das Rheinische Mineralienkontor von 
Dr. Krantz in Bonn bezogen werden kinnen, zur Verfiigung stehen, 

An Ubersichtlichkeit ist die Tabelle jedenfalls allen bisherigen Ab- 
leitungen der 382 Klassen tiberlegen., 
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Die Anderung der Riemannschen Krimmung 
bei Einfiihrung der elektrischen Potentiale in den 
Fundamentaltensor. 


Von Ernst Reichenbiicher in Wilhelmshaven. 


(Kingegangen am 19. Oktober 1926.) 


Es wird untersucht, welche clektromagnetischen Gréfen entsprechende Invarianten 
yu der skalaren Riemannschen Kriimmung hinzutreten, wenn man den Funda- 


mentaltensor gy y durch Hinzufiigung der elektrischen Potentiale zu 
od 
Yay = Suv i PuPy erweitert. 

Von Herrn Prof. Einstein wurde ich freundlich auf einen Mangel 
der von mir in meinen letzten Arbeiten') entwickelten Theorie des 
Elektromagnetismus hingewiesen, der darin besteht, da® die von den 
, Gravitationspotentialen* 9, und den elektrischen Potentialen gp, her- 
riihrenden Glieder bei der Bildung der Invarianten fiir die Weltfunktion 
auseinanderklaffen und nicht zu einer Hinheit verschmelzen. Dieser 
Vorwurf ist insofern berechtigt, als bei der Bildung der Kriimmungs- 
invariante ® nur die g,, herangezogen werden, wenn auch deren eich- 
invariante Erweiterung It?) die Ableitungen der die elektrischen Potentiale 
enthaltenden Funktion lg (g%* p,qa) in sich schlieBt. Man kann die 
Wahl dieser Funktion noch dahin kritisieren, dal sie zwar die einfachste, 


aber keineswegs die einzige Funktion ist, die in der angegebenen Weise 
Kine eindeutige Verschmel- 


den Kriimmungsskalar eichinvariant macht. 
zung der ,elektromagnetischen “ Invarianten mit der ,gravitationellen“ 


R zu einer Einheit wire vorzuziehen. 
Zur Schaffung einer solchen scheint mir nun folgender Weg gangbar. 


~ Wenn das komplexe Linienelement 

ds = — pidat +. VGuy dat da” (1) 
heiSt, so wird das in entgegengesetzter Richtung gemessen 

= - gp, da — Vouy dat da”. (2) 


Die Riemannsche Geometrie erhilt man dann, wenn man den Aus- 


ds—ds B's Fe ke P 
druck eo ls Linienelement betrachtet, wie ja auch im dem Falle 
sich nichts anderes ergibt, wenn die Riemannsche Geometrie mit 

Cis aa Va Janae, a= — Vou y dal da” 


ignetischen Felde, ZS. f. Phys. 


1) Die mechanischen Gleichungen im elektrome 
Phys. 88, 329, 1926 (II). 


$8, 916, 1925 (1) und das komplexe Linienelement, ZS. f. 
2) A.a, 0. IT, 8.831, Gl. (4). 
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von vornherein giltig ist, Statlh nun die Krimmunpsinvarianto se Mir 


ds — ds = ; 
die dem Ausdruelk ” entaprechende Mefivorsehriftt: zn bilden, soll 
dies nun fiir den abgelinderten 
io = V - a de () 


geschehen, Dieser stimmt im Riemannschen Valle natirlioh ebenso wie 


ds—as ., S ; ; ah 
mit ds tiberein; fiir unsere Annahme (1) und (2) lielert er aber 


ag’ = (a — “4 Pu ») chat! dw", (4) 


Es soll nun untersucht werden, weleher Ausdruck unter dieser Vornute 
setzung Tiiy den Kritmmungsskalar sich ergibt, 


Berechnung der Riemannschen Kriimmunge, wenn der 


aa 
Fundamentaltensor g,, durch yyy = guy yh PEP © reetazt wird, 
Die Determinante G == |g,,) wird unter dieser Voraussetviung 4a 

e? ua e Aenean (1 e m 
[Inv — 5 Pu Pv | = | Iuv|— 2G Pu Pn Go i ( ye Pp yr) 


Der Skalar g"" gm, gm, werde mit  bezeichnet, Also tritt an Stelle von" 


G die Determinante i 
A* 
r= 41-8), (0) 
m 
Der kontravariante 'Nensor gi" wird zu 
wy i | a I gp! (U) 
a 7) — gm" Mm. 
? m? — ef ry 
Davon tiberzeugt man sich, wenn man bildet 
e é 
vO Yue = (0 my m? — eB p" y') (9, Q Tan We %) 
rm m vt 
= gl'"g eer . ( HE! — —= gli em, ep (pm, ~p 
fue m?—e 7H FF me Pu PE m? (m? — cs) P Pu Pe 
q° | Cig e | of, . 1 (= | 
see FY mane | oe oe er a ’ OO, == 9 wenn v 
oS im mt — eB m* (m* — e* , B) Henke ( 


=o, = 0, wenn v + Q), 
Nun bilde man die Riemannsche Kriimmung nach der Hormel (7) in 


meiner Arbeit tiber das skalare CGravitationspotential ') 


Pics ee ale + git” OW VG : Juv] Og" 
VG O wl Oe" Ow! Oa" 2 | 7 0 n% 


*) Ann. d, Phys, 61, 1, 1920 (auf 8. 9), 


(7) 


wo 


, 
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die ersetzt wird durch 
er o dure Pet | Agger”) Po—59) 


sia OW Ou 
a(1— “4) pete 
; : Ua 
3 Ole Va (1-5-8) 
+ @ Y of ‘ pl Jee 
eee ‘ a) Ow On 
o 
a A(g +— Agr v’) Oui 
BE eae i) MOT OB (eee 
nh f, pe }u Cd Oj ; IO Gu Opi . Og, 
? Oat! On om? (, On” TP Gg a7 Pr ge * Pi Op 
Opy O Wy 
~ PH gh — PY Dah | ®) 


Aus diesem Ausdruck seheide man gundchst die auch in & enthaltenen 
Glieder aus, Der Rest wiirde dann zu 


(\--— 


1) 
2 arya 28) —m® 
re Va Ow! Ow 
ain) 5% aug) 59 Oly \ at | 
ee” Out ; Ou" ik On On 
a 2 
Pe L——a¥ Oghg’ ais (1- Se 


mf o( 40) 


Layo a \ 
Benatar elleatar Noseoy 


a , Oph” 
L . age be 
0 Pept 1/02") 1 Adu») 
‘ our, 
(m4 Fm rane bd sb ree. m — o ral O alt 2 ax) Y 


1 3  dig3 Med, 163 3 — y ae 
1) Benutat ist S3artw Sue ae Samba firs = yt pi £. 


*) @ int vertauschbar mit 7; eigentlich py (i + 7 st) +9 fap an hy 


: us a7, ap, 
hn = Sat Yak’ 
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Zuniichst sei die erste Klammer weiter gebildet; man erhalt 


) é 01 yi: e 
2 ame oF Vat ple oe 


— of 2 gf! > 
VG Oat Oa” Ou" Ox” 
0 ) “x —- 
‘ Ole |) toa 2 
= a g go’ VG __ tS = 2 tp Grad lg \: ae 
VG dat O x” m 


wo die Operatoren Div") und Grad, wie alle kinftighin, sich auf das a 
lundamentalsystem der g,,, nicht der pu beziehen. Insgesamt wird ff 


die erste Klammer also gleich 


al \: 3 aie V1— 2-8 
& a sl aa 


e 
2 Div G meta IS ab ved : ae Is G 
Div Grad lg yi: mi B+ g Oat Oa" (9,) 
Die zweite hefert 
it 
fa) 
= aN 
e PVG pg o 2¢ ova gy” \ m 
2 29 G u y 2, 1G y 
eee 
j 2 
baat 
e e —_ m 
Ox" Oa” 
ei? y 1—— B 
hi 
| is 
gto’ 0 | Ove Tin ( Eat) 
m—eS da | VE dat . é Oa" 
2(1- 8) j 
é 0 /_,0VGo" , ya, 99" 
~~ im — 2D) VG (9° Key + VE gS) 
(m? — eB) Va aa \* dae Oa" 


1) Skalare Operatoren bezeichne ich wie alle anderen Skalare mit deutschen 
Buchstaben, 


vwaeY «Fee. 4 _ 
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| +( “ve “ae ws G AVG LVGe i oP). oO} 
*) m—e&P/ VG Ow" dat? Ox" 


8 e ’ ak ay i 3 h or} 
‘i ala ay) Cao ee — GP Fat Ox" 


epg 9 (1 dV\G ~~ ee OP ay 
m! — eB rm) a” Gre Ow" 2 (ae ad Oat Ox” 


1 ( re) 9 ays » { re 8 ae ae 
rey aH) ae & Oa" ox z (aay) ae Ox Ox" 


e 2 fe) ay oer on . gp’ 
a (* e z) Ox" ( Div pe +P om) 
5s ; | : 0 VGq@" l OY Gy ( J 3 0 (- 0 Va " 
m— oe B VG Ox" G a2 at 7 Ox" VG Oat! 


dp" dg’ gp 9 ee afi LAL 
: Ox” Ox" m VG wet Oa mt? Oa" Oe a) 


Die letzten beiden Glieder in der Klammer sind 


te: (ye OL") 4. op sete ava 
* lye an ey PC al Ox ) 


P\G@ 1 o£, YG arr EE 
—— opt Seog oil lied , , 
ss lye Ovo YG rom ats 5a Ve Ox" ) 


I OV Eg ’ _oyG hs GGhny ai. aVG 
oe Fre G Ox" Ox Ox VG oa" ¥@" Ox ) 


‘ ; 
_g| Laleer , “V6 vee 
ye Aa Ox’ Ox Ax" 
ee ac OVE ® — gy a 1 dVG®q a 
Ox" ye Ox” Ox’ ¥G Ox 
‘Somit erhilt man fiir die «weite Klammer in Gleichung (“) insgesamt : 


Bey ig 28.28 e 8 as, a9 


3 
py (Bite +29" 20 us oe cat (94) 
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Nun werde die dritte Zeile dieser Gleichung entwickelt : 


i¢@ (dgyoge 1 ZS 299 OG” 
| 2m”? Oak Oa% 2 m? (m? ep? Ow Oa 
oe Og" 1 et Og tm) 
2 I" Dotaw a ax * 2 m2 (m? — ay PP Prfaw ae lt 
Boal Cs 299 09 1 oP ,9Gv Og” 
= 2 m? (m? — eB) P Oat P Oa* 2m 2m? — e® $)? PF Oa P Oat 
1 ef Og aa e 0 
- wh | ppbabe ae. zoo. f. uw 
2 mm? — eB) 9 Priiu P Om 2 m2 (me By? > ¥ PrlanP aa % 
pol eé Og, ,Og* 1 eB Or, Ope 
es 2 m? (m? — eB) as ax P Oat 2 me (n? — & 8)? ue Oat? Oat 
asd nag OG of ee x pit, 2 
"ae m? (m? — e? J) Tau Ox m? (m2 — eB)? PH Tan 7 | my 
08 oO epee 
ot Ou , OPy il Ox* 99» 
2 m2 (m? — 2B)? ph p” 9 Oa 2 m2 (m?— 2B) pp" p* 0 wt 
pon op OP 
oe ‘ ” Oat ee, 1 i Ow 5 faa 
2 m? Cn? — eS)? PEP Taw — 2 m 2 (m? s¢ ayy L PP Taw 


Der Faktor $8 im zweiten Gliede jeder Klammer entsteht aus g* qa, 
im dritten und vierten aus p,q’. In der zweiten und vierten Klammer 
fallen die vierten Glieder wegen g* mf,, aus Symmetriegriinden fort, 
und in allen Klammern lassen sich das erste und zweite Glied zusammen- 
fassen. Man erhalt demnach: 


: e 9 pr Og” ile. git” 
2 m®— eB? Oa Oa 2 me g** fru Pv AES 
Fa ar ines Gee a . fe i 


ap a e “é3) 1 fp if 
Oa |2 \n? 2a Fag Ou 1 2 me? (om? — eye ral ‘| 
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Aus der letzten Klammer der Gleichung (9) erhilt man durch Aus- 
multiplizieren unter Beriicksichtigung der Symmetrie der 4,5: 


] il e AG uy 2 ev 
g' Ody Z 1 € , 99 OIny 
Anes 2 m m? — eZ g* gy’ O u% O a! ee m2: — es yp” gy’ Ont 0: yh 
it ee 9 Ovi 1 ee Og" OGvi 
hy 2 mi mae! a Ou Ox" » 2 m— ape ae Out Ox 


if e 0g’ OGien e 0 op" O Gra 
2 ne eee as O u* fe (a ay) oo o"'5 5 O ai! 


1 e Op Ovi 1 é 2 OP O9u» 
Paes i (aaa) ae Ou Oat — Flea San a Ox% Ont 


4+ ax wiles fe OGva l (es é O0uy 
; sel me a) Me * yp O xl A \wWe aa) go? pg! abe 


1 e é 0 Di i e i 0 Ju v 
ieee aq) or re ab 2 ag) oe oo Ont |: 
. mee _ Os De: 
4 Es seien nun zuniichst die Glieder mit Fie aus beiden Summen, die 


Y jedesmal in der letzten Klammer stehen, zusammengezogen. Zunichst 
ergibt die Vertauschung von uw mit A, dab die beiden letzten Summanden 


OGra,. F 
”A)iefern. Ferner ist 
0 alt 


: 1 e 8 
zusammen IK (<5) y” gp* pl gp” 


OQ, Oy’ g, Ogme OP)! Vege o, 
O wl! Ow y Ou! O att l 0 xt! 
aes 199i Og" 
; _ O mt mae O xt! Pv Pi O at! 
Wegen 
1992 9M 
Co aat i oe 
ist also 
pom, | i Oo} il Ogee ae Of a a pO gen 
P owt 2ox 2 Pr Pao ge — 2 Oat a PP Ox 
Dy ante on? SNS O y 
9" IGIuy _— OGuv PG" het yp Pah i eo 
Out Out Ox Ou Out 
O x? Ou Ou 


ean? a) 
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oy} 
So erhilt man als Faktor von 


1 


a 


Ox" 


Ova 


4 
L 


ep 0g 


e 7 ee | v 
( i: a) FON aaa Cae 


2 m2 (m? — & py? vie Jer af 


) 


O wit 


O xt 
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1 ( e ‘ 2 y “ Ogre - I ( é ) qt? (ee >) ’ 
~~ 2 \m? aa) ROMs Ox 4 \m?— eS g Ou? 2 
1 e xe OGy: 
Sites 7D ety) ) ave 
at (ao) PPP P Oat 
Das letzte Glied kann mit dem ersten zusammengefaSt und 
ip lth = 359? ae es i OD 
Tua P Ph Ot 2 Ps ae e Owl! 4 7a) 
AL ie gy ra Ow 
? O mi! aa) 
im dritten gesetzt werden: 
(= Teo ) on ¢ oS ee ott 
4 \m? — 2G Ox 2 m? (m? — e? 3) Oat 
1 eB UW yan 0 px : ( z u 0 
UCeEr ue) ke RM 
1 ( e 2 991 “it e or, Op 
TZ wen)? eat & = ak Ox? 
il e 2 i O 
— (oe ay) gp" g’ sal 6 
2 \m? — e? 8 Ox 


Das zweite Glied kann mit dem fiinften und das dritte mit dem letzten 


zusammengefaBt werden: 


1 ( e 3 Oo} 

aL m2 oe e S :) gp" gy” aie aot ai 
1 en ae y” ps 
oy (= eo =) cal ne es 


In (9,) standen die Glieder: 


aye pl e 2 3 
Ox" E 


e , oF 
m? — 2&3) a O ai" 


bap, 
2 
as 
on (—~ 


aa) (9°. Div p + yo" 


e g" get 0 OQi 
m Aes (i — ef) ? Ox 
oy 
a5) oe 


Fa8t man diese mit den obigen zusammen, 30 bekommt man 


uO” 


4 


Oo} 
Ou* 


é 


E 


2 m? (m2? —e 


1 


He ene 


4 2 3) 7 = 


Ow 


ae 


9 
i 


eh 


1 e 4 
2S) PP fin 2 ( ay) 


gp" Ox 


) gy” Div |: 


) 


Tall 


(Yy_4) 
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nN 


Von den iibrigen Gliedern, die eae nicht enthalten, fasse man zu- 


nichst diejenigen zusammen, die mindestens den Faktor e* haben: 


a Ra f ees Migs ees Pn gu OG OF" 
2 m? (Mm? — Py? iu PP» Ge m ) PP On" Oa% 


1 et eo oe 1 ee ‘ Og, 0g" 
2 m? (m? — yp? Tau g PY Oa sla aR ee ie O x 


1 e* I a do 1 e& 3 is, Opt 
Sy PO Ge 298 ae fiw x Oi pene 2 e)2 y* Pp fiw = 
2 m> (m — e? $) Ou 2 m? (m? — e? PB) On 


48 a Og YO "yA 0p Ody, 
Hi i aas ae 3) op a Out ar =(53 a) a Ox® Ont 


By a P 
1 ( e ) sl Mees fe 0 Q a) Ju oe 
m? — e? B ; 


2 za) 
Hier liefern das zweite und das siebente Glied wegen 
‘ O py 0 g* Oy 
Seta see ae 
: O x! Ou Ox’ 
- zusammen: 
i 0 y” 


1 ( ae eNor Og 
2 \mn? — 2) PP I Gat Oat 


~ ebenso das vierte und das achte zusammen: 


1 e Og Og" He e ; 0 yp 0g 
= eran “m) PPI) Fe Oak, 2 Name ay) PP Jae Oa 


FaSt man diese Summen mit dem letzten Gliede, also das 2., 4., 7., 


8. und 9. zusammen, so erhiélt man: 


i e 2 Og" [ LOGE Og ee , cy 
2 aD y Ou% E Ivd B apt ee a Va oe Ox 


In dieser Klammer kann man im letzten Summanden 4 mit w ver- 


tauschen: gp’ — er ergibt also mit dem ersten: 


eC : 0 py eee u i OPu | 
one e da? = Phra TO ogy 


j Fiigt man hinzu den zweiten Summanden, in dem auch wieder w 
statt 4 geschrieben wird, so erhalt man fiir den Klammerausdruck 


a} 
@* fhe tt ay On’ 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. XL. 18 
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also insgesamt, d. h. mit Einschlu8 des 1., 3., 5. und 6. Gliedes der neun- 


et ; 
gliedrigen Summe: 


1 et (a) gi! v il e! 4% - 0 gy” 
2 m?(m? —2 8) Gti 9 Pr Ox 2 m?(m?—e P) a Our 
1 e fl 1 e $ 0 g" 
2 ( =e =) 5 oe Oa* z(S a fu) — 2 m? (m? ep ear, Po 


1 i ef Lf, 0 u 
2 mm (m? aay age P P* Thu One 
Das letzte Glied ist offenbar gleich 
: e oP uf 0g” As | ' é $ u Og “ 
ie m 2 (im? — Pps P fio 5 me? (m2 mepee Q vu =o 


und gibt mit 


1 / e Ne % 0g" u 
“a aa = a) P One 7 fou 


Zusaminen 


1 ef 


PAKS 3, 
a) me (Mn? — eB) ~ O x% oa Pow 


Das fa8t man mit dem zweiten zusammen zu 


4. 


Og 
e sel Gg or ne = ence Pr faul 


2 mm? — 2B) * 


v fa) 2 : 
0» + fof a) Pi gp" fru a) 4 


1 ef is 
—~ Om? (mn? ee Sale O x 


i 3 


ee % 0g" “Vv 0 gp uu 
2 wn? — 2B) (9 Soe +9 Goa) Ooo 


4. 


rene: e hy hoe O.0A\ ae 
= — QD me (m2 a) a 0 x% ye g lox a gy’ (fi, = Ow ai a) fou: 
——- : si a , OW ! Of BVrak £. 
=. 2 m? (m? — e? B) y fv ls O x § aie Q* fix 

pe x j Og” 


Die unterstrichenen Glieder heben sich a das tibrige wird 


i et “ Ox i Oy?” 
— Dy m2 (m? — 2 B) Fup Fa Ou" Fae It I} 4 fay fe op’ Di ai ;| 


1 of 


Of 34 og'"'”) 
See Ae’? eee Ss ‘Pa BD" by ut PLua QP" Pv og | 


1) Teilweise Vertauschung von / und ». 
*) Ersetzung von x, A, wu,» durch », z, 4, w im letzten Gliede. 
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So unterscheidet sich der letzte Summand von dem Faktor des Gliedes 
1 ¢ 4 O Mey 
7 fa t4 pe ee 
4 y Fi 
~ 2 m2 (m? — Py)? uP PY Oar 
das oben an erster Stelle steht, nur durch das Vorzeichen; beide heben 


einander also auf. Man erhalt also zusammen: 


) 
I e MeO 
ie 4 iT ae * = u“ ce LL gz Wal en. uF ; 
Dm? (mn? re) $) |¢ O a — fi ul ee fax Y fu | 


92 \2 4: u 
Me + (awe) 9 OP oxy Ray et ee Uh, 0” 
2 \m $B P Oat On 2 w(W®—ePP)’ ro ue 
Das erste und das dritte Glied heben gerade die beiden ersten (dort 
unterstrichenen) Summanden in Gleichung (9.—4) auf, so daB hier nur 


bleibt: 


2 ge grt Li) els me ee Ope 
G Dy m?(m eG Pt ily ay! UT ae 2 m? (m? D2) / fiw Ox 0 
SEC alk ila 


Aber da kommen nun noch die simtlichen Glieder hinzu, die beim 
Ausrechnen der dritten und der vierten Zeile der Gleichung (9) entstanden 


waren und weder den Faktor ~— noch die vierte oder eine hdhere 


by any ; O a 
- Potenz von ¢ enthielten. Diese waren (S. 260 und 261): 
i e 0 Py O gt” | By 0 git” 
~Fme—e PB? "0 a Ox 2 “fiw Ge 0a? 
| | e ho g#? Ody 1 e OU. Ou y 
) au 2 m— “eye A “Ox Ox" Saweeps of Ox Oxt 
1 e : Ig O yi | e 5 pO PO Bee 
eaten? Pa ee to: rag? ? ad we 
2 nt—e?P 0 x* Oa! 2 n?—e? ZB Ox Ou 
| e ge Op" 0 du i 


2 mi—et gp! es Oat Oat 
Es bleiben also im ganzen wieder neun Glieder iibrig; von diesen ist 
das erste offenbar ein Skalar und soll zuniichst seine Gestalt behalten; bei 
der Zusammentassung der tibrigen acht Glieder bleibt es unberiicksichtigt ; 


pe 


von ihnen fasse man diejenigen zusammen, die nicht den Faktor —, 24) 
’ ne“ — ey 


) 


haben, also das zweite und das vierte: 


1 ef s 6) g" . ne (6) QP» 1 Ge fal gi y 
2 m3 (mm? — e® $)° or fan (9. Ont 2g | ae) — 2 ned **fau Py O w* 
| eb 0 gy 1 ie Ogi’ 


See “ia Ta iy gle SS zh 

~  — - 2m (am? — e? pp! Pru On 2n8—eP o Tan Pe Ox 
l ets pe é gy Ox 1 e an Og 
4 m2 (m? — e? P) Oat xa) 


RAS, 
Peds aap! fiu Gr Oa” 


1g * 
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Im ersten Gliede ist zur Hiltte x mit y vertauscht; es ist offenbar gleich 


1 et 1 et 8 


4 WP (mn? — apy To at 4 m3 (m? — e 9p)! *) Te ve 


Das skalare Produkt /%"f,, (das Weylsche 7) habe ich immer mit f* 
bezeichnet. Das erste Glied ist also skalar und gleich 


i of 


= = 3 
Fi (m? — ¢ 3)! 


Das zweite hat wie alle iibrigen, die oben stehen, nun auch den Faktor 


0 gt ) A re) Pp, fe) gh” Fi fa) git” 0 Dra l 4 0 gf" ue) Gur 
#4 Foe Py Og ale Ow Oa > Oa Ome 1 IPP Oa Ow 


| 0 g'¢ O du 
oe Oo at * amen’ Pou Oat 


Diese Summe zerlege man in Glieder, die Ableitungen der q_ ent- 
halten, und in solche, die davon frei sind; die ersten sind: 


mee ot fe +o? oe oe “ Ee im = 9 fay prone 
ee eee 
eae ot ae = 9" fan Py ae ce” fea ct 
bo 9 GO + 9 eee — Om ae Si 


O uy Og 0 ; (a) » ) Fi 
= 9 of sm $s + ae + Bah — Set) 


fe) ght” fa) ; . 
= 2 9 (1 55 + Geax) 
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Die anderen: 


2g OG? Oy 4 ,9 9" Our Og’ OGn5 

HOF oe TET Ge Ge IO Me Bom Oe 
Og"? OGvi ie OP 20 Guy OG” Ona 

= g%* Ee Saale ed i Es 

i} Og!” OGuy Og 8 Og? 1) 

a Spay eal, cae 
aR? Poa" Oa Gece On% Ox 

99" Ovi *) 09° Our’) 


—_= zh 
G7 BG 0 Ou* Out TP POG Ge “Oar 
fs 4 OG? 8G 0 
Ai Gar 2 Omen. amo 


Og’? O9ny Del OPER ake eZ 
Jor. 0 a aa oy yg eP E O 1% 0 wl 


O Jur Our Og’? itive 0 Gye 0 Gx 0 O guy 
a On” oa + Ioi ou 7 a Th O x” 7)| 


os (aya! 0 gt” uy 2 gq’ 4 9 Io7 [* V| c Py Q | ov Uv 
ees ts rae ie ine Gis (a |) = 297 (ero [asl 


“REZ abled pecan Ale nae 


, Og” OGy2 1, O'9"” OG 
=— g* g’ 


OP? O9x0 
(Lo es 
+9 Jor Ont al Ou” 


g" oO 


Ss. 
—~ 
z& 
— 
= 


= 499 eae (les eee aca eae 

a saa foe tte fal = sor 90 

f — 299 |*l (A es 2 Gg! ( ae crite oe 
4g P| ar 5% = 2 We Accnmbaealen 


Aw “| ee) ' 
A if 4 rp IP Zz 
i | YY | i“ ) ae 7° Oat e 
Hierzu fiige man ao oben erhaltenen Wert: 


fa) v 
29%? ie (9:52 aia =o Pi fru) =—2 Ge | ge" 


ae hae gy? ‘| (m: - at Gut i) 


1) Ersatz der Indizes x4 wo durch woxd. 
2) Ersatz der Indizes »Awvo durch waovxs. 
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und erhialt: 
Ogg (0 9" c \ s 6 e “\ 
2 Oa Oat (ae + wu y) dot ee 


aarp 8] 072 — var f he en — ae Ae 
+29 Mai ie — 29 OES MB ] F g 


he 
ge pte eee {*v\ x Og 
alot = 29898 ; meth | ae 
| fee a\ woes est po ime | 0\ 197 0 Re 
uae vi) + 2a? 9 u DP Oa" ie Paley Je Ou” 
=2 94 |* Q| ape Og" Og 


ag % 0 

gs? fin — 29 

1 JOC Pete : 
{A 


0 gt! HY > 
ig +f Gate 
2 g%* ge” ‘ A}@ afuv t+ Prfau + Pula») 
(x Q| 


Wegen der Hee von * und @ im Veal und der Antisymmetrie der 


oy —— 1») < 
7 aa Ox” Ou 
| 
ie 


Klammer in 2 und y verschwindet das letzte Glied. Es bleibt also nur 


0 p" 0g” Og" , {x ”\ bee gy” a 
2 — 2( ~— ) 
Ox” Oat (see 9”) sath | 9) (95,4) 
1 ¢? 
tbrig. Dazu tritt der Faktor — > © __. FaSt man alles zu- 


2m — 3 
sammen, so erhalt man schheflich: 


‘ 


mE.) 
Q—K = 2 Div Gndig 1— 3 
y 


| ee. ee) 
aig 1— Se as /1— Sx 2 


ee oe Oe eee arag (D9 


vag 2BEe 5 [0 5 or SS +(e] eh)” 


a} awh, Pewee 1 ef P 
ee Spseaae rl E: i fa 9| i Rt a To 


4 m? (m? — e? J) 
1 e 


Bante ayy)” Me Ta a ole (10) 


a 


1) Aus (9j). 

*) Zusammengefafit aus (9) und (9s, 4). 

5) Der Rest von (92—4). 

4) Die beiden unterstrichenen skalaren Glieder von S. 265 und 266. 
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} 
Nun ist aoa ee 
Div G ——- = DivG 

2 Div Grad Ig 1 <8 = Div (rad lg (1— 8) 
} ee 
. entice Cer) 
4 ——- il — oem (al Cals eld pee esis SS 
. VG aigel i O x” 
) us o a) rr gt” Of 
; pee eee yt eS 
| mV G Oat! Hs 2 Om 
| m? 


r e 0 
nh — AB YG Ou 


?_, Div Grad fos), 
Div Gri — {—— Sy 3 
iv Grad B (39) (Grad PB)’, 


~~ mi — eS 


5 VG gl" v 0 = aes = < uy 0 $ 0 % 
Me : O m2 — e +4 g O al On 


ee i-3 

cra) Ge ee 

s m? Olg ae onl ( CN in 0x 
Tne op) fat dw 


y Owl TAS O x" ia 4 
ity (= e 2 Grad B)? 
aoe 4 me eed (Ora $) ) 


hcl peas Pe 
OW" fan tu ,— — faut? - Bau 3) 


4 
Kerner werde die kovariante Ableitung a + Ga, gp” mit pl be- 
id u i 


yeichnet. Man erhalt dann als SchlubBgleichung: 


e ; ‘ O Div ~ 
Bs he ee ; ne fd Boel 2 Lone v = hin 
a pe eB | Div Grad B — Div? mg — 2H Sah é 9; 
Oe aie 0.2, 1 
+ (— TT 7 =) iG On" - Div be _ Dy (Grad »)| 


et 


“sla Bit 2 ete]: (1) 
Wie man sieht, wird der Bau des Kriimmungsskalars bei der ver- 
-inderten Mafvorschrift 4 recht verwickelt. Dabei ist noch nicht einmal 
aut die Bichinvarianz Riicksicht genommen. Ob sich durch Einsetzen 
dieser Invariante Q in die Weltfunktion einfache Feldgleichungen erzielen 
lassen, wiire noch zu untersuchen. Immerhin diirfte es nicht ohne 
Interesse gewesen sein zu zeigen, wie die einfache Abiinderung der Mas- 


-vorschrift nach Gleichung (4) eine durchgreifende Anderung des 
ganze Reihe neuer Invarianten 


i 
TF mint 


Kriimmungsskalars herbeifiihrt und eine 
in ihn eintreten last. 

1) Vel. B. Reichenbicher, Die Bichir 
WS, 1, Phys. 28, 157, 1924, 8. 167 (9). 
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Uber die Beziehung 
zwischen den Ausdehnungskoeffizienten und den 
Kompressibilitatskoeffizienten der Flussigkeiten. 


[Zweite Mitteilung *).] 
Von Y. S. Vrkljan in Zagreb. 


(Kingegangen am 19. Oktober 1926.) 


Die Priifung der mathematisch-physikalischen Beziehung zwischen den Ausdehnungs- 
koeffizienten und den Kompressibilititskoeffizienten der Fliissigkeiten, die in I ent- 
wickelt und teilweise auf Grund der experimentellen Daten behandelt worden ist, 
wird hier weiter durchgefiihrt. Es zeigt sich selbstverstandlich auch hier zwischen 
dem mathematisch auf Grund der Kompressibilitatskoeffizienten einerseits und der 
auf Grund des Beobachtungsmaterials direkt ermittelten Werte der Ausdehnungs- 
koeffizienten andererseits die vollstindige Ubereinstimmung. 


In der ersten Mitteilung haben wir die mathematisch-physikalische 
Beziehung zwischen den Ausdehnungskoeffizienten und den Kompressi- 
bilitatskoeffizienten der Fliissigkeiten streng entwickelt und auf Grund 
des von Amagat vorliegenden Beobachtungsmaterials bestatigt bzw. 
durchgepriift. 

Jetzt handelt es sich um die weitere Priitung der erwahnten mathe- 
matisch-physikalischen Beziehung bzw. seiner Naherungen. Wir werden 
uns auch in dieser Mitteilung ausschlieSlich Amagatscher Messungen 
bedienen. Zugleich werden aber auch die Kompressibilitatskoeffizienten 
fiir andere Druckintervalle sowie Ausdehnungskoeffizienten bei anderen 
Drucken (was man bei Amagat nicht findet) gegeben, und zwar fir vier 
Flissigkeiten, nimlich fiir Wasser, Athylalkohol, Athylather und Aceton. 

Wasser. Um die Werte der Ausdehnungskoeffizienten fiir die 


hdheren Drucke 150, 250, ..., 950 Atm. berechnen zu kénnen, miissen 
uns die Werte der Kompressibilititskoeffizienten fiir die Druckintervalle 
50 bis 150, 150 bis 250, ..., 850 bis 950 Atm. bekannt sem. Da 


diese in den Amagatschen Arbeiten”) nicht angegeben sind, so fiihren 


1) Die erste Mitteilung ist in der ZS. f. Phys. 37, 458—468, 1926, ab- 
vedruckt; wir werden sie hier kurz mit I beseichnen. — Berichtigung eines 
Schreibfehlers in der Formel (13) in I: Der Subtrahend im Zahler des dort 
stehenden Bruches mu lauten: 

e—H1-21 (Pa) gtatt 41-22 (Pa—Py) 


2) BE. H. Amagat, GO. R. 116, 41—44, 1893; Ann. chim. phys. (6) 29, 
505—574, 1893. 
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972 VM, Vokdjany 
Tabe 
/ Mittlore Ausdehnungekootfiater 
bin 100 10 bis 200 a0 bie oe 9 ‘bis 400 || 40 bie 500 
Dinek [Sea | ry 
hereehn, hereohn, bereaha, berechn, heroe! 
fe Ber g) ||, ae m(19) |], BE | mweh(19) |] Bee Way) BP | nach 
in Atm, funden et finden a ) finden naend ) funden met ‘ funden rad 
10-6 | , 10=4 1-4 10=0 |} 10-6 | .10—0 |], 10=0 | , 10-0 ||, 1086) 10s 
. aoe delle 
BO ny | 150 60 | 48 498 | 
1h0 hv 87 || 178 7h 979 972 846 | 846 480 ABC 
20 He Hd) 105 1h 280 280 854 | sb 429 426 
860 111 114 || 4 918 208 999 || 868 | 868 480 424 
160 LN? 197 || ga? au? 805 | 805 || S79 S71 Aah 48! 
AHO | 160 150' || g40 u47 thea Hla || sta av AL 48) 
“60 =|) 188 jay || gh? | 960 || Baa | 8g8 || ave uve |) 487 | 48% 
7H0 20H vod Bi? 97 Has 86 || Bao HkO Ad AA 
KO 931 991 val get hag ha Hau Hab 449 dd 
OHO gos wl = AOS _ Adi 
Naholle 4 
a i 
Drucke Mittlere Komproanibilititekoettigienten dea Alkohola, bereohnet nach (4) in 1 
intervall fir vernchiedene Druekintervalle und Temperature 
in Atm, (0 40 Aye ao! Th 1000 —-10N0 | 
— 
bO—150 |] 88,8, 10°") 00,0, 10° 81184, LO 4 180.8, 10-8) 147,29, 10 “ pad | 
150—250 || 81,4 00,1) OD Lit Las 1148.4, 1076) 19 eeu 
Q50—-B60 | 74,0 af 1,0 LOLS 1150 L80,1 80,2, 10>! 
860—460 || 7 rr 70,9 &f,8 | O84 1Ou,7 jL16, 41,0 
460-—h60 5, h TOG 78,6 85,0 a8 104, r 19816 | 
5HO—G60 |) 1,8 (4,0 74,0 we? 8B Od 78h | 
660—760 | 67,0 (af ven 76,0) 80,0 | 90,8 L468 
760—860 || 66,1 UOf O49 (0,8 TAG | 81,2 (85,1 | 
850—060 || 64,4 50,7 1,0 UHe TOA 700 196, 
Tab 
_Mittlere Ausdehnungekoef fal 
Druck 0 bin 200 20 hie 40° a | 40 bin 600 
in Atm, herechnet berechnet | bereehn 
gelunden nah A (19) golunden nah (1%) |) gehunden nach {! 
in l in be 
| 
BO |] 108,65 , 10-5 | HOO, 10-5 121,06, 10=6 _ 
50 || O78 | 07.0, 105 |) 108,0 108,92. 10=8 |) 119,0 112,89 «J 
250 =| 88,0 080 vet O74 ! 1048 LOB\4 
Ah0 84,0 | 8&0 08,9 8,4 |, 98,8 Od 
HO || BOL | @0,4 80,2 BO, | 08,0 | at 
S50 |) 88,5 | 885 48,1 85,2 |) OOS | 90,6 
650 || 80,8 | 80,4 810 83,1 |) Qt,% 87,9 
750 77,0 | 970 70,8 M8 | 88,5 | 88,7 
860 | 74,0 | 74,0 77,8 TF | 80,7 80,0 — 
50 || 78,7 | 7a," 75.8 7.8 788 780 
. 
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s Wassers im Temperaturintervall 


50 bis 60° 60 bis 709 || 70 bis 80° | 80 bis 90° || 90 bis 1000 || 100 bis 1080 
t || | i = 
4 pero | berechn. | berechn. berechn. | lberechn. : berechn. 
gee nach(19)||_ 8° |nach(19) || 8° |nach(19)||_ 8° |mach(19)) | BS nach(19) | Ber | nach(18) 
anden| inl funden| in I funden| jin I i funden | in I | funden in I | funden in I 


0-6 | .10-6 ||. 10-6 | .10-8 |] .10-6 | .10-6 ||. 10-8 | 10-6 || . 10-8 | . 10-6 || 10-6 |_. 10-8 


ea ee _ — | 
BT | 486 || 555 | 555 | 619 | — || 
B7 | 487 || 542 | 542 | 610 | 610 | — 
B6 | 486 || 537 | 538 || 594 | 594 | 655 | — —_ 
Ba | 484 || 587 | 536 || 584 | 583 || 638 | 638 | 698 | 6938 
4 | 493 || 531 | 531 || 577 | 577 || 624 | 625 || 680 | 680 
ies | 4ss || 533 | 538 || 567 | 567 || 621 | 620 | 670 | 671 
ise | 4g6 || 532 | 532 || 562 | 562 || 615 | 616 || 668 | 667 || 984 | 983 
eo | 489 || 527 | 527 || 568 | 567 || 604 | 604 | 648 | 649 | O11 | 911 
Bese hee Rod he ||) 564 || Pf GORe Pi 4) OSES | — 


+ 


= 1156 —_ 
UTR ala le ¢ 
— 1079 | LO79 
1045 | 1044 
1014 | 1014 

987 986 

960 960 


ec 


Tabelle 5. 


¥ " Mittlere Ausdehnungskoeffizienten des Alkobols 
Druck im Temperaturintervall 
a sj gay 0 bis 80° 0 bis 100° 0 bis 1980 
; SSS SS . —_ 
50 i NSLS, LOS — ; — 
150 \ 108,8 114,65. 10-5 — 
250 |) 102,3 107,1 148,5 . 10-5 
350 | 96,8 | LO1,O 134,7 
450 i 92,4 | 96,1 | 123,9 
550 } 88,6 | 91,9 | 115,6 
650 | 85,2 ) 88,1 108,7 
750 82,3 84,6 108,3 
850 qT 81,8 98,4 
950 77,6 | 79,4 94,1 
Alkohols im Temperaturintervall a] sa ae; ai 
«60 bis 80° | 80 bis 1009 100 bis 1989 i 
fi berechnet | berechnet berechnet 
gefunden nach (19) gefunden nach (19) || gefunden nach (18) 
in I \| in I \| in I 


12339... L0>° TS 7eeeLOre: —_ | — ) on 


il 
| 


115,5 126,2 127,9.10-* || 190,8. 10-5 | ie 
107,4 | 117,9 119,1 169,1 168,7 . 10-5 
101,3 111,0 | 111,9 152,2 153,1 
96,9 104,9 104,8 | 189,7 | 189,7 
92,1 99,8 99,5 129,7 | 129,6 
88.5 94,0 94,7 122,3 122,8 
85,8 90,3 90,7 115,4 | 115.4 


83.0 86,5 86,9 | 109,2 | 1091 
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Milllere Avedelnunge Mittlere Ausdehnungse | Mittlere Ausdehnungss 
kocllivienten des Apetons koglligienten des Avetons | koeffizienten des Aceton: 
| lin Tenperaturintervall | Pye |) 1 Temperaturintervall | Dpyck || im Temperaturintervall 
(i hig $4180 in ( his 95,05! in| 0 bis 35,05° 
herechnet herechnet | | berechnet 
uelunden wveh (19) nti gelunden nach (19) a gelunden nach (19) 
in | in I | | in I 
| 
44,0. (078 | | 148.6, 1078 - L || 148,5,1078 = 
iit 117,8,107% AAO |) 141,28 112,6,1078} 700 || 101,8 108,6, 10° 
WZ Bt) 1000) G18 O10 1400 2.2 82,6 
8,0) Hi 4 1600 || 80,0 KO, 2100 2,8 72,6 
Teh | THA g000 || 78,7 78,7 2800 || 66,2 66,8 
7H,7 Ties BAO || 68,8 (8,8 i 
(iff (0,64 = ag 
| he | fii _ aan 
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wiv ole hier in der Vabelle | an, Hs mui aber sofort erwihnt werden, 
dali die in der Vabelle | angegehenen Kompressibilititskoeffizienten 
vioht wach der Gleichung (4) in {, wie das bei den anderen Iliissig- 
kaiten dev Wall ist, sondern nach dem Amagatschen Niherungsverfahren 


| av : F , : 
(4 ) herechnet sind, Wir haben nimlich schon in LT er- 
al P ‘ 
witht, dali tiv Wasser der Unterschied awischen den nach der Nithe- 
| Ae : 
rungsglelghang yoSe =: ; und den nach dev strengen Gleichung (4) 
» AD 


iv | hovechuelan Werton der Kompressibilitiitskoeffizienten sehr klein ist. 

in dev Vabelle 2 sind die mittleren Ausdehnungskoettizienten ge- 
wehen, die zi Hevechnung der letzten Spalte der Tabelle 8 dienten, 

Hohtiodlion gibt Tabelle & die ermittelten [d,h, nach der Gleichung (2) 
iv | aut Covad dev experimentellen Daten direkt berechneten| sowie die 
woh doe Cloichung (19) in tL mittels Kompressibilititskoetfizienten be- 
voohuotan Ausdehwungskoettizienten bei dem héheren Druck, So sind 
iv dev loleton Zeile dor Tabelle auch diejenigen Ausdehningskoeftizienten 
augeweben, weleha man direkt (dh, auf Grund der Amagatschen 
Mosstingon) nicht ermittelhi kann, dain ihnen der Wert von e.o9 fehlt, 
\ul Cewad dee bisherigen Austihrangen wad Ergebnisse dart man be- 
wuplon, dali sie vollkommen dom wirklichen Stande entsprechen, 

Athylatkohoal Als Hrgingung gu den labellen 4, 6 und 6 in T 
‘ianen wisere ‘Vabellon 4, 5 und @ in dev vorliegenden Mitteilung, Die 
Hrgebuissa dev Revechuungen zeigt die Tabelle 6, in welcher sich auch 
Hinweise aut die Cleichuagen betinden, aut Geand weloher die einzelnen 
Spattan herachnet siud, 


_—-? 
“® 
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Als Hilfetabellen zu diesen Berechnungen dienen die Tabellen 4 
und 5, welche zugleich die Kompressibilitats- baw. Ausdehnungskoeffi- 
‘yienten enthalten, die bei Amagat (d. bh. in seinen Abhandlungen) nicht 
gegeben sind, 

Athylather, Die Berechnungen fiir die Ausdehnungskoeffizienten 
sind in der Tabelle 9 enthalten, wabrend die Vabellen 7 und 8 als Hilfs- 
sbellen zu diesen Berechnungen dienten. Sémtliche Ausdehnungskoeffi- 
yienten in den Tabellen 8, und in 9 diejenigen, die in der Spalte unter 
Jey Bezeichnung ,getunden* aufgefihrt sind, sind nach der Gleichung (2) 
in | auf Grund der experimentellen Daten direkt ermittelt. Die Kom- 
pressibilititskoeffizienten in der Tabelle 7 sind nach der Gleichung (4) 
in J auf Grund der experimentellen Angaben von Amagat berechnet. 

~ Aceton, Sowohl die auf Grund der Beobachtungen von Amagat 
divekt ermittelten als auch indirekt auf Grund der Kompressibilitats- 
koeffizienten berechneten Ausdehnungskoeffizienten enthalt die Tabelle 11, 
iy thrend die Vabelle 10 als Hilfstabelle zu den erwéhnten indirekten 
Jerechnungen dient, 


Zagreb, Oktober 1926, 
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Uber die Zerstreuung und Polarisation des Lichtes 
in dispersem Kohlenstoff. 
Von G. I. Pokrowski in Moskau. 
Mit 2 Abbildungen. (Eingegangen am 19. Oktober 1926.) 


Die vorliegende Arbeit gibt eine Zusammenstellung der Beobachtungsresultate tber 

die Lichtzerstreuung und Polarisation in dispersem Kohlenstoff in verschiedenen 

Fallen (in der Flamme, in der Wassersuspension und bei diffuser Reflexion an 
RuBschichten). Diese Ergebnisse werden mit der Theorie verglichen. 


Es sind viele Arten dispersen Kohlenstofis bekannt, in denen die 
Teilchen von nahezu derselben Struktur sein miissen. So z B. in 
Flammen, bei RuSschichten und bei Wassersuspension von Ruf (Tusche) 
mu erwartet werden, da8 alle diese drei Arten aus ahnlichen Elementen 
bestehen, da die beiden letztgenannten aus dem ersten, also aus der 
Flamme, erhalten werden. 

Da die Absorption des Lichtes beim Kohlenstoff auSerordentlich 
groB ist, so kann die mehrfache Lichtzerstreuung in dispersem Kohlen- 
stoff kaum eine bedeutende Rolle spielen. Sofern aber die Sekundar- 
strahlung ausgeschlossen ist, kann die Lichtzerstreuung nur von den 
optischen Eigenschaften einzelner Elemente, und nicht von ihrer Kon- 
zentration abhangig sein. Deshalb ist zu erwarten, daf in allen oben- 
genannten Fallen von dispersem Kohlenstoff eine gewisse Abnlichkeit in 
der Zerstreuung des Lichtes herrschen mub. Die Tatsache, daB in der 
Flamme die Temperatur groB ist, wird hieran wenig ‘ndern, da die 
optischen Konstanten der Kohle nur einen geringen Gang mit der Tem- 
peratur aufweisen. Insbesondere mu die Polarisation ihnlich verlaufen, 
weil dabei nur die Art, aber nicht die Zahl der streuenden Zentren von 
Bedeutung ist. Deshalb wenden wir uns zuerst der Polarisation zu. 
Am bequemsten und am interessantesten ist es, die Abhingigkeit der 
relativen Polarisation R des gestreuten Lichtes vom Ablenkungswinkel @ 
zu betrachten. Entsprechende Zahlen kinnen fiir Flammen aus der Arbeit 
von Senftleben und Benedict2) entnommen werden Den Zahlen, 
welche sie erhalten haben, entsprechen die Punkte in der Fig. 1. Aufer- 
dem sind in derselben Figur Punkte gegeben, welche der diffusen 
Reflexion an Ru und der Zerstreuung des Lichtes in Tusche entsprechen. 

Die Beobachtungsergebnisse iiber die Polarisation des Lichtes bei 
Reflexion an Ruf sind einer Arbeit entnommen, die ich in Gemeinschatt mit 


1) H. Senftleben und E. Benedict, Ann. d. Phys. 60, 297, 1919. 
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Woronkoff?) ausfiihrte. In dieser Arbeit sind die Werte von # als 
Funktion vom Einfallswinkel 7 und» vom Reflexionswinkel r gegeben. 
Aus den Werten von ¢ und r kann 
leicht @ ermittelt werden. 
Es ist namlich: 

x—(itrn) =@. 
Dementsprechend kann & als 
Funktion von @ bestimmt werden, 
was in der Tabelle 1 aufgeftihrt 
ist. In derselben Tabelle sind 
noch die Zahlen von RF vorgefiihrt, 


die nach den bekannten Formeln > os a Fee 
von Mie”) berechnet sind. Dabei Fig. 1. 

3 © in Tusche, 

ist angenommen worden, daf der x RaUREfoxion an RES! 
Teilchendurchmesser 0,36, ebenso x in der Flamme, 


theoretische Kurve. 


wie bei Senftleben und Bene- 
dict, der Wellenlinge 4 des Lichtes gleich ist. Alle optischen Kon- 


stanten von Kohle sind auch derselben Arbeit entnommen. 


Tabelle 1. 


100° | 1059 | 110° | 120° | 140° 


SS | |) — |0,77/0,78|0,71| — | — |0,44]0,18 || 20 
beob eee a <— 10,610,691 0,79) —— = 10,76) 0,50 | 0,20 || 40 
— | —}— jo910,3510,50) — | — |0,77| — | — |0,75| — | — |0.47| — 60 
0,04|0,10|0,24| — | — |0,56| — | — |0,79) — | — }0,74) —| — | — | — 80 


0,64/0,60) 0,44} 0,13 


0,07 \0,11|0,19}0,25|0,31)0,45'0,52/0,60 0,75 |0,82)0,87) 0,90 0,88)0,83) 0,70 0,32 


Wie aus Fig. 1 ersichtlich ist, fallen die Experimentalpunkte fir die 


 Flamme und fir Reflexion sehr gut zusammen und weisen dieselben 
_ Abweichungen von den theoretischen Werten- von R auf. Wie es auch 


ae zu erwarten war, ist die Verschiedenheit der A bei der Flamme (491 mu) 
und bei der Reflexion (570 mu) wenig zu bemerken, wahrscheinlich wegen 


_ des grofen Beobachtungsfehlers. 


Alles Gesagte zeigt, daB im Falle von Ruf die diffuse Reflexion 
nicht nur durch die Reflexion an Elementarspiegeln*), sondern auch 


1) ZS. f. Phys. 30, 139, 1924. (In den Tabellen steht p statt R.) 
2) G. Mie, Ann d. Phys. 25, 428, 1908. 
8) G. I. Pokrowski, ZS. f. Phys. 80, 66, 1924. 
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durch die Zerstreuung des Lichtes in tritben Medien erklirt werden kann. 
Diese beiden Erklérungsweisen schlieSen selbstverstiindlich einander nicht 
aus, sondern bilden zwei Wege, welche von verschiedenen Seiten her zur 
annihernden Erklirung der Erscheinung fithren. 

In Fig. 1 sind noch Punkte angegeben, die einer Rufsuspension in 
Wasser (verdiinnte Tusche) entsprechen. 

Die Zahlen sind in Tabelle 2 aufgefiihrt. Diese Zahlen sind mit 
Hilfe einer Methode erhalten, die bereits von mir beschrieben ist '), 


Tabelle 2. Tusche, mit Wasser verdiinnt. 


6= o=|: 200 iE 300 yo | 400 500 60° 700 i. soo | 900 a 110° | 1200 | 1300 1400 
(ee Fanciene oat | Ot 067 | 0.78 | 0,07 0,530 er: 
Die in Tabelle 2 gegebenen Werte von R sind fiir 4 = 550mu 


erhalten. Obwohl in Wasser der relative Brechungskoelfizient von Kohle 
ein anderer ist als in der Luft, weist auch hier R dieselbe Abhingigkeit 


yon @ auf, wie in den beiden ersten Fallen. Es muf bemerkt werden, | 


daB die Anderungen des Brechungskoeffizienten bei so kleinen Teilehen 
den Gang der Kurve nur wenig aindern kinnen *). 
Teilchen von Kohle 


in den drei genannten Fallen sehr klein sind (etwa '/, der Wellenliinge 


Aus den betrachteten Tatsachen folgt, dal die 


des Lichtes). Da aber bei mikroskopischer Messung die mittlere 'Teilchen- 
gréfe bei Ruf’ und Tusche groBer ausfillt [etwas grofer als die Wellen- 
lange] *), so mu8 angenommen werden, daS diese Teilchen von Rub und 
Tusche aus kleineren Elementen bestehen. Diese Elemente sind so lose 
miteinander gebunden, da ihre optischen Higenschaften dadurch nicht 
geindert werden. 

Auberdem weist das Experiment in den drei betrachteten Fillen 
immer dieselben Abweichungen von der Theorie auf. In Fig. 1 ist 
nimlich das Maximum fiir R etwas herabgedriickt und in der Richtung 
nach kleineren @ verschoben. Diese Erscheinung kann auf die Wirkung 
der Sekundirstrahlung zuriickgefiihrt werden. Das mehrfach gestreute 
Licht mu8 unpolarisiert sein; auBerdem mu dieses Licht gleichmibiger 
iiber alle @ verteilt sein als das nur einmal gestrente. Deshalb miissen 
die Werte von R verkleinert sein, insbesondere bei gréferen @, wo das 


1) ZS. t. Phys. 87, 172, 1926. 
2) Vel. die Kurven von H. Blumer, ebenda 82, 119, 1925; 88, 804, 1926. 
5) G. I. Pokrowski, ebenda 80, 66, 1924. 
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| einmal gestreute Licht relativ schwacher ist (wie es weiter ersichtlich 
sein wird). Dadurch entsteht aber die erwahnte Verschiebung des 
Maximums von #. Fine 4thnliche Erscheinung ist auch bei diffuser 
Reflexion zu bemerken?). In Fallen von schwach absorbierenden Stoffen 
ist die Verschiebung des Maximums von R so bedeutend, daf tiberhaupt 
keine Analogie zwischen diffuser Reflexion 
und Zerstreuung in Suspensionen gefunden 
werden kann *). 

In Fig. 2 ist die Zusammenstellung 
der gesamten Intensitaten J des gestreuten 
Lichtes in den Fallen von Flamme und 
Tusche gegeben. Die Werte von J fiir die 
Flamme sind der schon erwdhnten Arbeit 
von Senftleben und Benedict ent- 
nommen, Fir Tusche dagegen wurde eine 
hesondere Messung ausgeftihrt. Die Appa- 
vatur war dabei thnlich derjenigen, welche 


von mir bei Polarisationsmessungen an 50? 0° a F10° 
Suspensionen verwendet wurde *), doch Fig. 2. 
stand an Stelle des Spektrophotometers ie pees 
and an Stelle des spektrophotometers A bei Reflexion an Ruf, 
sin Webersches Photometer. Die Beob- stn dex Flamarse, 
_—_— theoretische Kurve. 


achtungen und Rechnungen wurden dabei 

nach derselben Methode ausgeftihrt wie bei der Erforschung der Licht- 
geratreuung in Luft. Selbstverstiindlich war eine solche Methode nur 
sehr kleine Konzentrationen der dispersen Kohle erlaubt. 

Die Zusammenstellung der beobachteten Werte von J (in relativen 
Minheiten) mit den nach Mie fir den Fall der Flamme berechneten ist 
n Tabelle 3 gegeben. 

Wie aus Fig, 2 ersichtlich ist, haben wir hier wenigstens eine 
alitative (bereinstimmung zwischen der Lichtzerstreuung in Flamme 
ind in Tusche*), Entsprechende Werte der relativen Oberflachen- 


hol igkeit (<< anstatt J in anderen Fallen) fiir den Fall der Reflexion 
sr 


1) G. P. Woronkoff und G. 1. Pokrowski, ZS. f. Phys. 80, 139, 1924. 
2) Vgl. die Kurven in der Arbeit von G. P. Woronkoff und G.I. Pokrowski, 
iS. {. Phys. 80, 189, 1924, mit denjenigen in meiner Arbeit, ebenda 87, 722, 1926. 
8) Bbenda 87, 172, 1926. 
4) Wine quantitative Ubereinstimmung kann hier auch nicht gesucht werden, 
a die relativen Brechungsexponenten verschieden sind. 
19* 
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Tabelle 3. 
i —— el 
6= 50° 609 70° 80° 90° 100° 1109 | 1200 130° 
A ans © 2,15 | 1,64 | 1,26 | 1,08 | 1,00 | 0,98 | 0,89 | 0,86 | 0,81 
i es 2,30 | 1,88 | 1,54 | 1,22 | 1,00 | 0,86 | 0,76 | 0,72 | 0,71 
a shone — 2,06 | 1,80 | 1,40 | 0,85 | 0,78 | 0,73 | 0,69 0,67 +) 
es) Theob. 


an Ru sind ebenfalls in Tabelle 3 und in Fig.2 gegeben. Die Zahlen 
sind nach einer friher beschriebenen Methode erhalten *), und die Hin- 
heiten sind so gewahlt, da8 die Punkte sich méglichst nahe der theore- 
tischen Kurve anschmiegen. Es ist der Fall dargestellt, daf der 
Finfallswinkel gleich 50° ist. Bei groSen Einfallswinkeln ware die 


Ubereinstimmung des Experiments und der Theorie eine schlechtere. — 


Die Erklarung dafiir ist am wahrscheinlichsten darin zu suchen, da8 hier 
in verschiedenen Richtungen eine verschiedene Zahl von Zentren das 
Licht ausstrahlt. Jedenfalls kann man auch in diesem letzten Falle eine 
qualitative Ubereinstimmung mit der Theorie finden. 

Zum Schlu8 spreche ich auch hier Herrn Prof. Uspenski fir seim 
freundliches Entgegenkommen und Interesse an meinen Arbeiten meinen 


eT 


besten Dank aus. 


Physikal. Institut der Moskauer Techn. Hochschule, September 1926, 


1) Bei diffuser Reflexion an Rub. 
2) ZS. f. Phys. 20, 358, 1924. 
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Uber die Berechnung elektrostatischer Potentiale 
von Kreis- und Kugelkonduktoren, insbesondere 
von unendlichen Kreis- und Kugelgittern. 


Il. Mitteilung. 
Von Hermann Walter in Danzig. 


(Hingegangen am 21. Oktober 1926.) 


LE Veil, 
Raumliche elektrostatische Potentiale von Kugelkonduktoren. 


Der zweite Teil bildet in jeder Beziehung ein Analogon zum ersten. 
Das Problem ist analog. Es besteht in der Berechnung elektro- 
statischer Potentiale von Systemen geladener Kugelkonduktoren. 

Die Methoden entsprechen denen im ersten Teil. Auch hier bildet 
den Ausgangspunkt ein Spiegelungsverfahren, das auf das alternierende 
Verfahren und die Auflésung linearer Gleichungssysteme zuriickgefiihrt 
werden kann. Die Rolle der Potenzreihenentwicklungen und deren ana- 
lytischer Fortsetzung spielen hier Entwicklungen von Potentialfunktionen 
nach Kugelfunktionen. Da fiir die analytische Fortsetzung solcher Reihen 
~ noch keine Methoden ausgearbeitet sind, so fiige ich vor der eigentlichen 
Behandlung des Problems einen Paragraphen (§ 1) iiber ihre analytische 
Fortsetzung ein. 

Die weitere Einteilung entspricht derjenigen im ersten Teil genau. 
§ 2 enthalt eine Wiedergabe des Spiegelungsverfahrens. In § 3 wird 
im Anschlu8 daran eine Methode zur Berechnung des Potentials eines 
endlichen Kugelsystems angegeben und in andere Zusammenhinge ein- 
geordnet. In § 4 wird sie auf einige Fille unendlich ausgedehnter 
Kugelgitter angewandt. 

§ 1. Uber die analytische Fortsetzung von Potential- 
funktionen, die als Entwicklungen nach Kugeliunktionen ge- 
geben sind. Jede Potentialfunktion, die im Innern einer Kugelschale 
regulir ist, la$t sich um den Mittelpunkt dieser Schale in eine Reihe 
nach Kugelfunktionen entwickeln, die folgende Form hat: 


oo 1 Zo 
0 a 0 


Yi, O, px sind hier die Polarkoordinaten des Aufpunktes in bezug aut 
den Mittelpunkt der Schale. X, und X_, sind Kugelfunktionen n-ter 
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Ordnung. Der erste Teil der Reihe konvergiert auSerhalb der kleineren, 
der zweite innerhalb der gréSeren Kugel. Ist die Funktion im Innern 
einer Kugel regular, so enthalt die Reihe nur den zweiten Teil; ist die 
Funktion im ganzen AufSengebiet der Kugel regulér und verschwindet 
sie im Unendlichen, so enthalt die Reihe nur den ersten Teil. Sie ist 


oo 
ein vollkommenes Analogon zur  Laurentreihe NO», (@ — &)—™ 
1 


a >S Gy (e — 2)” in der Funktionentheorie. 

0 

Ich stelle mir nun die Aufgabe, eine Potentialfunktion, die in Gestalt 
einer solchen Reihenentwicklung nach Kugelfunktionen gegeben ist, um 
‘einen Punkt ihres Regularitatsbereichs in eine neue Reihe zu entwickeln, 
oder anders ausgedriickt, eine gegebene Entwicklung analytisch fort- 
zusetzen. 

Im entsprechenden funktionentheoretischen Problem macht man das 
so, da® man jedes einzelne Glied a, (¢ — 2;)” um den neuen Entwicklungs- 
mittelpunkt in eine Reihe entwickelt: 


co 
Gn (2 — 24)" = dm bmn (¢ —2)™, 
0 


deren Koeffizienten b,, man dadurch bestimmt, daf man die linke Seite 
der Gleichung m-mal an der Stelle ¢ == 4; nach ¢ differenziert und durch 
m! dividiert. Nachher ordnet man nach Potenzen von (¢ — %). 

Genau so machen wir es in unserem Falle. Die einzelnen Glieder 
der gegebenen Entwicklung 


1 r 
aD +1 2. n (O,, Yi) und re Xn (O;, Qi) 
a 


setzen sich linear mit konstanten Koeffizienten aus folgenden Funktionen 
zusammen : 


n , 
etd Py,» (os @;). cosy pz; 7; Pn,» (COs @,) cos v Hi, 
: vy == 0) eee 
: a : 
nti P,,, (cos@,) sinv@;; 17 Pn,» (cos @;) sin v O;, 
i 


[Fir P,,, (cos @,), die zugeordneten Kugelfunktionen erster Art, schreiben 
wir im folgenden einfach: P*, ,». Wir legen dabei die Heinesche Definition 
x dr+ "(oe ae | 


dant 


—y! 
der Kugelfunktionen zugrunde: Pe), (V2? 1) 


) 


a deal 
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Diese Funktionen entwickeln wir jetzt um den neuen Mittelpunkt mit den 


Polarkoordinaten rj, @;, gj; in Reihen und machen dazu den Ansatz: 


1 : 

: 4 Mm 

ean, y- COSY Q; = > v5 xe (9;, ) 
0 


Zz 
co m 
= Shirl Phau (Am, 008695 + Br, « Sin we )- (1) 


Fiir die anderen Funktionen lautet der Ansatz ebenso. Die A,,,,, und 
By. sind Konstanten. 1;; @;, pj, die Polarkoordinaten des Aufpunktes 
in bezug auf den neuen Entwicklung gsmittelpunkt, hangen mit 7;, @;, gi ein- 
fach zusammen. Die zu 1; = 0 gehérigen Werte von r;, @;, yp; nennen 
wir 145, :;, pij- Es sind die Polarkoordinaten des neuen Entwicklungs- 
mittelpunktes in bezug auf den alten. Um die Konstanten A, , und Bm, « 
zu bestimmen, differenzieren wir die linke Seite des Ansatzes (1) m-mal 
partiell nach r; bei konstantem @;, pj (oder in der Richtung @;, pj) und 
setzen rj; = 0 (oder: 7; = 153 Pi = Piss @;, = @;;). Es gilt dann: 

X,,(O,@) i oe i phe | 

Xn (Oj Pj) = m! or” ett n,v©OSV Pi | rj = 0 

™ 


= Sz Pedy lu (Am, u COS M Dj + Brn, u SD W Qj). (2) 
0 
Man braucht den Differentialquotienten nur in eine geeignete Form zu 


bringen, um die Konstanten abzulesen. Uber die Form der Konstanten 


kann man schon jetzt folgendes aussagen: Daas Pi, y COS V g, in recht- 


m +1 
re 
winkligen Koordinaten ausgedriickt eine homogene Potentialfunktion 

ae + 1)-ten Grades ist, so ist der m-malige Differentialquotient in 
— (sicher eine solche vom — (m + n + 1)-ten Grade. Xn (@;, gj) hat 


- also als Funktion von 7;, 9:5; Qi; die Form: yminti Xm +m (Os5r ig), 


und die Konstanten A,,,, und By, u sind Kugeliunktionen (m + n)-ter 
Ordnung in @;;, pj; Sie sind unabhingig von der Richtung, in welcher 
wir differenzieren, und daher kénnen wir uns diese wihblen. Wir differen- 
zieren in der Richtung 0; = 0;; = 9; 9) = Pij = Pu d. h. in der 
vom alten zum neuen Entwicklungsmittelpunkt weisenden Richtung. Dann 
lautet der Differentialquotient: 


1 om al 
Xm (Oz 4; Pid) = ml Oy™ 9? ei P ns COS V Qi | x My = 0 
7 


m+ m 1 ne ’ 
= (— a(t \aerara Pel, 008 V Qij: (3) 


tj 
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Um die Konstanten zu bestimmen, miissen wir die rechte Seite ge- 
eignet umformen. Dazu benutzen wir die Hilfsformel I’) 
+m 


e Ue Ge N,v (cos @) a > Km, (2 Pingn, |u| (cos @) Pin,|u (cos @), (4) 


—m 
wo die Konstanten K;,,,,, definiert sind durch : 
(2 + | 2m 6) 
2” m! m — 4) 


Mit ihrer Hilfe formen wir die rechte Seite von (3) um und erhalten: 


-n 
K Tayi, —— — 1)" a 


+m 
XT, (O;;; Dis) = saa DP En ee Pin +n, | u 42D, (cos @;;) 

tj —m 
» Pap, |u| (C08 @; ;). cos[(v + w) pi; —U 94): (6) 
In den iiberstrichenen GréSen @; jr, Giz ist das Resultat eine Kugel- 
funktion m-ter Ordnung, sie sind also bei der Differentiation in einer be- 
liebigen Richtung durch @;, g; zu ersetzen. In den Gréfen r;;, O57, Qi; 
ist das Resultat eine Potentialfunktion — (m-+ n + 1)-ten Grades, sie 
bleiben bei der Differentiation in einer beliebigen Richtung konstant. Wir 

haben also den 


— 
Satz I. Die Entwicklung der Potentialfunktion = > P;,, cos v gi 
r; 
um einen neuen Mittelpunkt mit den Polarkoordinaten 1;, 0;, gy; lautet: 


1 i = n j 
fei Ph coy we SB St th MPa Pn 
7 


—m ra 


cos [(u + v) y;; —wg,]. (7) 


1 ; 
1.Zusatz. Fiirdie Entwicklung der Funktion ——— we 1 os »- Sin vg; um 
VG 
einen neuen Mittelpunkt mit den Polarkoordinaten 7;, @;, gp; gilt dieselbe 


Formel, man mu8$ nur den Cosinus mit dem Sinus vertauschen. 
1 
2. Zusatz. Die Entwicklung der Potentialfunktion - rn mai Ln (¢08 @;) 


um einen neuen Mittelpunkt, der auf der Semebreaise der Funktion 
liegt (O; = 0) und in bezug auf welchen die Koordinaten des Auf- 
punktes 7;, @; sind, lautet: 


mM 


1 m + 0 v7 
pri Pa (08 8) = Sie Dey daggers? m (5 @))- a) 


1) Der Beweis wird am Schlu8 des Paragraphen gebracht, um hier den Ge- 
dankengang nicht zu unterbrechen. 


ee a 


— 
es 
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Dieser Zusatz enthalt den Spezialfall, daS » = 0, die Funktion also von 


g; unabhingig und symmetrisch zur Achse @; = O ist. Man erhalt ihn 
aus Satz I, in dem man u— 0, vy =O setzt und die Beziehung 
n! 


JR iy Co ee ne On) P,, (x) benutzt. Er bildet ein vollkommenes 


Analogon zur Potenzreihenentwicklung: 


1 = m+n a— 2)" 
(@ — 2)"t aT SS Die we \ ee 
Diese Analogie ist fiir unser Problem von grofer Wichtigkeit, und wir 
kommen spiter noch darauf zuriick. 

Dieselbe Aufgabe lést man in ganz abnlicher Weise fiir die Funktionen 
PeeP ye cos v gy, und vy Tes vy SID Y Dy. Ein wesentlicher Unterschied be- 
steht nur darin, da8 die Entwicklung endlich viele, namlich (nm + 1) 
Glieder hat. Man macht also den Ansatz: 


n 

NM pt. ie. m 

1 Py, y COS V Qi = yn 1; Xm (Oj, 95); 
0 


differenziert an der Stelle r; m-mal in der Richtung der Verbindungs- 
linie beider Mittelpunkte und benutzt die Hilfsformel I’) 


+m 
nN par 
<a ha ee rales Je Wn (CG } 8 
() Pa,» (C08 @) = SEU Pam 91 6080) Po, 1n\(608O) 8) 


Seer 


wo die Konstanten Lays definiert sind durch 
n Zs 2n—2m 
7m Ay oat) ee.) 
nt 2n 
(, + ie 


Sie gilt, wenn man festsetzt, daS alle Uru verschwinden, so bald 
n—m<|v-+ w| ist, und daB Py. = 1 ist. Wir beweisen jetzt genau 
wie vorher den 

Satz Il. Die Entwicklung der Potentialfunktion 1; Ph, COS V Hi 
um einen neuen Mittelpunkt mit den Polarkoordinaten 7;, Oj, pj lautet: 


(9) 


ri; PR y+ COSY Q; 
n +m 
yp EE UT Te 7, Poem, |v + «| Pm, {eel 08 [(Y + #4) P25 — Hl 19) 


i Fees Fir die Entwicklung der Funktion ry Pn, ysin y g; gilt 
dieselbe Formel, man mu nur den Cosinus durch den Sinus ersetzen. 


1) Der Beweis wird am Schlu8 des Paragraphen gebracht. 
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2. Zusatz (vel. 2. Zusatz zu Satz I). Im Falle emes von g; unab- 
hangigen Potentials gilt die Entwicklung: 
3. 
Dako) = Sian CN P,, (cos @)). (10a) 
0 


Sie hat in der Funktionstheorie das Analogon: 


1 
zy = pS) (ayn (qj—ar—n("). 


Die Satze I und IL oe ihren Zusitzen geben uns die Méglichkeit, 
die Glieder einer als Reihenentwicklung nach Kugelfunktionen gegebenen 
Potentialfunktion einzeln fortzusetzen, d.h. um einen neuen Mittelpunkt 
in solche Reihen zu entwickeln. Um die ganze Reihe fortzusetzen, mub 
man den Entwicklungsmittelpunkt innerhalb der Konvergenzkugel bzw. 
Kugelschale der gegebenen Entwicklung wahlen. Die numerische Be- 
rechnung ist verhiltnismafig einfach, besonders in den durch die zweiten 
Zusatze charakterisierten Fallen. Hier werden die Koeffizienten der 
neuen Entwicklung genau so wie bei der analytischen Fortsetzung von 
Potenzreihen bestimmt. 


Man kann das eben behandelte Problem auch von einem anderen 
Gesichtspunkt aus anfassen, auf den ich hier kurz eingehen will. 


1 
Die Potentialfunktion [74 Xn(@i, pi) ist nach einem Satz von 


ry 


Sylvester?) bis auf eine Javits leat Konstante der n-te Differential- 


: ee ; ‘ : : 
quotient von — in » im allgemeinen verschiedenen Richtungen: 
Un) 


il 
(= 
v% 


1 
prt Xn On P) = © Gy dn... OV, 


iL 
Man miiBte also, um sie analytisch fortzusetzen, 0 den neuen Ent- 
i 
wicklungsmittelpunkt in eine Reihe entwickeln (was sehr einfach ist) 
und diese dann m-mal in den verschiedenen Richtungen differenzieren. 


1 
Als Beispiel nehmen wir die Funktion =~ Pn (cos @,), welche sym- 

if 
metrisch zu einer Achse ist, die wir die z-Achse nennen wollen, und um 
einen neuen Entwicklungsmittelpunkt, der auf ihr liegt, in eine Reihe 


4) D. Hilbert und R. Courant, Methoden der math. Physik. 8. 427, 1924. 


Uber die Berechnung elektrostatischer Potentiale usw. 289 


~entwickelt werden soll. Es gelten die beiden leicht zu beweisenden 


\ Formeln: 
a 1 
t 
ik Ae = —(m+ 1 era Pn +1 (008), (11) 
or P ; ie 
2. oe ed nr * Pn —1 (cos @,) - (12) 


Aus der ersten folgt durch RiickwartsschlieBen die Darstellung von 


| 1 
Bi Pn (cos @;) als Differentialquotient: 


ry, sal 1 

: Ree a 5, 

: ee a =i Ip Ayan (13) 
E : 1 ’ ; AY SY 

j Wir entwickeln also — um den neuen Entwicklungsmittelpunkt in eine 

i 

Reihe: ; 2M 

a > za Pm (cos @;) (14) 

0 ‘tj 

t und differenzieren mit Hilfe der beiden Formeln beiderseits n-mal in der 

- Richtung z. Wir bekommen das aus Satz I, 1. Zusatz bekannte Resultat: 

) 1 oS m 

; m+ "; 

apr or) = Sn(— ay : Neen eit (cos @;). (15) 

3 i 0 ij, 


1 , A 
Bei Potenzreihen wiirde man analog ———_.— als n-ten Differential- 
(¢ 2)" 


ia 


darstellen, diese Funktion um 2; entwickeln und die 


quotient vom 
— & 
erhaltene Reihe n-mal nach ¢ differenzieren. \ 
Anhang. Beweis der Hilfsformeln I und LI. 
Man geht von folgenden zwei Rekursionsformeln aus, welche sich 


aus den bekannten leicht kombinieren lassen *): 


2 1 
data — 5 Ent yes f8in® — 2 Py +r 0080 
+ Py 4ijv41-78in O], (16) 
1 

= -— 5 a Os 
Pr, v Rene | Vv 1) (n + v) n 1, isin @ 

+ 2(n + v) (mn — v)Pn—1,7- 008 O 

+ (n—v —1)(n— v) Py—3,y41-7 810 Q]. (17) 


1) Heine, Kugelfunktionen, 1. Bd., 1878, 2. Aufl., S. 258. 
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Die Hilfstormel I beweist man, indem man (16) wiederholt auf sich selbst 
anwendet und dadurch die Ordnung der Kugelfunktionen der rechten 
Seite immer weiter erhdht. Zugleich zieht man die als Koeffizienten 
auttretenden Funktionen von cos @ und sin @ mit Hilfe der Formel (17) 
zu Kugelfunktionen immer héherer Ordnung zusammen. Durch m-malige 
Wiederholung des Verfahrens findet man die Hilfsformel I. Die Hilfs- 
formel II findet man, indem man (17) m-mal auf sich selbst anwendet, 
die Ordnung der Kugelfunktionen der rechten Seite erniedrigt und die 
Koeffizientenfunktionen zu Kugelfunktionen immer héherer Ordnung zu- 
sammenzieht. 

§ 2. Das Spiegelungsverfahren. Es 148t sich im réumlichen 
Problem ein ahnliches Spiegelungsverfahren anwenden wie im ebenen. 
Es beruht auf einem Satz tiber konjugierte Flachenbelegungen'). Zwei 
Flachen oder Flichenelemente (bzw. Punkte) nennen wir konjugiert, wenn 
sie auseinander durch Spiegelung an einer Kugel (Radius 2) hervorgehen. 
Dann besteht zwischen den Abstinden r und 7’ entsprechender Punkte 
vom Mittelpunkt die Beziehung 

R? 
f= —- (1) 


y 


Die Belegungen 4 und »’ zweier konjugierter Flachenelemente (oder 
Punkte) heifen konjugiert, wenn zwischen ihnen die Bezichungen 


ot ae baw. 1=1"> nC) 
bestehen. Beide Gleichungen (2) sind wegen (1) dquivalent. Haben die 
Belegungen auBerdem entgegengesetztes Vorzeichen, so nennen wir sie 
entgegengesetzt konjugiert oder ,gespiegelt*. 

Der erwahnte Satz sagt nun aus, daB zwischen den Potentialen 
solcher konjugierter Belegungen oder Punktladungen an konjugierten Auf- 
punkten die Beziehung besteht: 

hn — a V'p. (3) 

Unser Problem ist folgendes: Gegeben sind m leitende Kugeln K;, 
mit den Mittelpunkten (a;, y;, 2), den Radien R, und den Abstiinden R,; 
zwischen je zwei Mittelpunkten. Sie sollen sich weder schneiden 


noch beriihren (= is 


Ss 1) und sind mit den Ladungen e; auf die 
ij 


E.R. Neumann, Beitrage zu einzelnen Fragen der hoheren Potential- 
theorie, S. 110. (Preisschriften der Fiirstlich-Jablonowskischen Gesellschaft 1912.) 
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Potentiale C,; geladen. Man betrachtet nun*) jeweils eine der Kugeln 
als Abbildungskugel und wendet den Satz tiber die konjugierten Flachen- 
belegungen an, indem man die Konstanz des Potentials im Innern und 
auf dem Rande der Kugeln benutzt. Man findet folgendes: Das Potential 
der Kugel K,; in ihrem Aufengebiet kann ersetzt werden durch das 
Potential der Punktladung R, C; in ibrem Mittelpunkt und durch das 
Potential der an K, gespiegelten iibrigen Kugeln mit den entsprechenden 
,gespiegelten* Belegungen. Im Gegensatz zum ebenen Problem sind 
diese Belegungen nicht miteinander und dem ganzen System im elektro- 

statischen Gleichgewicht. Man kann die Fortsetzung auch weitertreiben, 
_ indem man sie sich genau wie im ebenen Problem in allen Kugeln aufer 

einer K, durchgefiihrt denkt und an dieser das iibrige System spiegelt. 
Man erhalt dann in den Spiegelpunkten der Mittelpunkte der iibrigen 


p R, fh; ; ; : 
Kugeln K; die Ladungen — ~, 1 G, und ein System von kleineren mit 


Ladung belegten Kugeln. So fahrt man weiter fort und erhalt immer 
weitere Punktsysteme und kleinere mit immer abnehmender Ladung be- 
 legte Kugeln. Man kann das erhaltene Punktsystem folgendermafen be- 
schreiben: Man denke sich im Mittelpunkt jeder Kugel K; die Ladung 
R,C;. Dieses System spiegelt man an jeder einzelnen Kugel K; (die zu 
K, gehirige Ladung R; C; spiegelt man dabei nicht mit). Das so erhaltene 
System spiegelt man wieder an jeder einzelnen Kugel usw. Die Ladungen 
der neu hinzukommenden Spiegelpunkte wechseln ihr Vorzeichen und 
_ werden immer kleiner. 
§ 3. Das Potential eines endlichen Systems. Die Berechnung 
des Potentials eines endlichen Systems geschieht in der Weise, daB man 
“die Potentiale der einzelnen eben beschriebenen Punktsysteme iiber- 


sp a-nsurh etc Semis er aa ltieiT ialia 


 einanderlagert. 

Vorher geben wir uns dariiber Rechenschaft, welche Form das 
_ Resultat haben wird. 

i Da man das Potential V ins Innere jeder Kugel hinein stetig fort- 

_ setzen kann, so ist es regulir in einer Schale, die die Oberflache von K; 

enthalt, und dort durch die Reihe 


ed dealin 


— Re = Tt 
Vi = Sp Yn On Gd + DP pa Fm 1 On 90 (1) 
0 «(ft Cae 


darstellbar. (Y,,; und Y_p,; sind Kugelfunktionen n-ter Ordnung. Die 
erste Reihe konvergiert und ist regular auf der Oberflache und im ganzen 


1) Vgl. die erwihnte Dissertation von E. Hermann. 
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R, 
Aubengebiet von K;, verschwindet im Unendlichen wie | == sana 


stellt den ,Hauptteil* oder den Anteil der Kugel K; an ae Povertene 
funktion dar. Die zweite Reihe konvergiert und ist regulir auf der 
Oberfliche und im Innern von K; und riihrt von den Hauptteilen der 
anderen Kugeln her. Statt durch eine Reihenentwicklung kann man V 
auch durch die Summe der Hauptteile darstellen: 


ee Roe 


ei py Se yea Yn, iis pi): (1a) 


Zwischen den Kugelfunktionen der Entwicklung (1) besteht die Be- 
ziehung Y,, ;(@;, pi) + Y_n,i(@i Hi) = 0; ” 1. Sie folgt aus der 
Konstanz von V auf der Kugeloberflache. Da die Konstante (; ist, so 
ist. Y= ~ - V wird also folgende Form haben: 
a 
1. Als Entwicklung um den Mittelpunkt der Kugel K;: 


n fee +1 
a 


1 1 a fy 
v=, ai( ) n A) Yn O:, pi)- 2 
tia aoa & (Fs par Ts @uo) ©) 


2. Als Darstellung durch die Hauptteile: 


m oo m+1 
ey R; z 
=> f nail »S ned Ymi@is v)|: (2a) 
v; Y 


v 1 Z 


Formal lauft die Aufgabe darauf hinaus, die unbekannten Kugel- 
funktionen Y,, ; zu bestimmen. 

Die Potentiale der einzelnen Punktsysteme berechnen wir folgender- 
mafen: Das Potential der in den Mittelpunkten liegenden Ladungen 
R, C; ist: 

m TP; G 


i= > ag ; (3) 
Es hat um den Mittelpunkt der Kugel K; die Entwicklung: 


r; 


— Cou poe an n Am iu Hi) (8a) 


(X,,,; sind Kugelfunktionen n-ter Ordnung). 


Wir bilden die ,erste Zusatzfunktion ‘ : 


Rey 
Pi as >> precio Tom 2 (0;, Qi) (4) 
yr oueas 


we 
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Sie ist das Potential derjenigen Punktladungen, die durch ,Spiegelung “ 


der Mittelpunktladungen der iibrigen Kugeln an 4X; entstanden sind. 


Denn die Summe JV, + Te nimmt auf der Oberfliche von K; den kon- 
stanten Wert C; an, man kann sie also ins Innere himein nach dem 
Spiegelungsprinzip fortsetzen und findet in den Spiegelpunkten der auSen 
liegenden Singularitaten die entsprechenden Punktladungen. Die Summe- 
der auch fiir die anderen Kugeln analog gebildeten Zusatzfunktionen ist 
das Potential des zweiten Punksystems und wird dem ersten iiberlagert: 


Mm 
Vg = V+ S) Ame 
e 1 


Wir entwickeln Weep um den Mittelpunkt von A; (das Komma._ be- 


x 
deutet den Ausschlu8 des Index i bei der Summierung): 


™ ee n 

GD) TY; +7() 
Sy Ze = S) qi ont Our Pas 
1 0 a] 


und bilden die zweite Zusatzfunktion : 


VA ele SS 
0 


Die Summe der zweiten Zusatzfunktionen ist das Potential des dritten 


Re +1 
<— Xn i (Ov 99)- (5) 
Vv; 


Punktsystems und wird den beiden ersten iiberlagert: 


™m 
V,=%,+ > 2. 
0 
So fahrt man weiter fort. Im Falle der Konvergenz erhalt man fiir V 
die folgende Reihe: 


Se i RR OO he 
V=V,4+™ SZ; asain 2s aes (6) 
1 1 1 U om 72 
und um den Mittelpunkt von A; die Entwicklung: 
PaO euhtce a t/ oy ai eet : 
era 5 $7 > (2 a at 1 Yn, i On Hi). (6a) 
0 Sad) v 


Hier ist die Kugelfunktion Y,,, ; durch die Summe 


Yn, i Oi, pi) = pS es (O;, Yi) 
0 
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bestimmt. Das Resultat entspricht vollkommen unseren Erwartungen, 


wenn man beachtet, daB Y, = C;— z ist. Die Rechnung besteht in 
i 

der Fortsetzung von Entwicklungen nach Kugelfunktionen, welche durch 

die Methoden des § 1 erméglicht wird. 


Um die Konvergenz zu beweisen, fiihren wir unsere Rechnung aut 
das alternierende Werfahren zuriick, dessen Konvergenz bewiesen ist. 
Man kann sie so beschreiben. Zuerst wurde die erste Randwertaufgabe 
fiir das AuBengebiet jeder einzelnen Kugel K; mit dem Randwert C; gelést. 
Die Summe dieser Liésungen (V,) ergab auf jeder Kugeloberflache die 
Randwerte C;+f;, wo f; ee nicht konstante Oberflachenfunktion ist. 
Dann listen wir fiir jede einzelne Kugel die erste Randwertaufgabe fiir das 
Augengebiet mit den Randwerten — f; (Zs), erhielten durch Summierung 
der Lésungen auf den Kugeloberflachen wieder nicht konstante Rand- 
werte C; + f° und fuhren so weiter fort. Dieses ist das alternierende 
Verfahren ’). 

Das beschriebene Verfahren setzte die Kenntnis der Potentialwerte C; 
voraus, wihrend die Ladungen sich erst aus dem Resultat ergaben: Man 
kann auch umgekehrt davon ausgehen, daf die Ladungen gegeben sind. 
Die Methode bleibt im wesentlichen dieselbe. Man fiigt zur ersten 
Anniherung, dem Potential der in den Mittelpunkten konzentrierten 
Ladungen e;, in Form von Zusatzfunktionen sukzessiv die Potentiale von 
Dipolen hinzu und erhalt die Potentialwerte C; aus dem Resultat. Bei 
der Berechnung von Gitterpotentialen werden wir so verfahren. 


Die induzierte Ladungsdichte auf jeder Kugel erhalt man, indem 
man die Reihenentwicklung des Potentials nach der inneren Normalen 
ableitet und durch 4 dividiert. 


Ahbnlich wie im ersten Teil kann man auch hier die Lésung unseres 
Problems auf die Auflésung eines unendlichen Systems linearer Glei- 
chungen zuriickfiihren. Hier soll nicht niher darauf emgegangen werden, 
Nur der folgende Spezialfall 1a8t sich sofort erledigen. Wenn die Kugel- 
mittelpunkte alle auf emer Achse liegen, so ist das Potential symmetrisch 
zu dieser Achse, es gelten fiir die analytische Fortsetzung der Reihen 
die Formeln (7a) und (10a) des § 1, und die ganze Rechnung verlauft wie 
im ebenen Fall. Auch der Beweis fiir die Existenz der Determinante 
des entsprechenden Gleichungssystems ist derselbe. Wir kommen im 
nichsten Paragraphen auf einen solchen Fall zuriick. 


1) Vel. A. Korn, Potentialtheorie 1, 354, 1899. 
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§ 4. Potentiale von Kugelgittern. Die Methode zur Be- 
rechnung der Potentiale unendlich ausgedehnter Kugelgitter unterscheidet 
sich von der eben behandelten nur dadurch, da die Zahl der Kugeln 
unendlich ist. Der Ubergang zur unendlichen Kugelzahl geschieht ebenso 
wie im ersten Teil. Es kommt auch hier in erster Linie darauf an, das 
Potential des Punktgitters erster Anniherung zu bestimmen, und zwar 
moglichst in einer Form, in welcher seine Zusammensetzung aus den 
Potentialen der einzelnen Punkte evident wird. Die Summe dieser Punkt- 
potentiale konvergiert im allgemeinen nicht. Im ebenen Falle machten 
wir die entsprechende Summe durch konvergenzerzeugende Zusatzgheder 
konvergent und kamen so zur Darstellung des Punktpotentials durch 
den Ino(z) bzw. msing. In analoger Weise werden wir auch hier ver- 
fahren. In einer Reihe von Arbeiten*) gibt P. Appell zur Konstruktion 
der Potentiale von Punktgittern Methoden an, die auf der Hinzufiigung 
von solchen Zusatzgliedern zur Erzeugung der Konvergenz beruhen. Wir 
werden uns im folgenden darauf stiitzen. 


Es kann im Raume einfach-, doppelt- und dreifachperiodische Ver- 


_teilungen von Kugeln geben. Ich will den ersten Fall an einem Beispiel 


ausfiihrlich, die anderen nur ganz kurz behandeln. 


A. Wir betrachten eine besonders einfache einfachperiodische An- 
ordnung von Kugeln. Auf einer Geraden, der z-Achse des rechtwinkligen 
raumlichen Koordinatensystems, liegen in gleichen Absténden a von- 
einander die Mittelpunkte von Kugelkonduktoren mit dem Radius 1 und 
der Ladung 1 (a > 2). Eimer der Mittelpunkte befindet sich im Null- 
punkt. Das elektrostatische Potential dieses Gitters ist zu berechnen. 


Zur ersten Annaherung denken wir uns die Ladungen der Kugeln 


in ihren Mittelpunkten konzentriert und berechnen das Potential dieses 


Punktgitters. Durch Summierung der Einzelpotentiale 1aBt es sich nicht 
bilden, da ihre Summe divergiert. Appell zeigt in einer semer Ar- 
beiten 2), da8 man eine solche Reihe durch konvergenzerzeugende Zusatz- 
glieder, die den Mittag-Lefflerschen bei der Darstellung analytischer 
Funktionen durch Potentialbruchreihen genau entsprechen, absolut kon- 


- vergent machen kann. Dazu muS man die Einzelpotentiale 


al 
V2 + 4 + @—nap 


PaO 2, 


1) Journ. de math. (4) 8, 5—52, 1887; Acta mathematica 4, 353, 1884 
und 8, 265, 1888. 
2) Journ, de math. (4) 3, 8, 1887. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XL. 20 
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um den Nullpunkt in Reihen nach Kugelfunktionen entwickeln und von 
jedem einzelnen eine gewisse Anzahl seiner Entwicklungsgheder abziehen. 
Diese Anzahl ist durch die Forderung bestimmt, dafi die Summe der so 
verkleinerten Potentiale absolut konvergieren soll. In unserem Falle 
geniigt es, wie Appell zeigt, das erste Glied der Entwicklung, die Kon- 
stante, von jedem Partialbruch, den ersten ausgenommen, abzuziehen. 
Man erhalt die absolut konvergente Reihe: 


; 1 
Vi (4%, 9) 2) = - a= 
eet arcana 
u 1 


+ —— 
= ie Vet y+@—naye + yea 


Die Funktion V, ist periodisch in der Variablen z mit der Periode a. 


Wir definieren sie als die erste Anniherung fiir das gesuchte Potential, 


(1) 


das sich in groBer Entfernung von der ¢-Achse wie V, verhalten soll. 
Wir entwickeln V, um den Nullpunkt in eime Reihe nach Kugelfunktionen, 
fiihren dazu Polarkoordinaten ein: 7 == + \2? + y? +1 2? =rcos@ 


und bekommen wegen der Symmetrie des Potentials zur z-Achse eine 
nach gewodhnlichen Kugelfunktionen ansteigende Reihe: 


1 
Ve = a + a,r® P, (cos @) + a,r* P, (cos@) + agr? P, (cos@) + +++ (La) 


Bei der Entwicklung fallen die Glieder ungerader Ordnung heraus. 


2 S 1 


—_ 1 7 ‘a 
i : = > ==). m jeden ander gel- 
Ag 63 Fe So nm+1) Son seer} m ie Atal ) U J a deren Kugel 
1 


mittelpunkt lautet die Entwicklung wegen der Periodizitiét ebenso. 
Um die Summe der ersten Zusatzfunktionen zu bilden, mu8 man 
die Reihe 


—(2P, (cos@) + “} P, (cos 8) a ++) 


und die entsprechend gebildeten Reihen fiir die anderen Kugelmittelpunkte 
summieren. Nach Formel (13) des § 1 bedeutet das, da man die ge- 
raden Ableitungen yon V, in der Richtung der ¢-Achse nacheinander 


2 n 


mit — 5, multiphiziert und addiert: 
2n! 
a 
Li us ay aS cree ‘ 


ay Uber die Werte dieser Summen: T.I. Stieltjes, Acta math. 10, 299, 1887. 


oF 


ee FS 7? Ds - i aan oe es 
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Jetzt muS man nach §3 Z, um jeden Kugelmittelpunkt (hier geniigt 
wegen der Periodizitat der Nullpunkt) in eine Reihe entwickeln und in 
_ derselben Art die Summe der zweiten Zusatzfunktionen Z, bilden. Da 7, 
| sich aus den Ableitungen von V, zusammensetzt, mu8 man die Reihe (1a) 
in der Richtung der ¢-Achse differenzieren (mit Hilfe der Formeln (11) 
und (12) des § 1) und mit den entsprechenden Koeffizienten multiplizieren. 
Man erhalt so fir 7, die Entwicklung: 


Vee (3 P, (00s 8) ea “t P,(cos®) aig 7) 
+ aM + aM r? P, (cos@) + a® rt P, (cos@) + +++ (2a) 


Die neuen Koeffizienten a{, setzen sich aus den alten in folgender Weise 


zusammen : 
2 2n+ 2 2n+ 4 
S| a )asdan set ( A )aedan tatoo (3) 


Die Summe der zweiten Zusatzfunktionen ist: 


a) Q? a) Qt 
44=— (8 oe tar on + ® 
und hat um den Nullpunkt die Entwicklung: 
4 q@ 
Lge — (“5 P, (0086) + “pe aly + +) 
+ a® + a®r? P, (cos@) + a r* P, (cos @)+---, (4a) 


in welcher die Koeffizienten af), aus den vorigen nach demselben Schema 


gebildet werden: 
2n + 2 2n +4 
| “ Jap anes +( i. a don ts to (3a) 


So fahrt man weiter fort und erhalt im Falle der Konvergenz das 


Potential : 
BAO, gh, ot Vi EAC V4 G (6) 
eolez 4! oz 6! oz 


mit der Entwicklung im Nullpunkt: 


| emer | Ee 


V=— + Ay + Ay(?— aa) (c0s@) + Ay (* — oe) Paleo) fo (Ba) 


Die Koeffizienten A,» sind durch die Summen Ay», = > a) bestimmt 
0 
und die a®, sind nach folgendem Schema gebildet: 


2 2), 2n+ 4 
Beoe( oh Jas? aanes + ( ii Vay? dane to (3b) 


20* 
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Die ganze Darstellung gleicht fast wértlich der entsprechenden im ersten 
Teil. Sie la8t sich ebenso auf die Lésung eines unendlichen Gleichungs- 
systems durch die Neumannsche Reihe zuriickfiihren, und man kann 
dieselben Konvergenzbetrachtungen anstellen. 

B. Bei zwei- und dreidimensionalen Kugelgittern ist die Methode zur 
Berechnung des Potentials im wesentlichen dieselbe, die praktischen 
Schwierigkeiten sind allerdings sehr viel griéfer. 

Zuerst bestimmt man das Potential’ des Punktgitters erster An- 
niherung V, und mu8 bei zweidimensionalen Gittern von jedem Hinzel- 
potential zwei Glider seiner Entwicklung um den Nullpunkt, bei drei- 
dimensionalen drei soleche Glieder abziehen, um die absolute Konvergenz 
zu erzwingen. Periodische Potentiale dreidimensionaler Punktgitter sind 
tiberhaupt nur dann modglich, wenn die Ladungen sich in periodisch 
wiederkehrenden Riumen aufheben ‘). 

Dann bestimmt man die Entwicklungen von V, um die einzelnen 
Kugelmittelpunkte des Periodenparallelogramms (bzw. Parallelepipedons), 
bildet fiir jedes der letzteren die einzelnen Zusatzfunktionen und summiert 
sie. Die Summe dieser Zusatzfunktionen entwickelt man wieder um die 
Kugelmittelpunkte, bildet das zweite System von Zusatzfunktionen und 
fahrt so fort. Die Berechnung der Entwicklungen wird durch die 
Methoden des § 1 erméglicht. 

-Die Analogie zum ebenen Problem aft sich auch in der Form 
am besten aufrecht erhalten, wenn man von der Darstellung der 


; 1 : , : I 
Funktion oe Xn (@, p) als Differentialquotient von 7 ausgeht : 


ia 


r 
Ov Oy... On 


Dann lassen sich auch die Zusatzfunktionen als Summen iiber die Ab- 


ae yg) = = 0 


leitungen von V, (oder gewisser Bestandteile von V,) in verschiedenen 
Richtungen darstellen und man bekommt im Resultat thnliche Reihen 
wie (5), nur daB im allgemeinen in verschiedenen Richtungen differen- 
ziert ist. 


1) 1. l.c. S. 30; Journ. de math. (4) 8, 5—52, 1887; Acta mathematica 4, 353, 
1884 und 8, 265, ‘188s, 


i Das Absorptionsspektrum des Wasserstoffs und die 
Analyse seines ultravioletten Bandenspektrums'’). 


Von G. H. Dieke®) und J. J. Hopfield in Berkeley. 


Mit 8 Abbildungen. (Hingegangen am 21, Oktober 1926.) 


Die Analyse des Wmissions- und Absorptionsspektrums des Wasserstoffmolekiils im 

iufbersten Ultraviolett legt drei Elektronenzustinde fest. Zwei Bandensysteme, 

die als gemeinsamen Endzustand den Grundgustand des Molektils haben, werden 

beschrieben. Das Resonanzpotential des Wasserstoffmolektils ist 11,1 Volt. Die 

Dissoziationsarbeit ergibt sich aul zwei voneinander unabhingigen Wegen zu 
1,84 baw. 4,38 Volt. 


Wir haben uns in der letzten Zeit mit der Aufnahme und Analyse 
des ultravioletten Molekiilspektrums des Wasserstoffs beschaftigt, und, 
obwohl die Arbeit noch nicht vollkommen abgeschlossen ist, erscheint 
es uns doch wtinschenswert, hier kurz diejenigen Resultate mitzuteilen, 
die uns als hinreichend gesichert erscheinen. Kinzelheiten tiber die 
experimentelle Anordnung, Wellenlingenmessungen usw, sind aus einer 
ausftihrlichen Arbeit im Physical Review zu ersehen. 

Die Grundlage fir die Untersuchung bildete eine Reihe von Auf- 
nahmen des Emissionsspektrums unter soviel wie miplich variierten 
Entladungsbedingungen, Im Gegensatz zum Viellinienspektrum im 
Sichtbaren lassen sich an manchen Stellen des ultravioletten Spektrums 
unmittelbar Regelmisigkeiten feststellen, Als Ausgangspunkt fiir die 
Untersuchung dient zweckmifig das von Lyman *) entdeckte vereinfachte 
Spektrum, das in einer Entladungsréhre mit einem Gemisch von Argon 
und Wasserstoff erhalten wird. Wihrend die vorliegende Arbeit im 
‘ Gange war, erschien eine Arbeit von Witmer’), in der er dieses ver- 
einfachte Spektrum (die , Lymanbanden*) analysiert. Seine Ergebnisse 
‘sind mit den unseren im grofen und ganzen im Winklang, aber die 
Deutung weicht in einigen Punkten ab und fibrt z. B, zu abweichenden 
Werten fiir die kritischen Potentiale. 

1. Das Absorptionsspektrum. Da Wasserstoff in einem Gebiete 


absorbiert, in dem FluSspat nicht mehr durchlissig ist, konnten keinerlei 
1) Vorliulige Mitteilungen: Oakland Meeting der American Physical Society, 
Juni 1926, Nature, September 1926. 

2) National Research Fellow. 

5) Th. Lyman, Astroph, Journ. 88. 96, 1911. Spectroscopy of the extreme 


2 
ultraviolet, S. 79. 
4) &. BE. Witmer, Proc. Nat. Acad. Amer. 12, 238, 1926. 
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Fenster zwischen Lichtquelle und Absorptionsgeliii benutzt werden, 
Als kontinuierlicher Hintergrund wurde das von Lyman') entdeckte 
kontinuierliche Spektrum benutzt, das entsteht, wenn starke Kondensatoren 
durch eine Kapillare entladen werden, Das Mntladungsrohr war yon 
demselben Typus wie das Lymansche. Als Absorptionsgefiil diente der 
ganze Vakuumspektrograph, der, wie tiblich, von der Mntladungeréhre 
durch den Spalt getrennt und bei den Absorptionsversuchen mit W asser- 
stolf bis zu 70mm Druck gettillt war. Da der Weg des Lichtes in dem 
von uns benutzten Spektrographen lm betrug, waren vorhiltnis- 
miiBig kleine Drucke schon gentigend, um eine kriiftige Absorption hervor- 
zurufen, Spektrograph und Kntladungsréhre wurden dureh ZWOL Un 
abhiingige Pumpensysteme ausgepumpt, wodureh ein betriichtlicher 
Druckunterschied zwischen Hntladungsréhre und Absorptionsgelii® aut 
recht erhalten werden konnte, 

Fig. | zeigt das so erhaltene Absorptionsspektrum des Wasserstolts, 


und zwar wurden die verschiedenen Spektra mit 2, 4, 8 15, 86 und 


850 9)00 950 10,00 1050 11;00 f 
i | a rae il Pak ie 


Rig. 1. 


50mm Druck im Spektrographen aufgenommen, Die Absorption des 
Wasserstoffmolektils beginnt bei etwa ALLL, Absorptionsbanden und 
Linien aut der Seite der lingeren Wellenliingen mtissen, wie Kontroll- 
aufnahmen mit anderen Gasen zeigen, olfenbar Spuren yon Ver- 
unreinigungen zugeschrieben werden, Insbesondere scheint cine starke 
Absorptionsbande bei 41245 von Sauerstoff oder einer Sauerstoft- 
verbindung herzurithren, Die Wasserstoffatomlinie 2 1215 erscheint als 
scharfe Absorptionslinie und bildet eine gute Bezugslinie beim Ausmessen 
der Platten. 

Das Absorptionsspektrum des Wasserstoffmolektils zeigt eine Rethe 


von regelmiiBig angeordneten Banden von demselben ‘ypus wie die 


1) Th, Lyman, Astrophys. Journ, 60, 1, 1924. Vel. auch Nature 118, 


156, 1926, 
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Panden des Emissionsspektrums. Die ersten Banden sind klar aufgelost 
und lassen befriedigende Messungen zu. Nach den kiirzeren Wellen- 
langen zu Uiberdecken sie sich gegenseitig, Bei ungefahr 7,850 setzt 
plétaich starke kontinuierliche Absorption ein. 

9, Nomenklatur. Wir bezeichnen einen Elektronenzustand durch 
einen grofen Buchstaben und geben den Schwingungszustand des Molekiils 
durch eine zugeftigte Zabl an (z. B. Ay). Kine Bande ist dann z. B. an- 
gedeutet durch C,—~ A, Wir werden in dieser Arbeit nur die Elektronen- 
und Vibrationszustande bebandeln und bebalten uns ein Kingehen auf 
die Rotationsstruktur fir eine folgende Abhandlung vor. Der Kiirze 
halber veben wir in der folgenden abelle eine Bande an durch die 
Wellenlange des Kopfes oder die Schwingungszahl der zweiten, Linie. 
(Die erste Linie ist doppelt und nicht in allen Banden aufgelost, sie 
kann deshalb nicht zur Darstellung der Regelmébigkeiten dienen.) 

%, Klassitikation der Banden. Die Banden zwischen 4 1000 
und 21650 konnten in zwei Systeme eingeordnet werden, die den UOber- 
gingen von den Elektronenzustinden B und CG zu dem pemeinsamen 
indzustand A enteprechen. In der Tabelle 1 sind die Banden in das 
fibliche zweidimensionale Schema eingeordnet. Die Richtigkeit der An- 
ordnung kann auf zwei voneinander unabhangige Weisen gezeigt werden, 

A. Durch Kombinationsbeziehungen. Eine Bandenlinie kann 
immer in der folgenden Form dargestellt werden: 

v == Bi(n',m') — A(n',m"), 
wobei A und B zwei beliebige Elektronenzustinde sind, w die Schwingungs- 
und m die Rotationsquantenzahl,  Greifen wir nun zwei Banden mit 
demselben Anfangszustand heraus, d. b, in unserem Malle zwei Banden 
derselben Zeile von Tabelle 1, und bilden die Differenz entsprechender 
Linien, so ist das Resultat 

Av = A(m,m) — A(n,,m) 
ginzlich unabhingig yom Anfangszustand, Wir kiénnen also die ent- 
sprechenden Differenzen fiir jede Zeile von Tabelle 1 bilden, und diese 
mlissen alle untereinander identisch sein. Diese Kombinationsbeziehungen 
sind bei den Wasserstoffbanden tatstichlich ftir jede beliebige Linie einer 
Bande innerhalb der Grenzen der Messungsfebler erfiillt. Entsprechende 
Bezichungen gelten nattirlich fur Banden mit demselben Endzustand. 

B. Die Veriinderung der Rotationsenergie mit der 
Schwingungsquantenzahl bietet eine andere Méglichkeit, das 
Schema der Tabelle 1 zu priifen, Die Rotationsenergie kann in der 

an 


co 
\ 
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Tabelle 1. 


5 | 1516 | 


90 083 | 74849 71 613 68 604 | 65 833 61013) 

| 1092 | | 1310 1427 | 1486 | 1545 | 1602 | 1655 

191 396 : 76 171 69 920/67 122|64 616 62 319 60 308 
|| 1077 | | | 1845 | 1515 | 1569 | 1621 | 
92 672 | | 74 215 | | 65 889 | 63 605 | 61 593 
| 1063 | 1112 | 1162 1268 1823 | 1878 | 1433 | 1486 1539 | 1589 

98 919|89 782) 85 856 | 78 701 75 460| 72 450 69 669|67 141 64848 62 834 

1049 | 1355 | 1511 


95 128 | 73 661. | 66 063 | 


| | | 
1008 | 1052 1097 | 1144 | 1191 | 
|99 089 94 881 | 90 964 | 87 272 |83 808 


| | | 
985 | 1027 | 1114 | 1159 | 1204 | 
97 204 | 89 696 86 115/82 877) 


| 
| 


| 1046 | 1068 | 1131 | 1174 | 1217 : 
| 95 439 |91 748 88 286/85 049 82 040 | 


| 1024 | 1105 | | 1187 | 1228 | 
/ i 492)| 90 328 | / (84 081|81 304 

| ! 1200 | 1237 
) | '83 214/80 679 | 
| | | | 1245 
| 80 175 


Form B hm? geschrieben werden, worin B = h/82? J (List das , effektive“ 
Triigheitsmoment) und m die Rotationsquantenzahl ist (nicht notwendiger- 
weise ganz- oder halbzahlig). B hangt in erster Anniherung linear von 
der Schwingungsquantenzahl ab *): 

Haee== By — “en. 
Bilden wir nun in allen Banden einer Horizontalreihe von Tabelle 1 
die Differenz zweier entsprechender Linien 


Av = B' (m? — m3) — B" (m? — m;”), 


so verindert sich in dieser Differenz nur B” von Bande zu Bande. Wir 
erhalten also, wenn wir 4 als Funktion von n” darstellen, angenihert 
eine gerade Linie, und alle Geraden, die zu verschiedenen Anfangs- 
zustiinden gehiren, miissen eimander parallel sein. Fig. 2 zeigt als 
Beispiel die Differenz zwischen der zweiten und dritten Linie jeder 


1) A. Kratyer, ZS. f. Phys. 8, 269, 1920; Ann. d. Phys. 67, 127, 1922. 
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Bande’). Innerhalb der Messungsfehler entspricht der Verlauf der 
Linien genau den Erwartungen und bildet deshalb eine Bestatigung fiir 
das Schema der Tabelle 1. Die Anwendung dieses Verfahrens ist voll- 
stindig unabhingig von jeder speziellen Annahme iiber die Rotations- 
struktur der Banden. Aus der Figur ist auch ersichtlich, da$ die 
Rotationsenergie des A-Zustandes sehr stark, die der beiden angeregten 
Zustande B und CO nur schwach von der Vibrationsquantenzah] abhaingt. 

Die Tabelle 1 mége noch mit einigen Bemerkungen erlautert werden. 
Die Messungsfehler betragen bei wohldefinierten Linien nur wenige 
Hundertstel einer Angstrém-Hinheit. Die absoluten Wellenlangen sind 
aber wegen der Unsicherheit einiger 


Standards mit bedeutend geringerer “” 


Sicherheit bestimmt. Da diese Un- 
sicherheit aber nur bei den Diffe- 0} 
renzen sehr weit auseinander liegen- 
der Linien zutage tritt, ist sie fiir 
die Erkennung der Gesetzmafig- 


keiten belanglos, und in der Tabelle 
sind die unkorrigierten Messungen 


angegeben, obwohl wir fiir einen 
Teil der Linien schon absolut ge- 


Fig. 2. 
nauere Wellenlingen haben. 


Die Struktur einer groBen Anzahl von Banden last sich unmittelbar 
aut den Platten erkennen, und diese Banden sind natiirlich fiir die Auf- 


_ stellung der RegelmaBigkeiten am wichtigsten. An einigen Stellen des 


Spektrums sind die RegelmaSigkeiten verborgen, weil mehrere Banden 
sich gegenseitig iiberlagern, und die Auflésung des Gitters ist dort nur 
unvollstandig. Das bringt mit sich, daB die Genauigkeit der Wellen- 
lingen an derartigen Stellen bedeutend geringer ist, und dergleichen 
Linien ist natiirlich keine Beweiskraft zuzusprechen. Viele Liicken der 
Tabelle 1 haben ihre Ursache in dem Umstand, da8 die betreffenden 
Banden an Stellen liegen miissen, wo andere Banden stark entwickelt 
sind. Ihre Existenz kann deshalb noch nicht mit Sicherheit festgestellt 
werden, und sie sind aus diesem Grunde aus der Tabelle weggelassen. 
Das gilt z. B. fiir die Banden des B— A-Systems, die Ubergiingen zwischen 
kleinen Werten der Schwingungsquantenzabl entsprechen und die gerade in 
die Gegend fallen, wo die intensivsten Banden des C — A-Systems liegen. 


2) Um die Figur nicht zu iiberladen, sind in Fig.2 die Differenzen fiir die 
B,- und B,-Zustiinde weggelassen. 
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Die Banden, die A, als Grundzustand haben, wurden alle in 
Absorption gemessen. Die MeSfehler auf den Absorptionsplatten sind im 
allgemeinen bedeutend gréSer als auf den Emissionsplatten. Mehr als 
15 Glieder der Serie B, — A, lassen sich leicht in Absorption fest- 
stellen, obwohl nur die ersten acht mit eimiger Genauigkeit gemessen 
werden kénnen. Nur die zwei ersten Glieder der Serie C,, — A, lassen 
sich messen. Die weiteren fallen mit Banden der B, — A,-Serie zu- 

sammen, und in dem Teile des Spektrums ist die 
Volt eee  Auflésung nicht mehr vollstindig. 


4. Energiestufen. Fig. 3 stellt die gegen- 


seitige Lage der Energieniveaus dar, wie sie aus 
————— dem Spektrum bestimmt sind. Die Absorptions- 
| messungen zeigen, daB A der tiefstliegende Elek- 
tronenzustand ist, so daf A, als der Normal- 
zustand des Molekiils bezeichnet werden kann. 
| Die beiden beobachteten Systeme lassen sich 
angenahert durch die gebrauchliche Formel 


Cl to ae ees y=%y+(@," —«#'n'? +--+) 
L = — = => (o} n'" past gn"? AL ; Sa (1) 


darstellen. Hierin bedeutet bekanntlich ') », den 


Anteil der Elektronenenergie, o, die Schwingungs- 


frequenz fiir unendlich kleine Amplituden und % 


ae eine Konstante, die gegeben ist durch die An- 
harmonizitat des Kraftgesetzes zwischen den 

beiden Kernen. Nach den neueren Untersuchungen”) durchliuft » halb- 
zahlige Werte*). Die Konstanten haben beim Wasserstoff die folgenden 


Werte: 


‘| = | oS 4 

ee ~~. o1s0e | 99 986. 
A [| 2B | Cc 
Oy. . . . eaeease2 | 4855 | 2444 
2a se Or PGE ae ae 


Vea erat zer. 1c; 

2) R. S. Mulliken, Phys. Rev. 25, 259, 1925; W. Heisenberg, ZS. f. Phys. 38, 
879, 1926. 

8) Die Zahlen, die in der Tabelle und im Text zur Charakterisierung der 
Schwingungszustinde gebraucht werden, sind um 1/, kleiner als die in (1) ein 
gehenden Quantenzahlen. 


Das Absorptionsspektrum des Wasserstoffs und die Analyse usw. 305 


Die Konstanten haben strenggenommen nur die obige Bedeutung, wenn 
die Formel (1) die Nullinien der Banden darstellt. Die Abweichungen, 


wenn eine wirkliche Linie genommen wird, sind aber nur unbedeutend. 


- Bemerkenswert ist die starke Veranderung von 6) beim Ubergang 


Twa an 


Reais Tlie le 


STRAT SATS TON INRAMEA IN INI SAM ove 


von A zu B. 


5. Kritische Potentiale. Aus dem obigen Schema folgt, dal 
das Resonanzpotential des Wasserstofimolekiils 11,1 Volt betragen 
mu8. Elektronen mit 11,3, 11,4, 11,6 Volt Energie miissen imstande 
sein, das Molekiil in den B,-, B,-, B,-Zustand zu bringen, und der C,- 
Justand wird bei 12,2 Volt angeregt. Die Ubereinstimmung dieser 
Werte mit den direkt beobachteten ist nicht sehr befriedigend. Die 
Diskrepanz kann aber verstanden werden, wenn man bedenkt, dafi erstens 
die kritischen Potentiale bei den Molekiilen itiberhaupt nicht scharf er- 
wartet werden konnen wegen der Existenz von etwas verschiedenen 
Anregungspotentialen fiir jeden Rotationszustand, und zweitens, daf die 
im Abstand von ungefahr 0,15 Volt aufeinanderfolgenden Werte der 
Anregungspotentiale der B,-Zustinde bei den Experimenten nicht auf- 
gelést werden kiénnen. Was peobachtet wird, ist deshalb ein Mittelwert, 
der von der relativen Wahrscheinlichkeit der Uberginge abhingig ist. 
Nun sind die ersten Glieder der Absorptionsserie schwach, und dadurch 
kann das beobachtete Resonanzpotential betrichtlich nach héheren Werten 


verschoben werden. 


Die Lymanbanden entstehen beim Ubergang vom B,-Zustand zu den 
verschiedenen A,-Zustinden. Das zeigt, daS sie in einem Argon- 
Wasserstoffgemisch fast ausschlieBlich durch StéBe zweiter Art mit an- 
gereeten Argonatomen angeregt werden. Denn wenn auch direkte 
ElektronenstiBe eine bedeutende Rolle spielten, miiBten auch die Niveaus 
mit Schwingungsquantenzahlen kleiner als drei angeregt werden. Banden, 
die Ubergiingen von diesen Zustinden angehoren, sind aber auf den 
Argon- Wasserstoffplatten praktisch nicht vorhanden, obwohl sie in reinem 
Wasserstoff sehr stark sind. Es ist bemerkenswert, wie stark hier die 
Auswahl der Zustinde ist, die durch die StiBe zweiter Art angeregt 
werden. In anderen Fiillen ist beobachtet worden, daB diejenigen Zu- 
stinde am stirksten durch StiBe zweiter Art angeregt werden, wobei 
méglichst wenig Energie in Translationsenergie umgesetzt wird. Ein 
solcher Resonanzeffekt scheint hier besonders stark zu wirken. Die Sache 
wird hier dadurch etwas kompliziert, daB vier angereete Argonzustinde 
1s, mit 11,50, 1s, mit 11,57, 1s, mit 11,67 und 1s, mit 11,77 Volt 
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Energie in Betracht gezogen werden miissen').  Fiir die entsprechenden 
Zustiinde beim Neon ist durch Absorptionsversuche ?) im angeregten Gase 
erwiesen, dali die meisten Atome in den metastabilen Zustiinden s, und s, 
vorhanden sind, und diese werden auch bei der Anregung des Wasser- 
stofts die grébte Rolle spielen. Vom rein energetischen Standpunkt aber 
bleibt es unerklirt, warum nicht auch die B,- und £,-Zustiinde in 
merklichem Mafe angeregt werden. 

6. Dissoziation. Der maximale Betrag von Schwingungsenergie, 
den ein Molektil aufnehmen kann, bestimmt die Dissoziationsarbeit des 
Molekiils, und diese ist in der letzten Zeit mit mehr oder weniger Ge- 
nauigkeit fiir eine [Reihe von Molekiilen bestimmt worden *), —Beim 
Wasserstoff 1aBt sich die Dissoziationsarbeit nach zwei voneinander un- 
abhiingigen Methoden aus dem ultravioletten Bandenspektrum ermitteln. 


Die erste Methode besteht darin, die mechanische Schwingungs- 


LO i ii eee 

frequenz @, == ——— als Funktion der Schwingungsquantenzahl n dar- 
h On ' 

zustellen und die so erhaltene Kurve bis o, == 0 zu extrapolieren, Die 


Dissoziationsarbeit ist dann | @, dn” und! kann durch graphische Integration 
der @, == f(n)-Kurve gefunden werden. Die Genanigkeit ist um so 
erdBer, je gréBer das Stiick der Kurve ist, das durch Beobachtungen fest- 
gelegt ist. Witmer wandte dieses Verfahren auf die Lymanbanden an 
und fand 4,34 Volt fiir die Dissoziationsarbeit. Wir kénnen dieses 
Resultat iibernehmen. Obwohl ein grofes Stiick der @,-Iurve empirisch 
bekannt, ist, ist die Unsicherheit der Extrapolation auf ungefiihr 0,1 Volt 
zu schitzen, 

Die zweite Methode zur Bestimmung der Dissoziationsarbeit, die 
beim Wasserstoff angewandt werden kann, benutzt die Grenze der 
kontinuierlichen Absorption. Durch Absorption von Licht kann das- 
Wasserstoffmolekiil vom Normalzustand Ay in eine Reihe von angeregten 
Zustiinden mit verschiedener Schwingungsenergie gehoben werden, — Fiir 
hohe Werte der Schwingungsquantenzahl liegen die entsprechenden Banden 
dichter und dichter zusammen und sind in unserem Falle nicht mehr auf- 
gelist. Uherschreitet die Schwingungsenergie ein gewisses Mas, dann 


setzt Dissoziation ein, und ein kontinuierliches Spektrum wird absorbiert, 


1) Vel. K. W. Meissner, ZS. f. Phys. 87, 238, 1926, 

2) K. W. Meissner, Ann. d. Phys. 76, 124, 1925; H. B. Dorgelo, ZS. f. 
Phys. 84, 766, 1925, 

5) J. Franck, Trans. Faraday Soc. 21, Part 8, 1925; E. G. Dymond, 
ZS. f. Phys. 34, 558, 1925; R. T. Birge und H. Sponer, Phys. Rev. 28, 259, 1926, 
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weil die beiden Atome mit beliebiger Relativenergie auseinander gehen 


kénnen. Die Grenze dieser kontinuierlichen Absorption ist beim Wasser- 
stoff besonders stark ausgeprigt. Sie liegt bei 849,4 A.-E. oder 14,53 Volt. 
Das Endprodukt mu8 ein normales: und ein angeregtes Atom im Zwei- 
Quantenzustand sein, das 10,15 Volt Hnergie hat. [Hs gilt also die 


, Energiegleichung 


D + 10,15 == 14,63, 
woraus sich fiir die Dissoziationsarbeit D der Wert 4,38 Volt ergibt, 
der besser als zu erwarten war mit dem nach der ersten Methode ge- 
fundenen tibereinstimmt. 

Auf dem Energiediagramm (Fig. 3) ist die Dissoziation durch die ge- 
strichelten Linien angegeben. 

Es scheint, als ob 14,53 Volt die gemeinsame Konvergenzstelle 
der B — A- und der C — A-Serien ist. Eine rohe Extrapolation, die 
auf keine Genauigkeit Anspruch machen kann, ergibt niimlich 14,2 
bzw. 14,8 Volt fiir die betreffenden Grenzen. Nun hat die Krfahrung 
gelehrt, da®S bei der Dissoziation ein Molektil immer nur in “wel 
quantisierte Atome zerfallen kann. Fiir die Dissoziation in ein normales 
und ein Drei-Quantenatom ist aber eine Energie von 16,4 Volt er- 
forderlich. Die extrapolierten Werte liegen nun gentigend nahe bei 
14,5 Volt, um den Schlu® zu rechtfertigen, da’ B— A und C—A wm 
derselben Grenze hin konvergieren. Das bedeutet, dal, wenn man den 
Abstand der Kerne eines Wasserstoffmolektils im B- oder C-Zustand 
adiabatisch vergréfert, das Molekiil in beiden Zustinden schlieBlich in 


}) ein normales und ein angeregtes Atom mit dem Elektron aut einer Zwei- 


Quantenbahn zerfallt. Der verschiedene Charakter des B- und C-Zu- 
standes macht es wahrscheinlich, dai in dem einen alle das Elektron 
sich auf einer 2,-, im anderen Falle auf einer 2,-Bahn bewegt. 

Zu dem oben erwihnten kontinuierlichen Absorptionsspektrum ist 
ein Analogon in Emission zu erwarten. Wenn niimlich ein Molektil von 
einem angeregten Zustand auf ein tieferes Niveau libergeht, kann es dabei 
so viel Schwingungsenergie erhalten, daf es in zwei Atome dissozilert. 
Es wird dann ein kontinuierliches Spektrum ausgesandt, das sich an die 
Konvergenzstelle einer Bandenserie von der Art der Lymanbanden nach 
lingeren Wellenlangen hin anschliebt. Dieses Spektrum ist mit grofer 
Intensitat zu erwarten, wenn die Banden, die hohen Werten der End- 
schwingungsquantenzahl entsprechen, stark sind. Das ist beim Wasser- 
stoff fiir das B — A-System der Fall, und es ist sehr wahrecheinlich, dah 
das kontinuierliche Wasserstoffspektrum, das sich vom ultravioletten 
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Bandenspektrum bis zum Sichtbaren erstreckt, als ein Dissoziations- 
spektrum im obigen Sinne angesehen werden mui, Dies ist die 
modifizierte Blackett-Francksche ') Interpretation des kontinuierlichen 
Spektrums, und alle unsere Beobachtungen im Ultravioletten sind damit 
im Hinklang. 

7. Bs ist natiirlich von grofer Wichtigkeit, Zusammenhiinge mit dem 
sichtbaren Viellinienspektrum zu finden, Im Sichtbaren sind die luloher- 
banden die einzigen Regelmifigkeiten, die ausgedehnt genug sind, um 
sie unmittelbar mit den ultravioletten Banden zu vergleichen, Es er- 
scheint sicher, daf die Fulcherbanden keinem der in dieser Arbeit fest- 
gelegten Zustiinde A, B oder C angehiren, Im Blauen gibt es aber eme 
Anzahl Linien, die sehr wahrscheinlich Ubergiingen zu den B-Zustiinden 
angehéren. Doch sind die Resultate noch zu unvollstiindig, wm hier 


schon mitgeteilt zu werden. 


University of California, Department of Physics, Sept, 1926, 


1) P. M.S. Blackett und J. Franck, ZS, f, Phys, 84, 889, 1925; J, Wranck 


und P. Jordan, Anregung von Quantenspriingen durch Stébe, 8, 266, 1926, 
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Experimentelle Beitrage zur Theorie 
der Diffusionsvorgange. 
Von E. Wilke und W. Strathmeyer in Heidelberg. 
Mit 8 Abbildungen, (Hingegangen am 22. Oktober 1926.) 


js wird in vorliegender Arbeit zunichst eine Methode mitgeteilt, welche es erlaubt, 
den Diffusionsvorgang in allen Schichten zu allen Zeiten mit grofer Genauigkeit 
messend zu yverfolgen, Der friher immer angenommene Winflu8 von Erschiitterungen 
auf die Diffusionsgeschwindigkeit ist nicht vorhanden; dagegen ist der Minflu8 von 
Demperatursehwankungen viel gréfer als angenommen wurde; deshalb wird derselbe 
hesonders sorgfiltig ausgeschaltet. Messungen an Halogenwasserstoffsduren in 
hohen Konzentrationen ergaben, daf der Diffusionskoeffizient derselben mit der 
Konzentration periodisch ansteigt und wieder sinkt. 


Seitdem Pick!) das Diffusionsgesetz in die bekannte Form gekleidet 
hat, ist sowohl auf dem Gebiete des Experiments als auch auf dem 
theoretischer Ableitung und Entwicklung eine ganze grofe Anzahl von 
Arbeiten erschienen. Von tlteren Arbeiten, welche speziell darauf hin 
yielten, den Diffusionskoeffizienten der Substanzen in Liésungen zu be- 
stimmen, sind hier in erster Linie zu nennen jenevon Graham*), Stephan’), 
Schuhmeister*), Scheffer’), Long®), Weber’), Wiedeburg®), 


Arrbenius®), Abegg ) und Oholm"), Das Prinzip dieser Messungen 
Ba I gen, 


mit Ausnahme der Weberschen Messung, bestand darin, die aus einem 
Diffusionsgelif hinausdiffundierte, gesamte Sustanzmenge zu bestimmen 
cf ° 


Neuerlich hat Cohen) ausfithrliche Versuche angestellt, bei welchen 


die gesamte Diffusionssiule in Schichten unterteilt und die mittlere Kon- 


- gentration in jeder Schicht bestimmt wurde. 


1) Ad, Fick, Pogg. Ann, 94, 59, 1855. 

2) Th, Graham, Phil. Trans, 1850, 8. 1 und 905; 1851, 58. 483. 
4) J, Stephan, Wien. Ber. 78 [2], 957, 1878; 79 [2], 161, 1879. 
4) J, Schuhmeister, ebenda 79 [2], 603, 1879. 

5) I,J, Scheffer, ZS. 1, phys. Chem, 2, 390, 1888. 

%) J, H, Long, Wied, Ann. 9, 613, 1880. 

1) Ff. H. Weber, ebenda 7, 536, 1879. 

8) O, Wiedeburg, ebenda 41, 675, 1890. 

*) Sy, Arrhenius, ZS. f. phys. Chem. 10, 51, 1892. 

10) R, Abegg, ebenda 11, 248, 1893. 

4) LW. Oholm, ebenda 50, 309, 1904. 

4) WB, Cohen, ebenda 108, 359, 1923, 
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Die Ergebnisse der ersten Messungen haben aber bereits einwandfrei 
erkennen lassen, daB das Ficksche Gesetz nicht imstande ist, den 
Diffusionsvorgang richtig zu beschreiben. Die in diesem Gesetz enthaltene 
Dittusionskonstante ist eben keine Konstante, sondern eine Funktion der 
Konzentration. 

Die oben besprochenen Methoden sind aber alle nicht imstande, den 
Diffusionskoeffizienten als Funktion der Konzentration zu bestimmen. 
Erst durch Benutzung optischer MeSmethoden war dies méglich. Es war 
in erster Linie Wiener?), welcher hier bahnbrechend wirkte. Seine 
Methode, welche spiter von Heimbrodt*) und Thovert*) ausgebaut 
wurde, gestattet, den Verlauf des Diffussionsvorganges in allen Stadien 
und an allen Punkten im Diffusionsraum zu verfolgen. Doch auch diese 
Methode wird den Anforderungen nicht gerecht, welche man stellen muf, 
wenn man das Diffusionsgesetz in allen Hinzelheiten nachpriifen will. 
Bereits Fiirth*) weist darauf hin, da die Méglichkeit besteht, da 
abgesehen von der Abhiingigkeit des Diffusionskoeffizienten von der 
Konzentration auch eine soleche von dem Diffusionsgefiille vorhanden 
sein kann. } 

Zur Priifung dieser Frage geniigt aber die Genauigkeit auch der 
Wienerschen Methode nicht, denn bei der letzteren ist es kaum méglich, 
den von einem Konzentrationsniveau zuriickgelegten Weg aut 1 Proz. genau 
zu bestimmen, da das Ausmaf des Diffusionsgefibes selbst nicht geniigend 
eroB ist. Andererseits wird es sich kaum vermeiden lassen, durch die 
notwendige intensive Beleuchtung (Warmewirkung) Konvektionsstrime 
mu erzeugen. Der Hintlu’ der Temperatur und noch mehr der Kintluf 
der Temperaturschwankungen ist viel gréSer, als man bisher annahm., 
Dagegen wurde der Hinflu8 von Erschiitterungen weit iiberschiitat. 

Das Problem der konzentrierten Lésungen, besonders die Frage nach 
der GréBe der Ionen lieB es wiinschenswert erscheinen, den Vorgang der 
Diffusion in seinen Hinzelheiten genauer zu studieren, 

Es ist der Zweck dieser Arbeit, welche nur als eine vorliulige Ver- 
bffentlichung angesehen werden mag, zuniichst in experimenteller Hinsicht 
diesem Problem niherzutreten. Beziiglich der Kinzelheiten sei auf die 
Inauguraldissertation des einen von uns verwiesen °). 


1) O. Wiener, Wied. Ann. 49, 148, 1893. 

2) F. Heimbrodt, Diss. Leipzig 1908. 

5) J. Thovert, Ann. chim. phys. (7) 26, 366, 1912. 
4) R. Firth, Phys. ZS. 26, 719, 1925. 

5) W. Strathmeyer, Inang.-Diss. Heidelberg 1926. 
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Experimenteller Teil. 


Die Leitlinien fiir die notwendige Experimentalanordnung sind 
durch das oben Gesagte gegeben: Die Methode mu es erméglichen, in 
jedem beliebigen Zeitpunkt und an jedem beliebigen Punkt im Diffusions- 
raum die Konzentration mit groBer Genauigkeit zu bestimmen.  Hiertiir 
erwies sich eine Methode, bei welcher die Konzentration mit Hilfe von 
klemen Schwimmern von bestimmten spezifischen Gewichten gemessen 
wurde, als vorziiglich brauchbar. Diese Schwimmer bestanden aus feinen 
Glaskapillaérchen von héchstens 1 mm Durchmesser und etwa 2 cm Linge, 
welche schon in einer homogenen Fliissigkeit ohne Konzentrationsgefille 
vollstindig horizontal schwammen. Die Herstellung dieser Schwimmer ist 
eine duferst miihselige und zeitraubende Arbeit, denn es ist nicht méglich, 
einen brauchbaren Schwimmer in zielbewufter Weise herzustellen ; man ist 
hier darauf angewiesen, aus einer sehr groSen Anzahl solcher Kapillarchen 
diejenigen auszusuchen, welche einerseits em brauchbares spezifisches Ge- 
wicht haben und welche andererseits horizontal schwimmen. Es waren 
hier ungefahr 5000 solcher Schwimmer, aus welchen die wenigen brauch- 
baren ausgelesen wurden. Die Genauigkeit der Konzentrationsbestimmung 
auf diesem Wege ist ganz auferordentlich grob. 


Soll nun auch die Bestimmung des von einem Konzentrationsniveau 
zuriickgelegten Weges dieselbe Genauigkeit wie die Konzentrations- 
bestimmung haben, dann ist es notwendig, den Diffusionsweg reichlich 
lang zu machen. Es ist gut méglich, die Lage eines Schwimmers auf 
0,1mm genau zu bestimmen. Bei einem Wege von einem Dezimeter ist 
damit eine Genauigkeit von 0,1 Proz. erreicht. 


Die Versuchsdauer wurde auf Wochen ausgedehnt; so hatte die Zeit- 


_ bestimmung auch keinerlei Schwierigkeiten. 


Die Diffusionsgefabe waren sorgfiltig ausgesucht, streng zylindrische 


Glasréhren von etwa 6cm Durchmesser und 1m Linge. 


Trotzdem einige Vorversuche gezeigt hatten, dal der in 4lteren 
Arbeiten immer wieder betonte stérende Einflu8 mechanischer Erschiitte- 
rungen ganz und gar nicht vorhanden war, wurden die Réhren weitest- 
gehend erschiitterungsfrei aufgestellt; sie ruhten auf einem System von 
zwei Zementblicken von je etwa 400 kg Gewicht. Der erste Block ruhte 
auf vier Gummiunterlagen auf einem Zementboden in einem geeigneten 
Kellerraum; der zweite ruhte wiederum auf vier Gummiklitzen auf dem 
ersten Block. Diese Aufstellung isolierte fast ideal vor Erschiitterungen, 
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welche aus dem Boden kommen konnten, Mit einem einfachen Stérungs- 
messer, bestehend aus einem geeignet gebauten Mikrophon und Telephon, 
wurde festgestellt, da® selbst sehr starke Erschiitterungen dex Zoment- 
bodens in unmittelbarer Nihe der Blécke anf den letzteren nicht mehr 
wahrnehmbar waren, wiihrend ein ganz leichtes Klopfen mit dem Finger- 
nagel an dem oberen Blocke in dem Telephon ein lautes Geriiusch hervorriel, 

Vorversuche hatten aber andererseits ergeben, dab ‘lemperature 
schwankungen, wie sie normalerweise in Kellerriiumen immer vorhanden 
sind, einen ganz ungeahnten, stirenden Rinflub hatten, Dieses Moment 
wurde in den ilteren Arbeiten nirgends gentigend herticksichtigt. Diese 
Erkenntnis gab Anla®, den Versuchsraum. thermostatisch zu regulieren, 
Mit Hilfe eines Toluolregulators von sehr grofer Oberfliiche aus dinnstem 
Spindelglas, welcher frei im Raume stehend (nicht etwa an der Wand) 
untergebracht war, ferner mit Hilfe eines Relais warden drei Heizlampen, 
je 250 Watt, ein- und ausgeschaltet. Kin dauernd lanfender Ventilator 
sorgte fiir gleichmiiBige Wirmeverteilung im Raume, So gelang es denn 
auch, die Temperatur im Versuchsraum withrend der Dauer eines Ver- 
suches, also sechs Wochen lang, innerhalb von ?/,), Graden konstant zu 
halten. Die Versuchsrihren standen nicht frei im Raume, sondern waren 
nochmals in einem Beobachtungskasten eingeschalt, 

Das Fiillen der Réhren und das Uberschichten der unteren konzen- 
trierten Lisung mit Wasser geschah folgendermaben: Die untere Hiilfte 
der Réhre wurde mittels einer langen Kapillare vorsichtig, ohhe die 
obere Réhrenwand zu bespritzen, gefiillt, Bei dem darauf folgenden 
Uberschichten mit reinem Wasser wurde auf die ‘'rennungsfliiche eine 
diinne Korkscheibe gebracht und das Wasser in ditnnstem Strahle aus der 
Kapillare auf die Korkscheibe laufen gelassen, So wurde eine ganz scharfe 
Trennungsflaiche erhalten. Die Korkscheibe war vorher mit Wasser 


imbibiert worden, dadurch nahm sie beim Aufsteigen keine Spur der Salz- 
siiure mit. 


Vorversuche, den Einflu8 der Erschiitterungen betreffend, 


Um den Winflu8 der Erschiitterungen auf den Diffusionsvorgang zu 
untersuchen, wurden gleichzeitig zwei Réhren mit gleichen Schwimmern an- 
gesetzt. Die eine der beiden Réhren war erschiitterungstrei aul den oben 
beschriebenen Zementblécken aufgestellt, die andere stand auf einer Wand- 
konsole, auf deren Unterseite ein Elektromotor mit exzentrischom Rade 
angebracht war. Der letztere lief wihrend der ganzen Dauner des Ver- 
suchs von 12 Tagen. Die Erschiitterungen, welche derselbe auf die 
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dartiber aufgestellte Réhre austibte, waren so heftig, dab auf der Fliissigkeits- 
oberflache in der 1 m langen Diffussionsréhre dauernd eine leichte Wellen- 
bewegung sichtbar war. 


Tabelle L. 


Ohne Mit Tl Obne Mit 
Erachiitterungen Erschiitterungen Tag Erschitterungen Erschiitterungen 
=SL0:: iG ec i= a 4 gz 

B,A5 | 3,45 7 | 8,6 8,35 

4,55 4,9 8 } 9.05 8,95 

5,40 5 AD 9 ji 9,30 9,35 

6,20 6,0 10 || 9,85 9,9 

7,10 | 710 11 || 10,3 10,25 

7,60 7,55 12 |! 10,7 10,7 
a = von den Schwimmern zurlickgelegter Weg in Zentimetern. 


her, da zur Zeit der Vorversuche die Temperaturregulierung noch nicht 
einwandfrei funktionicte. 


Vorversuche, 
den Hinflu$ von Temperaturschwankungen betreffend. 


Um den Winflu{B der Vemperaturschwankungen zu untersuchen, 
wurden wiederum zwei Réhren unter den gleichen Bedingungen 
angesetzt; die eine stand in dem thermostatisch regulierten Zimmer, die 
dere stand in einem anderen Kellerraum, in welchem die in Keller- 
jumen immer vorhandenen Temperaturschwankungen auftraten. Die Tempe- 
atur im Thermostatenraum betrug etwa 20°, die in dem nicht regulierten im 
Mittel 16°C. Es ware also normalerweise zu erwarten gewesen, dab 
Jas Fortschreiten der Diffusion bei 16°C in allen Konzentratiosniveaus 
langsamer ginge als bei der héheren ‘lemperatur des Thermostatenraumes. 
Wie man der Vabelle 2 entnehmen kann, ist dies in den hohen Konzen- 
trationen nicht der Fall; die schweren Schwimmer fallen trotz niedrigerer 
Temperatur rascher als jene in den anderen Réhren bei hoberer aber gleich- 
mibiger Temperatur. Bei niederen Konzentrationen wird ein solcher 
Bffekt auch eintreten, doch ist dort der Kinflub nicht so gro, daB eine 
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Wie leicht in einer Diffusionsréhre durch Temperaturschwankungen 
Konvektionsstréme hervorgerufen werden, kann man sehr deutlich an den 
Schwimmern beobachten. Ein in einem Konzentrationsgefialle horizontal 
schwimmender Schwimmer stellt sich in kiirzester Zeit schief, wenn man 
eine Ableselampe (Glihbirne) fiir einige Sekunden nur einer Schwimmer- 
spitze nahert. Auch die strahlende Warme des Beobachters gentigt, um 
den Effekt in beobachtbarer Weise hervorzurufen. 


Tabelle 2. 
ee 
Aufsteigende Schwimmer Fallende Schwimmer 
thermostatisch | schwankend | thermostatisch schwankend 
© x | x x 
| 
6,05 3,05 3,05 | 2,7 
7,6 5,8 3,65 iyi 
8,85 6,6 4,3 | 4,2 
10,05 7,85 4,9 | 4,95 
11,05 | 9,05 5,4 | 5,0 
12,0 10,05 | 5,8 6,1 
12,85 11,05 6,1 6,6 
13,65 11,75 6,5 | 6,7 
14,45 12,65 6,9 7.) 
15,2 13,8 73 8,1 
15,9 14,8 Ted. 8,3 
16,5 15,4 | 8,0 | 8,6 
17,15 16,05 ] 8,3 | 8,75 : 
iy fa 16,8 \} 8,6 9:2 


Berechnung der Konstanten des Fickschen Gesetzes. 


Um ein angenihertes Bild des Verlaufes der Konstanten mit der 
Konzentration zu erhalten, wurde zu deren Berechnung die Gleichung 


verwendet: 
i il 
amma a 
wenn 
° 1 
2 2 
Wide lL e-Pat > (2) 
% oA 
; 0 
ist. 


Darin bedeutet ¢ die Konzentration im Punkte #, wenn die «-Werte 
von der Beriihrungsfliche der beiden Fliissigkeiten aus gezihlt werden. 
c, ist die Ausgangskonzentration. Obige Gleichung findet Verwendung, 
wenn die Diffusionsriume unendlich lang sind. In einer 1 m langen Rohre 
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ist diese Bedingung angenihert erfiillt, solange der diffundierende Stoff 
in der entlegensten Schicht nicht nachweisbar ist bzw. seine Konzentration 
nicht nachweislich andert. 

Fiir den Fall, da8 der Diffusionskoeffizient eine Funktion der Kon- 
zentration ist, hat Boltzmann) die verallgemeinerte Differentialgleichung 


; = 5 (0 oy (3) 


integriert. Sie fiihrt zu den Beziehungen 


8 


1 dc 
ae = | (4) 
04% da 
dx 


a dt. (4a) 


Die Gleichung (4a) hat Fiirth?) benutzt, um den Gang des Diffusions- 
koeffizienten mit der Konzentration zu bestimmen. 

Unter der Annahme, daf der Diffusionskoeffizient eine lineare Funktion 
der Konzentration ist, hat Wiedeburg *) die spezielle Differentialgleichung 


dc ke Oe e eye e 
5 =X Gat aoat ¥(55) ss 
integriert. 
Damit sind aber schon zwei willkiirliche Konstanten in die Gleichung 


eingefiihrt. 

Wie unten gezeigt werden wird, trifft diese Annahme bei den 
Halogenwasserstoffsiuren nicht zu. Der Gang der Konstanten des urspriing- 
lichen, des Fickschen Gesetzes deutet darauf hin, daB auch die oben 
angenommene Funktion fiir den Diffusionskoeffizienten durch zwei Maxima 
hindurchgehen muf. 

Ferner deuten die Zahlen darauf hin, daB die Geschwindigkeit des 
Diffusionsflusses nicht proportional dem Gefille ist, sondern da bei 


1) L. Boltzmann, Miinchn. Ber. 24, 211—217, 1894; Wied. Ann. 53, 959, 
1894; Wien. Ber. 86 [2], 1073, 1882. 

2) R. Firth, l.c. 

8) 0. Wiedeburg, Wied. Ann. 41, 675, 1890. 
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starken Gelallen die Geschwindigkeit relativ zu klein ist. Wie den 
‘Tabellen 3, 4 und 5 zu entnehmen ist, legen die Werte von D in den 
ersten Tagen, also zur Zeit grofer Gefiille, durchweg niedriger als nach 
lingerer Zeit. 

Nun bleibt noch die Frage zu beantworten, ob es nicht mighch wilre, 
da8 auch weiter entfernte Schichten magebend sind fir die pro Zvit- 
einheit durch den Querschnitt hindurchtretende Substanzmenge, 

Dureh eine kiirzlich erschienene Arbeit des een von uns ') ist diesor 


letztere Fall wahrscheinlich geworden, Es wurde dort gezoigt, dab in 


2 : —-—- = = ee 
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5 es thd ees | 
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konzentrierten Lisungen der Halogenwasserstotfe die Lonen sich gogene 
seitig driicken. Ein solcher Druck wiirde sich durch die ganze Masse 
hindurch fortpflanzen. Ferner wurde dort gezeigt, dal der osmotisehe 
Druck der Halogenionen sich unstetig tindert, indem die Proportionalitiites 
konstante zwischen osmotisehem Druck und der Konzentration an AN 


1) EK. Wilke, ZS. f. phys. Chem, 121, 401, 1926, 
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Punkten der Konzentration sich sprungartig andert. Das Diffusionsgesetz 
sollte aber richtiger heifen, wenn S die Substanzmenge und p der osmotische 
_ Druck ist: 
Os Op 

ie 6 

Ot g On (6) 


- denn die treibende Kraft ist eigentlich das Gefalle des osmotischen Druckes. 
Daraus geht aber hervor, daS es kaum méglich sein wird, eine mathe- 
matische Forme] aufzustellen, welche imstande ware, den Diffusionsvorgang 
iiber ein grofes Konzentrationsbereich hin richtig zu beschreiben.  Fiir 


Abstand | >| SSS | 


/ 
| 
| 
6 0 30 3 0 4 50 55 60 65 im ® 


Fig. 2. 


verschiedene Bereiche werden verschiedene Konstanten und sogar ver- 
schiedene Gesetze gelten. Bei Betrachtung der Tabellen 3, 4 und 5 und 
der Kurven sieht man zuniichst, da8 die Werte von D bei gleichen Kon- 
zentrationen mit dem Atomgewicht des Halogens stark zunehmen, wihrend 
man das Gegenteil erwarten sollte, daB die schwereren und gleichzeitig 
‘ gréBeren Jodionen wesentlich langsamer diffundieren miiften als die leich- 
_ teren und kleineren Bromionen und Chlorionen. Dazu ist noch zu bemerken, 
da der osmotische Druck der Halogenionen in umgekehrter Reihenfolge 
dei hdheren, aber jeweils gleichen Konzentrationen zu- bzw. abnimmt, 


also bei den Chlorionen am gréften ist. 
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Ferner ist zu sehen, da der Wert von D mit steigender Konzentration 
bei allen drei Saéuren stark zunimmt, da® aber zwei Maxima zu existieren 
scheinen, und zwar bei den Konzentrationen dreifach und sechsfach normal. 
Das Ansteigen der D-Werte 
— mit der Konzentration riihrt 
JSchwimmerNa3 : 

eee zum Teil von dem abnorm 


hohen osmotischen Druck der 


Cm 


Halogenionen in hohen Kon- 
zentrationen her‘). 


Betrachtet man die 6¢, #- 
Kurve fir Salzsiure, Fig. 1, 
dann fallt auf, dai anstatt 
des S-férmigen Verlaufes im 
Bereich zwischen etwa einfach 
normal und etwa zehnfach 


normal eine gerade Linie auf- 
tritt. Bei Bromwasserstoft 
und Jodwasserstoff (Fig. 2) 
hingegen hat die c,#-Kurve 


einen Knick in dem Beriihrungs- 
punkt der beiden Fliissigkeiten. 
Die in den Fig. 1 und 2 
punktiert und fein ausgezogenen 


Kurven sind berechnet fiir die 


jeweils dort angegebenen Werte 
von D. 


Bemerkenswert ist ferner, 


daB ziemlich durchgiingig fir 


Tage 

q 4 ee = oe i= . . 

cs 5 70 6 20 7 alle Konzentrationen die D- 
Fig. 3. Werte in den ersten Tagen 


kleiner sind als bei den 
spiiteren Beobachtungen, wenn der Diffusionsvorgang bereits weiter fort- 
eeschritten ist. Dies deutet darauf hin, dab die Diffusionskonstante eine 
Funktion des Gefilles ist, daB also die pro Zeiteinheit durch den Quer- 
schnitt gleich Eins hindurchwandernde Substanzmenge nicht dem Gefille 
proportional ist, sondern eine Funktion desselben. Fig. 3 gibt den zeitlichen 


1) Siehe EB. Wilke und Kieninger, ZS. f. pbys. Chem. 116, 215, 1925 und 
BE. Wilke, ZS. f. phys. Chem. 121, 401, 1926. 


ay 
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Verlauf in Form der #,t-Kurve. Da der osmotische Druck bzw. die 
Proportionalitaétskonstante desselben mit der Konzentration sich sprung- 
weise andert, wird es notwendig sein, nur Versuche anzustellen, welche 
nur jene Konzentrationsbereiche bestreichen, in welchen sich der osmotische 
Druck stetig mit der Konzentration andert; dann wird aber auch die An- 
wendung der von Boltzmann integrierten Gleichung beste Dienste leisten. 


Es sind diesbeziigliche Versuche im Gange, bei welchen eine weitere 
Verfeinerung der MeBmethode angestrebt wird und welche gerade auf die 
Unterteilung in ,stetige“ Konzentrationsbereiche abzielen. 


Heidelberg, Universitiitslaboratorium. 
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Quantentheorie in hydrodynamischer Form. 


Vou BE. Madelung in Mrankfurt a, M. 
(Hingegangon am 26, Oktober 1926.) 


We wird poxoigt, dal man dio Schrédingersche Gleichung des Hinelektronen- 
problema in die Form dor hydrodynamischen Gleichungen transtormieren kann, 


Nach B, Schrédinger!) wird dio Quantentheorie des Hinelektronen- 
problems behorrscht von der, Amplitudengleichung *: 


ae w 
Sa? m tone 


A Wy 4 he CW — 7) YY = 0, y= pe a, (1) 


Hiorin bedoutet W die Energie des Systems, U die potentielle Energie 
ale Funktion des Ortes des Elektrons, m dessen Masse. Man suche eine 
Lisung, die Uberall endlich und stetig ist. Das ist nur fiir gewisse Werte 
von W miglich, Diese ,,Kigenwerte“ W, sollen dann die Energien sein, 
die das System in seinen , Quantonzustiinden § besitzt. Sie sind bekannt- 
lich spektroskopisch festzustellen, Der Vergleich zwischen Theorie und 
irfahrung spricht durchaus fir die Brauchbarkeit der hiermit festgelegten 
Rechonmethode, 

Zu jedem Wigenwert gehirt eine ,Bigenlisung“, welche normiert 


Ww 
ae ign t ; ‘ rats 
und mit dem Zeitfaktor e 4 versohen sein soll und nach Schriédinger 


das, was im System vorgeht, darstellt. Schrédinger gibt Ansiitze zu 
einer Deutung, die im Prinzip mit der im folgenden gegebenen tiberein- 
stimmt. Ich werde diese Deutung weiterfiihren und zeigen, daS weit- 
gehonde Analogien zur Hydrodynamik bestehen. 

Hine zweite, auch von Schrédinger aufgestellte Gleichung ist aus 
(1) durch Elimination von W zu erhalten unter Einbezichung des Zeit- 


faktors; 


—— a0} (2) 


Sie enthiilt als Lésungen die der ersten Gleichung, aber im Gegensatz zu 
ihr auch alle linearen Kombinationen der letzteren. Das ist sehr wesent- 
lich, Setzt man nitmlich y == we!?, so wird bei (1) nur 6 als linear 
von ¢ abhiingig betrachtet, wihrend bei (2) sowohl « wie B zeitlich ver- 


tinderlich sein kénnen. 


1) B. Schrédinger, Ann. d. Phys. 79, 861, 489; 80, 487; 81, 109, 1926. 
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Mit w = ad? wird aus (2): 
8 x? m 4am Of 


—— as ate 2 
a4 6+ 2 (grad « grad By ee) (4) 
Bil ot 
Aus (4) folgt mit ¢ = — iy ms 
1 
2 
div (o? grad 9) +e = 0. (4’) 


(4) hat den Charakter einer hydrodynamischen Kontinuitatsgleichung, 
wenn man ¢? als eine Dichte und @ als Geschwindigkeitspotential einer 
Strémung u = grad @ ansieht. 

(3) ergibt hiermit: 

Om , 1 ca ae 

sae Ap |p 2 = — —— —————, == (), 3” 
ot me 2 eee) m a 8x? m?* ; (3) 
Auch diese Gleichung entspricht genau einer hydrodynamischen, namlich 
_ der einer wirbelfreien Strémung unter der Wirkung von konservativen 
Kraften 1). 

Bildung des Gradienten ergibt wegen rotu = 0: 


vn” I du rad U A Ww 
tz erad t= = + grad = 


3") 


dt m a 87% m? 


_ a entspricht der Grobe £ (Dichte der Kraft: Dichte der Masse), 
Q 


2 
eee der GréBbe — ay. die man als Kraftefunktion der ,inneren“ 
a 82° m? 
Krafte des Kontinuums bezeichnen kann. 
Wir sehen also, daB die Gleichung (2) vollstaindig hydrodynamisch 


umzudeuten ist, und daf eine Besonderheit nur in dem einen Gliede auf- 


Im Falle der Gleichung (1) wind 24 — i und 35 ica, 
Die Eigenlésungen von (1) liefern daher trotz des Zeitiaktors das Bild 
einer stationdren Strémung. Quantenzustande sind bei dieser Deutung 
al s stationare Strémungszustinde zu betrachten, im F alle grad 6B = 0 
sogar als statische Gebilde. 


1) Vel. z. B. Weber und Gans, Repertorium d. Physik I, 1, 8. 304. 
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Die Lésungen der allgemeineren Gleichung (2) sind nun leicht zu 
gewinnen als lineare Kombinationen der Eigenldsungen. Setzen wir als 


Boispiel: y = «. efF = Wy + Py = CO, eft + Cy Oy eff2, wo yw, und , 
: cya + : ion 

Wigenlisungen von (1) seien, die die Zeitfaktoren ¢ h ~ enthalten, dann 

wird: 

und oo == ef at + e2 od + 2 ey Cy ot, Oty 008 (By — By) 


od grad B = c} oc? grad B, + cf cx grad B, + ¢, Cy 0%, ot grad (B, + By) cos (8, — Bg): 
ea ct | otd V -b 3 | ag dV, 


doh. sowohl ,Dichte* wie ,Stromstiirke‘ enthalten ein zeitlich mit~ 


WwW, — W, sabre ‘ : : 
v 4 3 ® periodisches Glied. Die ,Gesamtmenge “ bleibt aber 
t 
konstant, 
Im Falle der stationiiren Strémung findet man aus (3’): 
m da We 
W = —(grad pm)? + U— — 5-3: 5) 
g STae P a Sa2a?m () 
wottir man auch schreiben kann, indem man setzt: oo” = 6, Cie 
entsprechend der Normierung Joa | rts 
* a 
- = = h- \ 
w= lavlew+ou—Vo.4a Vo }- 5 
\2 ul \ 82? m | ( 


. 
Diese Form der Energie als Volumenintegral iiber kinetische und pdten- 
tielle Energiedichte ist unmittelbar anschaulich. 
Ks ist kein Grund ersichtlich, warum diese Form, die man auch als 


: h Op 


schreiben kann, nicht auch fiir den Fall der nichtstationiren Strémung 


iv : 
gelten soll. Da® der Erhaltungssatz —— = 0 erfiillt ist, bestatigt man 
€ 


leicht unter Beachtung der Orthogonalitit der Rigenlisungen. 
Bs interessiert nun die Frage: Enthalten die Gleichungen (3’), (4') 
und (5') schon alle geschilderten Besonderheiten, insbesondere : 
t. die diskrete Existenz stationiirer Strémungszustiinde mit den 
Energien WW), 
2. die Tatsache, da® alle nichtstationiiren Zustiinde nur Periodi- 
a} 


e. r 1 W, ; 
aitiiten der Form 7; = = _—_¥ besitzen? 
’ 
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Offenbar folgt (2) eindeutig aus (3’) und (4’), andererseits (1) hier- 
aus mit (5’). Die hydrodynamischen Gleichungen sind also gleichwertig 
mit denen von Schrédinger und liefern alles, was jene geben, d. h. sie 
sind hinreichend, um die wesentlichen Momente der Quantentheorie der 
Atome modellmaBbig darzustellen. 

Erscheint somit das vorliegende Quantenproblem durch eine Hydro- 
dynamik der kontinuierlich verteilten Elektrizitat mit emer der Ladungs- 
dichte proportionalen Massendichte gelist,, so bleibt doch eine Reihe 
von Schwierigkeiten bestehen. Einerseits ist die Massendichte nicht von 
der Art, wie man sie aus der Elektrodynamik erwarten wiirde, anderer- 
seits sollte man erwarten, dali die Riickwirkung der Teile des Elektrons 


aufeinander, die durch das Glied Vo Vo ae dargestellt wird, nicht 
nur von der Dichte am Platz und deren Ableitungen abhiinge, sondern 
auch von der Gesamtverteilung der Ladung. Ob diese beiden Erwartungen 
durch eine rein mathematische Umformung zu befriedigen sind, habe ich 
nicht feststellen kénnen. 

Wie ist nun das Mehrelektronenproblem zu behandeln? Schré- 
dinger gibt keine ganz bestimmte Form. Er fordert nur, daf die kine- 
tische Energie so zu berechnen ist, wie bei einer Darstellung der Be- 


3 
4 yy Uj 
wegung im Phasenraum, d. h. man mufi setzen: 7 = >) ms > als 
t 


Summe iiber die kinetischen Energien der einzelnen Elektronen, als wenn 
sie alle unabhingig nebeneinander existierten und nicht etwa ein einziges 
Strémungsteld bildeten. 

In der Tat ist dies eine naheliegende Méglichkeit. Wir haben uns 
wohl nur zwischen folgenden Alternativen zu entscheiden: 

a) FlieBen mehrere Elektronen zu einem gréferen Gebilde zusammen? 

b) SchlieBen sie sich aus und gehen sie mit gewissen Rand- 
bedingungen ineinander iiber? 

c) Durchdringen sie sich ohne Verschmelzung* 

Mir erscheint c) am wahrscheinlichsten. a) wiirde auf dieselben 
Lésungen fiihren wie das Einelektronenproblem, nur mit veranderter Nor- 
mierung, was offensichtlich zu falschem Resultat fiihrt. b) ist in Hinsicht 
auf ,,eintauchende Bahnen“ unwahrscheinlich, aber denkbar. 

Nach ce) wiirden mehrere Vektoren in jedem Punkte des Raumes 
definiert werden miissen, sowie zugehérige Geschwindigkeitspotentiale. 
Das Kontinuum hitte dann die anschauliche Qualitiit eines Schwarmes, 
dessen Teile eine unendliche freie Weglinge besitzen. 


426 ®, Madeling, Quantentheorio in hydvodynamischer Morn, 


Welche Form dann der Funktion U, soweit mie dic Wochnolwirkung 
der Elektronen auteinander darstellt, sowie dem yQuantonglied der 
Gleichung (3') gu geben ist, kann erat aus der erfolgreichen Borechnung 
mindestens ees Falles entachioden werden, 

Rs besteht somit Auasicht, aul dieser Basin dic Quantonthoorie der 
Atome zu erledigen, Die Ausatrahlungavorglinge werden aber hiermit 
nur teilweise beherracht, Zwar erschoint ex orkliirt, das oin Atom im 
Quantenzustand nicht strablt, und auch die Ausatrahlung der richtigen 
Frequenzen ist richtig dargestellt, und gwar ohne Sprung, vielmehr 
beim langsamen Ubergang im Zustand der Nichtatationaritiit; aber vielew 
andere, wie ¥. B. die Tatsache der Quantenabsorption, bleibt ganz unilar, 
Ich halte es fiiy verfriiht, hiertiber Spekulationon mitvuteilen, 


—_—.-* 


Die Symmetrie von Sylvin und die Natur der Atzfiguren. 


Entgegnung auf die Bemerkungen von J. J. P. Valeton 


zu unserer Arbeit’). 
Von K. EF, Herzfeld in Baltimore und A, Hettich in Miinchen. 
(Bingegangen am 29, Oktober 1926.) 


Die rechte und linke Gruppe der Hexakisoktaederflichen sind stereochemisch 

yerschieden, eine Differenzierung derselben durch einen optisch-aktiven Stoff daher 

mbglich. Die Feststellung Valetons, dai unsere Versuche, vom Standpunkte der 

bisherigen Symmetriebeurteilung aus gesehen, fiir die Holoedrie des Sylvins in 

keiner Weise sprechen wiirden, ist an sich richtig. Doch wird von uns gerade 
die Berechtigung eines solehen Standpunktes in Frage gestellt. 


In einer vor kurzem in dieser Zeitschrift erschienenen Kritik *) 
beruft sich J. J. P. Valeton auf das bisher tibliche, stets auf die niedere 
Symmetrie schlieBende Verfahren der kristallographischen Symmetrie- 


beurteilung und kommt so zu der — vom Standpunkte dieses Prinzips 
aus richtigen — Folgerung, daB aus dem unter besonderen Bedingungen 


erhaltenen holoedrischen Atzbild nicht ohne weiteres auf eine holoedrische 
Totalsymmetrie des Kaliumchlorids geschlossen werden dart. Daritiber 
hinaus sei es nach Valeton aber auch unmbglich, die von uns zur Kr- 
kliirung herangezogene Idee eines Fremdeinflusses bei niherer Priifung 
aufrechtzuerhalten. Denn man miiBte notwendig folgende Annahme 
machen: Von den 48 Flichen des Hexakisoktaeders, die an sich physikalisch 
identisch sind, entarten unter dem Einfluf des optisch-aktiven Fremd- 
stoffes 24 zu dem einen (z. B. linken) und 24 zu dem andern (rechten) 
davon physikalisch verschiedenen Pentagonikositetraeder. 

Diese beiden von Valeton erhobenen Kinwiinde finden sich in der 
nunmehr veréffentlichten ausfiihrlichen Arbeit *) vorweggenommen; doch 
michten wir trotzdem hier auf dieselben besonders antworten. Wir be- 
ginnen mit dem tiefer ecinschneidenden, zweiten Kinwande, 

I. 

Der zweite Einwand Valetons betont, in vollkommener Uberein- 

stimmung mit unserer A uffassung *), als Grundvoraussetzung unseres ganzen 


Deutungsversuches die scheinbar unsinnige — Annahme, es miisse sich 


1) ZS. f. Phys. 88, 1—7, 1926. 
2) J. J. P. Valeton, ZS. {. Phys. 39, 69—74, 1926. 
8) Uber die diuBere scheinbare Unsymmetrie der Alkalihalogenide, A. Hettich, 
Dissertation Miinchen 1926, ZS. f. Krist. 64, 265—295, 1926. 
4) Wir hatten mehrfach Anlaf, uns auf die Arbeiten von Valeton, ZS. f. Krist. 
59, 135, 1928 und 60, 1, 1924, zu heziehen. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XL. 22 
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yon den physikalisch identischen Hexakisoktaederflichen die eine Halfte 
gegen den optisch-aktiven Stoff anders verhalten kénnen als die iibrigen. 
Da8 dieses tatsichlich méglich ist, zeigt folgende Uberlegung : 

Greift man aus einem Hexakisoktaeder eine einzelne Flache willkiir- 
lich heraus, so wird man dieselbe vollig unsymmetrisch finden, sowohl 
was ihren makroskopischen Umrif anbelangt*), als auch im Feinbau: Ihre 
Netzebene ist unsymmetrisch in bezug auf einen in ihr beschriebenen Umlauf 
im Uhrzeigersinn und entgegengesetzt ; hierzu kommt naturgema8 die lokale 
polare Unsymmetrie senkrecht zur Trennflaiche Kristall—Luft. Auch sind 
dementsprechend die Atztiguren auf dieser Fliche véllig unsymmetrisch. 
Die Holoedrie des Hexakisoktaeders ist nur dadurch méglich, daB es in 
seiner Gesamtheit 24 derartiger ,rechter“ und 24 , linker“ unsymmetrischer 
Binzelfliichen vereinigt. Diese beiden Flachengruppen entsprechen be- 
kanntlich dem rechten und linken Pentagonikositetraeder, deren Vorhanden- 
sein im Hexakisoktaeder durch Identitét ihrer physikalischen Higen- 
schaften latent gemacht ist. 

Die dennoch bestehende geometrische Verschiedenheit, 
nimlich die spiegelbildliche Gegensitzlichkeit, gentigt aber, 
um ein unterschiedliches Verhalten der beiden Flachen- 
gruppen des Hexakisoktaeders gegen einen optisch-aktiven 
Stoff zu motivieren. Dem Verstindnis wird dies durch das folgende, 
in der Stereochemie benutzte drastische Beispiel nihergebracht. Man ver- 
gegenwirtige sich die Kombinationen: 1. ,Rechte Hand und rechter 
Handschuh* und 2. ,linke Hand und rechter Handschuh“; man sieht, daf 
die Hinde, obwohl sie an sich physikalisch gleichwertig sind, sich gegen 
den Handschuh_,, physikalisch “ ungleichwertig verhalten. Dieses Prinzip 
macht u. a. verstiindlich, wieso sich z. B. die Rechts- und Linksmilchséure zu 
der optisch-aktiven Base Morphin ganz verschiedenartig zu verhalten ver- 
migen2). Die von uns geforderte kristallphysikalische Analogie — bei KCL 
die ,Spaltung* des Hexakisoktaeders in zwei nunmehr physikalisch ver- 
schiedene Pentagonikositetraeder®) — kann zudem an unmittelbare kristallo- 
graphische Beobachtungen angelehnt werden. Kipping und Pope‘) 
haben niamlich gezeigt, daf bei Natriumchlorat, also bei einem wirklich 


1) Vgl. P. Niggli, Lehrb. d. Mineralogie I, S. 162, Berlin 1924. 

2) Vel. A. F. Hollemann, Lehrb. d. organ. Chemie, S. 199, 1922. 

5) Wir denken uns diese Spaltung so, daf der optisch-aktive Stoff an der 
einen Flichengruppe stiirker als an der anderen adsorbiert wird und dadurch eine 
Differenzierung ihrer Auflésungsgeschwindigkeiten hervorruft. 

4) Fr. St. Kipping und W. J. Pope, ZS. f. Krist. 80, 472, 1899; vgl. ebenda 
64, 278 und 292ff., 1926. 
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plagiedrischen, aber in Lésung optisch-inaktiven Kérper, das ,normal*, 
d. h. unter reinen Wachstumsbedingungen 1 : 1 betragende Mengenverhaltnis 
der Enantiomorphen bei Zuckerzusatz zugunsten der einen Form be- 
einflu8t erscheint. Und doch sind diese beiden Enantiomorphen an sich 
physikalisch identisch. 

i. 

Seit Neumann, Weiss u. a. gelten in der Kristallographie die An- 
yeichen von Unsymmetrie, und nur diese, als sichere Kriterien bei 
Symmetriebeurteilungen. Demgemas schlo8 man stets auf die niedere 
Symmetrie. Nachdem aber ein unsymmetrischer, nimlich plagiedrischer 
Fremdeinflu8 auf in Wahrheit (spiegel-) symmetrische Kristalle als durch- 
aus denkbar erwiesen ist, muf eine Revision der bisherigen Symmetrie- 
bestimmungen unternommen werden, wenigsten soweit dieselben auf 
Plagiedrie lauten. 

Nun liegt gerade hauptsachlich bei plagiedrischen Korpern eine 
gewisse Art von Symmetriewiderspriichen vor, fiir welche vor vier Jahren 
Wherry *) das Wort ,Zwittersymmetrie* gepragt hat. Diese Falle ergeben 
sich, wenn man, im Gegensatz zu dem bisherigen Verfahren, wirkliche 
Symmetriebehauptungen aufzustellen versucht, was unter Vorbehalt 
mit Hilfe der Prittung auf optisches Drehungsvermigen und der réntgeno- 
graphischen Gitterbestimmung geschehen kann. Hierher gehért auch 
das Kaliumchlorid. Eine Revision der fiir das Kaliumchlorid aufgestellten 
Symmetrie ist also notwendig. 

In diesem Zusammenhange besitzen natiirlich unsere Versuche eine 
ganz andere Bedeutung, als ihnen vom Standpunkt Valetons aus zu- 
erkannt werden konnte. Denn sie zeigen ja, daf gerade beim Kalium- 
chlorid die fir Plagiedrie charakteristischen Atztiguren an die Gegen- 
wart von Verunreinigungen, héchstwahrscheinlich organischer Natur, ge- 
bunden sind. Die von Valeton geforderten achteckigen Figuren sind 
iibrigens von uns beim Reinversuch mit konzentrierter Salzsiiure erhalten 
worden”). Sie sind aber fiir unsere Beweisfiihrung entbehrlich. 

Wir kénnen somit das bisher Gesagte zusammenfassen in den Satz: 
Die Plagiedrie des Kaliumchlorids ist unbewiesen. 

Zu dem Vorangegangenen kommt schlieflich noch ein weiterer, sehr 
wesentlicher Umstand: Das Kaliumchlorid — wie auch andere ,zwitter- 


1) KE. T. Wherry, Amphisymmetric Crystals, Sill. Joura. (5) 4, 2837—244, 1922. 

2) Vel. ferner ZS. f, Krist. 64, 280ff., 1926. Uber Untersattigung siehe 
ebendort, S. 271—274, iiber die Rolle der Langsamkeit des Atzens, 8S. 276 und 
280. 
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syminetrische* Koérper') — besitzt die héchst auffallende und interessante 
Kigentiimlichkeit, daB von den geometrisch denkbaren enantio- 
morphen Formen stets nur die eine auftritt. So fanden auch wir 
z. B. die in unserer Arbeit in Fig. 3 dargestellten , Fliigelrider* stets in 
dem einen Umlaufsinne geschwungen; die spiegelbildliche Gegentorm 
war nie zu sehen; dies gilt nicht etwa nur fiir die sechs Wiirfelflachen 
eines bestimmten Kristalls, sondern fiir alle Kristalle simtlicher 
Kristallisationen. Im Rahmen unserer Deutung erklart sich diese sonst 
schwer begreifliche®) Einseitigkeit sehr einfach: Der eine Antipode eines 
optisch-aktiven Stoffes — offenbar ein organischer Stoff, der von Lebe- 
wesen erzeugt und deshalb ,absolut asymmetrisch* ist — findet in 
Spuren iiberallhin Verbreitung und gelangt so als stérende Verunreinigung 
auf alle dagegen nicht geschiittzten Kaliumchloridkristalle. Es ist klar, 
daB ein nicht einseitiges Gemisch aus 50 Proz. d- und 50 Proz. I-Kompo- 
nente eines optisch-aktiven Stoffes natiirlich auch nicht asymmetrisch 
wirken kénnte. Dagegen miifte der (wohl nur kiinstlich herstellbare) 
andere Antipode des stérenden Fremdstoffes das spiegelbildliche Gegen- 
stiick der bis jetzt am Kaliumchlorid beobachteten Atzungsformen her- 
vorzubringen imstande sei. 

Etliche unserer Beobachtungen*) lassen darauf schliefen, daB die 
spurenhafte Verunreinigung durch die Luft auf alle méglichen Kérper 
iibertragen wird. Das verbreitete Vorkommen organischer Stoftspuren 
haben iibrigens auch Pockels*) u. a. durch die allmahliche Verminde- 
rung der Oberflachenspannung reiner Wasseroberflachen nachgewiesen. 

Auf Grund der obigen Betrachtungen glauben wir 
unsere bisherigen Schlisse, insbesondere auf die sehr wahr- 
scheinliche Holoedrie des Sylvins, vollkommen aufrecht- 
erhalten zu kénnen. 


Baltimore, Johns Hopkins University, Physics Department. 
Mtinchen, Chem. Lab. d. Bayer. Akad. d. Wiss., Phys.-Chem. Abt. 


1) So x. B. Bariumnitrat, welches vor allem auf Grund seiner Kristallisation 
aus zuckerhaltigen Lisungen als plagiedrisch gilt. L. Wulff, ZS. f. Krist. 4, 
122; 1879; 

2) Die allein iibrigbleibende Johnsensche Deutung wiirde namlich auf 
universell einseitig-spiegelunsymmetrische Kaliumionen fiihren. Vel. ZS. f. Krist. 
64, 269ff., 1926. 

3) ZS. f. Krist. 64, 275 und 278ff., 1926. 

4) A. Pockels, Wied. Ann. 67, 672ff., 1899. 
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Zur Frage der Elektronenaffinitat des Wasserstoffs. 
Von G. Joos in Jena und G, F. Hiittig in Prag). 


(Hingegangen am 30. Oktober 1926.) 


Gegeniiber von Kinwinden, welche gegen die von unserer Berechnung der Elektronen- 
affinitat des K-Atoms beniitzten Dichten der Alkalihydride erhoben wurden, wird 
auf die Bestitigung des Wertes fiir NaH durch eine réntgenographische Neu- 
bestimmung hingewiesen. Die Elektronenaffinitat des Wasserstoffatoms ergibt sich 
damit, naeh verschiedenen Methoden berechnet, zwischen + 15 und + 35 kcal. 


Die von uns angekiindigte Réntgenaufnahme von NaH ist nunmelir 
durch Herrn Brodkorb?) ausgefiihrt und ausgewertet worden. us er- 
gab sich ein Steinsalzgitter und eine Gitterkonstante von 5,55 A.-E. 
Das Molvolumen folgt daraus zu 25,9, entsprechend einer Dichte 
von 0,927. Die Abweichung gegen die unserer Rechnung zugrunde 
gelegten Zahl 0,92 liegt also innerhalb der MeBfehler, wihrend das yon 
Herrn Kasarnowsky berechnete Molvolumen 15,15 ausmacht. Wendet 
man zur Berechnung der Gitterenergie von NaH die Kasarnowsky- 
schen Uberlegungen, die fiir die Alkalihydride mit Ausnahme von Lill 
(vgl. unten) sicher eine gute Naherung geben, hier an, so hat man fiir 
die Gitterenergie des NaH diejenige des Steinsalzes (Molvolumen 27) zu 
setzen. Etwas genauer diirfte die lineare Interpolation zwischen Nal 
(Molvol. 15,5, Gitterenergie 220 kcal) und NaCl (Molvol. 27, Gitter- 
energie 183 keal.) sein, was 186 kcal ergibt. Geht man mit dieser Zahl 
in den Bornschen KreisprozeS ein, so ergibt sich Hy — iD a 
— —24kcal, wahrend unsere friithere Rechnung — 10 keal ergab. Da 
beide Verfahren eine Naherung darstellen, laSt sich schwer sagen, welcher 
Wert mehr Vertrauen verdient. Auf keinen Fall ergibt sich aber ein 
negativer Wert der Elektronenaffinitat, da '/, Dj sicher grifer als 25 keal 
ist. Vergleicht man die verschiedenen Berechnungen unter Zugrunde- 
legung eines Wertes '/, Dy == 40 kcal {die fiir einen niedrigeren Wert 
yon uns seinerzeit angefiihrten Messungen sind gréBtenteils als tiberholt 
anzusehen, dagegen ergibt die Analyse des Viellinienspektrums durch 


1) Vel. ZS. £. Phys. 89, 473, 1926. 
2) Dissertation, Jena 1926. 
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B. Witmer?) sogar den Wert 50 kcal. Wir rechnen zunichst mit dem 
heute iiblichen Wert 40], so ergibt sich folgendes Bild: 


Fajans), Berechnung der Gitterenergie von NaH . . . + 36 keal 
Joos und Hiittig %), “Berechnung der Gitterenergie der Alkalibydride 

nach abgeinderter Methode .. . . +30 , 
Joos und Hiittig, Berechnung nach Kasarnowsky Wad). , +15 , 
Joos und Hittig%), Korrigierter Modellwert . . . . +33 “ 


Die letzte Zahl ist von Dy unabhaéngig, die andern erhéhen sich bei 
Annahme des Witmerschen Werts um 10 keal. 

Fragt man nun nach der Ursache der Diskrepanz zwischen dem von 
Kasarnowsky gefundenen negativen Wert und den obigen Zahlen, so 
diirfte diese in folgendem liegen: Der von Herrn Kasarnowsky der 
Rechnung zugrunde gelegte Satz, daB die Gitterenergie eines Alkali- 
hydrids gleich derjenigen eines Alkalihalogenids gleichen Molvolumens 
ist, wurde aus der Tatsache abgeleitet, daf ein Lithiumhalogenid nahezu 
die gleiche Gitterenergie hat, wie das aus lonen mit Achterschale aut- 
gebaute Alkalihalogenid gleichen Molvolumens. Angewandt wurde der 
Satz indes auf wesentlich anders geartete Falle: LiH und die Erd- 
alkalihydride. Bei LiH haben beide Ionen eine Zweierschale, wahrend 
der Satz nur fiir den Ersatz des einen Ions mit Achterschale durch ein 
anderes mit Zweierschale bewiesen ist. Bei den Erdalkalihydriden 
dirften aber, wie z. B. die Refraktion des 0" ~-Ions im MgO *) zeigt, 
sich bereits Deformationserscheinungen bemerkbar machen. Diese An- 
nahme lieBe sich durch Bestimmung der Refraktion von NaH einerseits, 
den Erdalkalihydriden andererseits entscheiden. 


Jena, Phys. Institut, Okt. 1926. 
Prag, Inst. f. anorg. u. analyt. Chemie d. Deutsch. Techn. Hochschule. 


1) B. Witmer, Proc. Nat. Ac. Amer. 12, 238, 1926. 

2) K. Fajans, ZS. f. Elektrochem. 26, 493, 1920. 

3) G. Joos und F. Hiittig, ZS. f. Elektrochem. $2, 201, 1926. 
4) K, Fajans, ZS. f£. Krist. 61, 38, 1925. 
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Versuch einer spektroskopischen Deutung der 
Magnetonenzahlen in der Eisengruppe. 


Von 0. Laporte und A. Sommerfeld in Minchen. 


‘) Mit 1 Abbildung. (Eingegangen am 5. Oktober 1926.) 


1. Wahrend F. Hund bei den seltenen Erden zur spektroskopischen Bestimmung 
der Magnetonenzahlen nur das jeweils tiefste Termniveau zu beriicksichtigen 
brauchte, mu8 bei den Jonen der Kisengruppe mit ihren geringeren Termaufspaltungen 
ein Mittelwert tiber die verschiedenen Termniyeaus genommen werden. 2. Sowohl 
bei den seltenen Erden als in der Hisengruppe stimmen Theorie und Beobachtung 
am besten iiberein in der Mitte der Gruppe, wo der Grundzustand ein Kinfach- 
term (S-Term) ist. 3. Die beobachteten Werte der iibrigen Elemente liegen im 
allgemeinen zwischen den beiden Grenzkurven: kleine “7 bzw. hohe Temperatur 
und grobe 4» baw. sehr tiefe Temperatur. 4. Die Ausnahmen bei Cu” und Ni” 
lassen eine Stérung durch benachbarte metastabile Terme oder eine Abweichung 
von der sonst bewahrten Annahme iiber regelrechte und verkehrte Terme vermuten. 
5. Bei Mehrfachtermen ist die Magnetonenzahl temperaturabhingig, bei regel- 
rechten Termen mit positivem, bei verkehrten mit negativem Temperaturkoeffizienten. 
6. Die Quantenmechanik 1a8t unsere Ergebnisse unberiihrt und dndert nur gegebenen- 
falls ihre Formulierung etwas ab. 

1. Historisches. Eine Deutung des Paramagnetismus der lonen 
der Eisengruppe auf Grund der Quantentheorie und des Bohrschen 
Magnetons wurde zuerst von Epstein’) und Gerlach?) gegeben, und 
zwar unter Anwendung einer Rechnung von Pauli’) tiber die quanten- 
mabige Mittelung von cos?#. Unter Heranziehung der Systematik der 
komplizierten Spektren wies Sommerfeld‘) auf die Bedeutung der 
Magnetonenzahlen als Produkt der inneren Quantenzahl j und des Aut- 
spaltungsfaktors g des Grundterms hin und verglich die ,spektroskopi- 
schen“ Magnetonenzahlen der Bogenspektren mit den magnetochemisch 
gemessenen der zweiten und dritten Ionen. 

Das ausgesprochene Ziel dieser ersten Arbeiten war, zu zeigen, dab 
alle gemessenen magnetischen Momente, umgerechnet auf das Bohrsche 
Magneton, ganzzahlig seien. Gleichbedeutend damit ist nach den 
Figenschaften des Land éschen g-Faktors die Behauptung, da8 alle lonen 
sich in S-Zustanden befinden sollten. Doch hat die weitere Erforschung 
der Bogen- und Funkenspektren gezeigt, daB S-Terme eher die Ausnahme 


1) P. S. Epstein, Science 57, 1479, 1923. 

2) W. Gerlach, Phys. ZS. 24, 275, 1923. 

3) W. Pauli, Phys. ZS. 21, 615, 1920. Weiterfiihrung dieser Rechnung im 
Sinne der Systematik der anomalen Zeemaneffekte bei A. Sommerfeld, ZS. f. 
Phys. 19, 221, 1923. 

4) TA Sommerfeld, Phys. ZS. 24, 360, 1923. 
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als die Regel bilden. Ein S-Term, der ein nicht verschwindendes magneti- 
sches Moment hat, kann namlich innerhalb einer Untergruppe nur einmal, 
und zwar nur genau in der Mitte derselben auftreten*). Dann und nur 
dann wird das magnetische Moment streng ganzzahlig sein. 


1) Ein Beispiel hierzu liefert im folgenden der ®S-Term von Mn” bzw. Fe™ 
bei den 33-Bahnen der Eisengruppe. Ein anderes Beispiel ist der 88-Term von 
Gd" bei den 4,-Bahnen der seltenen Erden, vgl. die sogleich zu zitierende Arbeit 
von Hund. Der allgemeine Nachweis la8t sich auf Grund des Paulischen Kin- 
deutigkeitssatzes und der zusitzlichen Hundschen Annahmen tiber den Charakter 
des Grundterms folgendermafen fiihren: Handelt es sich um z AuSenelektronen in 
lauter aquivalenten ,-Bahnen, so sind » und ] = k—1 fiir alle Elektronen die- | 
selben. Jedes dieser Elektronen besitzt auferdem den Elektronendrall s = 4Jg. 
Wir fragen im Sinne von Hund nach einem Term héchster Multiplizitat; fir einen 
solchen wird der resultierende Elektronendrall 5s = 2/2, die Termmultiplizitat also 
yr = z+1. Im obersten (untersten) magnetischen Niveau dieses Termes ist die 
magnetische Quantenzahl m, fiir alle Elektronen die gleiche, namlich gleich +1/, 
(bzw. —/,); also sind fiir ein solehes Termniveau auch alle m, unter sich gleich. 
Mithin miissen die m, nach Pauli alle voneinander verschieden sein. Es gibt 
aber nur die 2]-+1 voneinander verschiedenen Werte: 

My Uy Ua rae Oia iste ire 5 


also muf zg<2/+1 sein. Fir z>2/+1 sind Terme der Multiplizitat 
y = z+1 unmdglich; der betreffende Grundterm folgt dann durch Anwendung 
des Paulischen Reziprozititssatzes und ist gleich demjenigen des Elements 
g'= 2(214+1)—=z. 

Fiir z = 27+1, das ist fiir die Mitte der Untergruppe, wird das durch 
algebraische Addition der einzelnen m, resultierende m, gleich Null. Dadurch be- 
stimmt sich das resultierende 7 der z-Elektronen (die ,,Gruppenquantenzahl*) zu 
Null, der Term wird ein S-Term mit 7 = 7+4/,,r=2(0+1). Fir z<2]-+1 
erhilt man fiir den Term mit maximalem 7: 


is Sm, = IF 0-1) $e +e $0 = 2(1-7>). (A) 


Dadurch ist allgemein die Gruppenquantenzahl 7 der z &quivalenten Elektronen, . 
und zwar ihr Héchstwert bei héchster Termmultiplizitat gegeben, wie er nach 
Hund zur Bestimmung des Grundtermes in Betracht kommt. Nach Formel (A) 
sind im folgenden die in Tabelle 1 aufgefiihrten Grundterme berechnet, wohei im 
Falle der Eisengruppe (33-Bahnen) 7 = 2 zu setzen ist. 

Auch der j-Wert des betreffenden Grundniveaus labt sich allgemein be- 


stimmen. Bei ,regelrechten* Termen ist = eae s|. Setzt man hier I aus (A) 
ein und beriicksichtigt, da8 bei maximaler Multiplizitat nach obigem 5 — z ist, 
so folgt = z 

g j=zll— aia (B) 


Bei ,,verkehrten* Termen dagegen ist i= i+ s. Da hier gleichzeitig z>2]+1 
ist, so haben wir, wie oben bemerkt, in den Formeln fiir 7 und gs zu vertauschen: 
zmit z’ — 2(21+1)—z.  Somit 


jae(-$r)=2Ga)=earjem © 
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Auch die erweiterte Fassung’), daf das magnetische Moment ein 
rationales Vielfaches der Bohrschen Einheit sein solle, ist noch zu 
eng, wie wir im folgenden sehen werden: diese Fassung ware nur dann 
berechtigt, wenn lediglich ein Termniveau den magnetischen Zustand be- 
stimmen wiirde, was im allgemeinen nur bei sehr hoher Termanfspaltung 

) bzw. bei sehr tiefer Temperatur der Fall sein wird, vgl. unten. 

Die von Russell und Saunders”) begriindete und von Hund *) 
ausgearbeitete Theorie der komplizierten Spektren hat das Problem der 
Interpretation der Magnetonenzahlen in ein neues Stadium geriickt. Be- 
kanntlich wandte Hund*) die neue Theorie auf die seltenen Erden an 

und erzielte unter den oben (Anm. 1, 8S. 334) genannten Annahmen iiber die 
f Elektronenkonfigurationen eine sehr befriedigende Ubereinstimmung mit 
i den von Cabrera®) und St. Meyer®) gemessenen Werten. Wie aber 
_ Hund selbst hervorhebt, 148+ sich bei Anwendung desselben Verfahrens 
auf die Ionen der Eisengruppe kein Anschlu8 an die experimentelle 
Magnetonenkurve erreichen. Kinem Versuch von Ig. Tamm’), der durch 
_ Heranziehung passend ausgewahlter Terme als Grundniveaus der be- 
treffenden Ionen eine Ubereinstimmung zu erzwingen sucht, kénnen wir 
uns nicht anschlieBen, eben weil die moderne Theorie der Multiplett- 
spektren ganz bestimmte Terme als Grundniveaus von Bogen- oder 
Funkenspektren fordert; und nur diese diirfen zur Interpretation der 
empirisch gefundenen Magnetonenzahlen benutzt werden. 
f 2, Allgemeines iiber die Magnetonenkurve der EHisen- 
-gruppe. Nach der obigen Formel (A) sind die hier in Betracht 
- kommenden Terme vom S-, D- und F-Typus, vgl. die spitere Tabelle 1. 
i Wie wir in Fig.1 sehen werden, stimmen die theoretisch berechneten 
_ Magnetonenzahlen mit den gemessenen durchaus iiberein, wenn der Grund- 
term des betreffenden Ions vom S-Typus, also einfach ist, wahrend bei 
 D- und F-Termen bedeutende Abweichungen auftreten. Nun sind aber 
die D- und F-Terme stets vielfach; und zwar bestehen die hier in 
etracht kommenden D-Terme aus zwei oder fiinf, die #-Terme aus drei 
_ oder vier Teilniveaus, deren Abstande von der GréSenordnung 100 cm™?, 
d.h. von nur 0,01 Volt sind. Es scheint daher die Erklérung nahe zu 


1) A. Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien, 4. Aufl., S. 645. 
2) H. N. Russell u. F. A. Saunders, Astrophys. Journ. 61, 38, 1925. 
5) F. Hund, ZS. f. Phys. 88, 345, 1925. 
4) F. Hund, ebenda, 8S. 855. 
5) B. Cabrera, Journ. de phys. et le Radium 6, 241 und 273, 1925. 
6) St. Meyer, Phys. ZS. 26, 51, 1925. 
7) Ig. Tamm, ZS. f. Phys. 82, 582, 1925. 
23 * 
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liegen, daB fiir die Eisengruppe nicht nur das unterste Teilniveau des 
jeweiligen Grundterms, sondern auch alle iibrigen in Betracht zu ziehen 
sind. Man hat also mit einem Gemisch zu rechnen, dessen einzelne 
Komponenten sich in den verschiedenen, den Subniveaus des Grundterms 
entsprechenden Quantenzustinden befinden. Wie man sich leicht tiber- 
zeugt, ist bei der oben angegebenen GréBenordnung der 4y und bei nor- 
maler Temperatur der Prozentsatz der die hoheren Niveaus einnehmenden 
Tonen tatsichlich ein bedeutender. 

Fiir ein solches Gemisch wird die Curiesche Konstante C (das 
Produkt Suszeptibilitat mal Temperatur): 
(ef DN; u} cos? Bp (1) 

RN; 

Hierin ist nach j, der inneren Quantenzahl, von jmin DIS Jmax 2U summieren ; 
auBerdem bedeutet 


las 


Nj; =Q2jte * 
das Gewicht, mit dem die einzelnen Niveaus zu bewerten sind; R ist die 
Gaskonstante. 


| 
= 
Ne 
YS 


Wy =I9 (3) 
ist das in passenden Hinheiten gemessene quantentheoretische magnetische 
Moment, gleich innerer Quantenzahl mal Aufspaltungsfaktor ; 


os a; == (4) 


bedeutet den quantentheoretischen Mittelwert von cos” 9. 

Nun wird aber gewohnlich an Stelle der Curieschen Konstanten 
die entsprechende Anzahl uw, Weissscher Magnetonen angegeben nach 
der analog (1) gebildeten Gleichung 


il iN 
CG ee WwW ~ 
BR (aon) ) 
und man bekommt durch Gleichsetzen von (1) und (5) bei Beriicksichti- 


gung von (2) und (4), wenn man sogleich im Zihler und Nenner mit dem 
Boltzmannfaktor des Grundniveaus dividiert: 


/ Pe 1 ch 4¥; 
D (25 aye ET a? 
ee Diss aor ) ; yj 


(6) 


ch 4; 


Z(QjeE ies FP 
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Dabei bedeutet Jv; den in Wellenzahlen gemessenen Abstand des 7%? 
Niveaus vom Grundniveau; das Grundniveau selbst ist bei der Summation 
mit 4yv — O zu rechnen. 


3. Zwei Grenzfalle. Zur genauen Berechnung des Ausdrucks (6) 
wire somit die Kenntnis der Aufpaltungen Jy und der Beobachtungs- 
temperatur 7’ erforderlich. Fiir den Vergleich mit der Erfahrung be- 
trachten wir die zwei Grenzfille: einerseits Jv = oo oder T = 0 (das 
entspricht der Hundschen Rechnung fir die seltenen Erden, wo dieser 
Grenzfall im allgemeinen, siehe unten, tatsichlich vorzuliegen scheint), 
andererseits Jv — 0 oder J’ == oo, also Gleichverteilung auf alle 


Niveaus. Im ersten Falle wird wu, einfach gleich 4,97 u; ess wobei 


das j des jeweils tiefsten Niveaus des Grundterms einzusetzen ist, im 
letzteren Falle hat man in dem Ausdruck (6) alle Exponentialfaktoren 
gleich Eins zu setzen. 

Welche Grundterme werden nun von der Multiplettheorie fiir die 
Atome von Sc bis Cu vorgeschrieben? Fiir die zwei- und héherwertigen 
Ionen dieser Elemente haben wir guten Grund, anzunehmen, da im 
Normalzustand alle Valenzelektronen vom 3,-Typus sind, wabrend alle 
solche Terme, an deren Entstehung auch ein oder zwei 4,-Elektronen 
mitwirken, bedeutend unstabiler geworden sind 1), Mit anderen Worten: 
Der Grundterm eines Ions mit ¢ Valenzelektronen wird erhalten durch 
Vektoraddition von g Elektronen mit den Quantenzahlen 7 — 2 und 
s=/, Als Resultat einer jeden Vektoraddition erhalten wir eine 
ganze Reihe Terme, von der wir nach der Hundschen spektroskopisch 
durchaus gesicherten Annahme nur den mit dem gréften - und s-Wert 
als den tiefsten in Betracht ziehen. Wir erhalten dann nach Formel (A) 
aut $.334 fiir jedes z diejenigen Grundterme, die in der zweiten Zeile 
der Tabelle 1 angegeben sind. 

Analoge Terme sind groStenteils von der Untersuchung der ersten 
Funkenspektren her bekannt. Dabei hat sich erwiesen, da8 die Grund- 
terme fiir zg —= 1 bis 4 regelrecht und die fiir = 6 bis 9 verkehrt 
anzunehmen sind. Es ist sehr befriedigend, daB den Ubergang zwischen 
diesen beiden Gruppen bei ¢ = 5 ein S-Term bildet, bei dem (als Einfach- 
term) die Unterscheidung zwischen regelrecht und verkehrt hinfallig wird. 
Auf Hinwande gegen diese Hypothese, die sich tibrigens in ahnlcher 


1) Vel. dariber 0. Laporte, ZS. f. Phys. 89, 123, 1926. 
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Form bei den seltenen Erden durchaus bewahrt hat, werden wir unten 
noch zu sprechen kommen. 

In Tabelle 1 sind auSerdem die zur Berechnung von u,, im Grenzfall 
Av = c nétigen numerischen Werte aufgefiihrt. 


Tabielie eS): s 


Z Seal & 2 B 4 5 6 7 8 oliaro 

Term t Seams 1g 2D 3p 4h 5D 69 5D 4h 3 2D 1g 
j Oe oe eed 2 | 4 | jee 
0 4 2 2 0 9 3 4 5 6 0 

g 0 5 3 B 0 me 2 3 4 5 0 
Ly (co). 0 Teel 8,1 3,9 0 29,6 | 33,6 | 33, 28,0) 7S Zale) 


Die Zahlen der untersten Zeile geben die schon von Hund verzeichnete 
Kurve, vgl. den SchlufS seiner zitierten Abhandlung oder unsere Fig. 1. 
Diese Kurve ahnelt mit ihrem Minimum fiir ¢ = 4 durchaus der der 
seltenen Erden, doch ist ein derartiges Minimum fiir die hier in Betracht 
kommenden Jonen (Cr”, Mn™) durchaus nicht beobachtet. ¢ 

Dagegen erhalten wir eine symmetrische Magnetonkurve mit emem 
Maximum fiir ¢ == 5 (Mn, Fe”) in dem anderen Grenzfall sehr kleiner 
Aufspaltungen 4y — 0 (sehr hoher Temperatur): 


Tabelle 2 
| 0 1 4 
Z | 5 
10 9 6 
Meri) 51 1g 1D) 3K Ji LUD) 89 
; 3 5 3 5 7 9 ¢ 5 
9 0 4.6 | oP aise Ree a | 6 8 8 Be 
0 5 D 38 #12 4 beso (21 3 On a Di Deeg 
My (0) ) 14,5 21,6 27,7 26,0 29,6 


1) Die Zeile der 7-Werte entspricht ganz den Schliissen, die A. Sommer- 
feld, Phys. ZS. 26, 360, 1925, aus der Stonerschen Untergruppeneinteilung ge- 
zogen hat, nimlich ,j7 — O* fir die Stellen, wo Untergruppen abgeschlossen 
werden (z — 0, 4 und 10) und ,7 = 7 F 4/9“ fiir das erste Klement vor und 
hinter einer abgeschlossenen Untergruppe (namlich 7 = %/, fiir z = = '1 und 3, 
j = lp fiir z= 5 und 9). Ganz Entsprechendes gilt fiir die j-Werte in der 
Gruppe der seltenen Erden. Der allgemeine Beweis laft sich leicht mit Hilfe der 
Gleichungen (B) und (C) in Anm. 1, 8S. 334 fiihren. Es ist interessant, dafi auf diese 
Weise (naimlich durch den Nachweis von 7 = 0) auch der Abschlu8 der Stoner- 
schen Teiluntergruppen Ny4 (z. B. der Lij,;, Myg,.---Schale) bewiesen werden kann, 
wihrend mit Paulis Eindeutigkeitssatz allein nur der entsprechende Beweis fiir 


at 
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Auch diese Kurve ist in Fig. 1 eingezeichnet. Thr Verlauf zwischen den 
ganzzahligen Abszissenwerten, insbesondere der eckige Verlauf bei ¢ = 5 
ist natiirlich physikalisch bedeutungslos. 

4. Vergleich mit der Erfahrung. Zum Vergleich mit der Er- 
fahrung benutzen wir die folgenden Werte, die wir den bekannten Zu- 
sammenstellungen Cabreras und dem neuen Stonerschen’) Buch ent- 
nehmen. Die Angaben fiir Lésungen sind wohl am zuverlassigsten. Die 
Daten fiir die Oxyde sind nach Stoner sehr unsicher und nur der Voll- 
stindigkeit halber angegeben. 

Unseren Vorstellungen gemiS sollen die gemessenen Werte — in 
Fig. 1 durch Kreuze markiert — zwischen den beiden Kurven uw, (0) 
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Fig. 1. 


und (, (cc) liegen, was, wie man sieht, in der Tat fiir die Elektronen- 
zahlen 3 bis 7 der Fall ist. Besonderen Wert legen wir auf die gute 
Ubereinstimmung fiir ¢ — 5, wo sich beide Kurven kreuzen, da der be- 
treffende Grundterm (°S) einfach ist. Der theoretische Wert ist nach 
Tabelle 1 oder 2 in diesem Falle 29,6, wahrend die zuverlassigste experi- 
mentelle Bestimmung (Mn”, Lisung) 29,4 ergeben hat. Es ist wohl kein 
Zufall, daS auch in der Hundschen Magnetonenkurve der seltenen Erden 


den Abschlu8 der Hauptuntergruppen m, (%. B. der Ly,, Leg -- .-Schale) méglich 
war. Diese Verschirfung wird hier erméglicht durch Hinzunahme der Hundschen 
Postulate iiber den Charakter der in Frage kommenden Grundterme. 

1) KE. CO. Stoner, Magnetism and Atomic Structure, London 1926; siehe be- 
sonders 8.127 {f., Tabelle X, XI und XI. 
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Tabelle 3. 


O. Laporte und A. Sommerfeld, 


Mn 
26,4—30,2 
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Oxyde 


der entsprechende Punkt in der Mitte 
der Kurve, entsprechend dem *S-Term 
von Gd’, besonders gut mit den Beob- 
achtungen tibereinstimmt. 

Dagegen zeigt sich eine ausge- 
sprochene Abweichung von unserer Er- 
wartung fiir g==8 und 9, d.h. fiir Ni” 
und Cu", wo die Beobachtungspunkte 
unterhalb der Kurve w, (0) liegen. Zur 
Erkliirung dieses merkwiirdigen Befundes 
kénnte gesagt werden, dab nicht nur die 
verschiedenen Niveaus des zur Berech- 
nung benutzten Grundterms, sondern 
auch die eines vielleicht naheliegenden 
metastabilen Terms zu dem w-Werte 
beitragen kénnten. Solche ‘Terme kom- 
men ja, wie man von den Bogen- und 
ersten Funkenspektren weil, in den 
komplexen Spektren in grofer Anzahl 
yor'). Doch scheint es gerade bei Cu” 
schwer, einen plausiblen, zu 7D benach- 
barten Term ausfindig zu machen, der 
den «-Wert heruntersetzt. 

Man kénnte ferner daran denken, 
bei Ni” und Cu” die Annahme autf- 
zugeben, daf die betreffenden Grund- 
terme verkehrt seien. In der Figur ist 
deshalb am rechten Knde derselben — 
gestrichelt — ein Stiick der u(co)-Kurve 
fir regelrechte Terme eingezeichnet. 
Wie man sieht, liegen die MefSpunkte 
zwischen dieser Kurve und der Grenz- 
kurve w (0), so daB in der Tat durch die 
Annahme regelrechter Grundterme die 


1) Vel. hierzu die <Ausfiihrungen yon 
R. Swinne iiber ,Elektronenisomerie* in 
der ZS. f. Blektrochem. 81, 417, 1925, wo 
auch gerade die Magnetonenzahlen der Kisen- 
gruppe besprochen werden. 
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beobachteten Magnetonenzahlen von Ni” und Co” erklart werden kénnten. 
Aber auch diese Annahme ist nur ad hoe gemacht und insbesondere bei 
Gu” unwahrscheinlich, wo wir aus allgemeineren Griinden (vgl. Anm. J 
auf §. 8388) den j-Wert des Grundniveaus von Cu” gleich °/, fanden. 


Bine Priifung des Sachverhalts wire — abgesehen von der Untersuchung 
der Spektren Ni LM und Cu Ji! — durch das Studium der Temperatur- 


abhingigkeit von pw moglich (siehe die folgende Nr. 5). 

Nach den frtiheren Arbeiten von A. Sommerfeld (zitiert auf 5. 333) 
und nach , Atombau‘, 8. 646, sollte der magnetische Abbau vom neutralen 
Mn und Cr zu den zwei- und dreifachen fonen in ganzzahligen Schritten 
yon je einem Bohrschen Magneton erfolgen, im Sinne des folgenden 


| Schemas: 
. Mn (8S baw. ®S) Mn' (75) Mn” (8%) Mn‘” (©D) 
ing 5 on 7 6 a) 4, 
Or(7s) Or’ (88) Cr’ (PD) Cr” 4F) 
1 — an) 5 | 4 3 


Entsprechend dem in der Kinleitung Gesagten ist dies aber nur richtig 
bei denjenigen Zusténden, die durch S-Terme gegeben sind, namlich nur 
links von dem vertikalen Strich unseres Schemas. Die Ganzzabligkeit 
der Magnetonenzahlen rechts von diesem Striche kénnen wir von unserem 
- jetzigen Standpunkt aus nicht bestitigen. Deshalb miissen wir aach den 
frtiher gezeichneten geradlinigen Anstieg der (auf Bohrsche Kinheiten 
reduzierten) Magnetonenkurve zwischen Ga” und Mn” als nur scheinbar 
und nur durch thermische Mittelung bewirkt erklaren. 
5. Allgemeines tiber die Abhingigkeit der Suszeptibilitat 
yon der Gré$e der Aufspaltungen und von der Temperatur. Wir 
kommen zur Diskussion des Kinflusses des Boltzmannfaktors in (6). Da 
Chl = 1,42 grad/em ist, kann bei normaler Temperatur die Wirkung 
eine sehr grofe werden. Nehmen wir beispielsweise die Aufspaltungen 
des °D-Terms im Normalzustand von Cr” zu 50, 100, 150, 200 cm? an, 
‘so erhalten wir als w-Wert mit 7’ — 300° nach Gleichung (6) 19,5, 
withrend ja 24 gemessen wurde. Wir kénnen daraus vielleicht schliefen, 
‘erm im Cr LL[-Spektrum vermutlich kleiner 


Pw 


el «eee: Oe 


~ dab die Aufspaltungen des °D- 
als 60, 100, 150, 200 cm~? sein werden, in welchem Falle der thermische 


Mittelwert tiber 19,5 heraufriicken und dem Werte @ = 26 der Grenz- 
kurve (0) sich nihern wird, 

Bs sei bei dieser Gelegenheit darauf aufmerksam gemacht, da auch 

“bei den seltenen Erden, trotz der viel gréBeren Jv, die iibrigen Niveaus 

des Grundterms neben dem tiefsten sich bemerkbar zu machen scheinen. 


a, 2 at 
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Wiihrend bel dem Minlachterm von Ga’) wie oben bemerkt, die Uberein 
atimmung awisehon Mhoorie und Heobachtting vollicommen iat, aind reehts 
davon (vel die Hundeche Pigur) die heobaohtoton Werte atets tleiner 
ala die herechneten, Mir die unvorhittniamitiie profle Abweiehung boi 
Hu’) die Hund durch unveinos Material gu enliven eueht, mbéehten 
wit ebentalla daw Mitwirken der anderen Niveaua doa Ue'Torme ver 
antwortheh machen; int dooh dieser erm, ebeneo wie der °2.'Morm im 


ronan analogen Cr, wegen) O in diowor Hinsioht bosondera sensitiv, 


In dor Pd-Grappe, wo die Aulepaltungen grdter ale in dor Misens 
eruppe, aber Kleiner ala bet don LTonen der selton Erden soin werden, ot 
warton wir Magnotonengablon, die eioh dor Crongkurve ay (ee) nibor 
ansehhiovon ala die der Eixongrappe, aber nieht eo weityohend damit yus 
sammentatlon aly bei dou seltoneu Erdon, Messungen dow Paranagnotis: 
mun in diever Grappe wiren aohe gu begriition, 


Dureh die Abhiingigkeit dor Magnotonongahlon von ofy kann eine 
Abweichung von dem Koasolachen ,magnotischen Versohiobungssats" 
horvorgerufen werden, Nach diesem Sate wtirde die Magnetonongahl 
lediglioh von der Zahl ¢ der Auvenolektronon abbtingon, also, wie wir 
im vorstehonden stote annahmen, gleich grof sein far Cr und Ma’ uw. 
Da aber dio day tir die droifachon Tonen, allgemoin gosprochen, giver 
vein werden ala fir die vwetlachon, ao kann, aul dom Uniweg ther den 
Bolivmanntaktor, doch eine sokundive Vorsohiodenheit swisohen Droits 
und Zweilachionon entatohons Die Droifachionen sollten dor Gren. 
kurve ty (eo) nihor Legon ale die Awellachionon mit ihrom Kklotneren of a 
Hine Sondorstollung nimmt auch hier der Hintachtorm bei Mn baw, fe” 
ein; hier mul dor Kosselsche Sate exalt golten, 

AY 

Durch die Faktoron ¢ F kommt gugleioh eine merkliohe Abs 
hingigkeit dor Magnetonongahlon und damit der Curiesohen Konstanten 
von der ‘Temporatur gustande, Wahrond % von 0 bis ce wiohet, 
mito der die Magnetononsahl roprisontioronde Punlt in Mg. t die ganse 
Strocke durchlauton von dor Grongkurve (ay (eo) bis sur Qrenekurve dy (0). 
Wir orwarten also bei regelrochton ‘Vormon einen positiven Tomperatun: 
koeltizionten dor Magnotonongahl, bei verkehrten einen nogativen, Dab 
die Abhingigkeit monoton ist, da® also insbesondere dor die Magnotonens 
zahl roprisentiorende Punkt die Grenekurven nicht thersohroiten kann, 
libt sich im Falle eines Dublottorms (@ B. Cu") direkt mathomatisoh 
veritizioren, 


i 


» 
> 


q 
; 
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Bei festen Salzen und zum Teil auch bei Lisungen wird diese Ab- 
hangigkeit durch die nach dem Weissachen Gesetz y == 7 L a he-~ 
stehende Semperaturabhingigkeit verdeckt sein. Bei verdtinnten Lé- 
sungen, wo 77’ nach den gewobnlichen Anschauungen streng konstant 
sein sollte, wenn keine anderen Stérungen wie Hydratation usw. vorhanden 
sind, wire der von uns gefolgerte Gang mit der Temperatur am ehesten 
wu entdecken; andererseits wird sein Nachweis hier erschwert durch die 
engen Grenzen, welche der Verinderung der Temperatur bei Lésungen 
naturgemab gezogen sind. 

6. Paramagnetismus und Quantenmechanik, J. A. van Vleck 
setzt in der Nature 118, 226, 1926 auseinander, daf trotz der Diskonti- 
nuitit der magnetischen Niveaus die Langevinsche Formel, wie sie sich 
bei kontinuierlicher Hinstellung wegen cos? == 1/, ergeben wiirde, in 
der Quantenmechanik beizubehalten sei, sofern man nur den Drehimpuls J 
des Atoms quantenmechanisch umdefiniert. Das Ergebnis ist, wie auch 
van Vleck bemerkt, genau dasselbe wie bei unserer Behandlung — 
natiirlich unter Beschrinkung auf einen Hinfachterm oder auf ein Niveau 
eines Mehrfachterms. Dies lehrt die folgende Zusammenstellung: 


Langevin-} Quantenmechanik: Unsere Darstellung Gl. (1), (8), (4): 
; (— fa ps | C == cos’ ® ye 
3 R’ | Kt 
eC ) | Lj 41 
u=s9 J=VIG+D), | p= hy, of F =e, 
. 4 i 2 A ’ 3 | v) F 
go = IG ths | lh ag ews. 
ak | 3 Lt 


Wir diirfen daraus schlieben, daB die obigen Ergebnisse von der Quanten- 


~mechanik unbertihrt bleiben. 


Miinchen, Institut ftir theoretische Physik, September 1926. 
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Die Abschirmungskonstanten der relativistischen 
oder magnetischen Roéntgenstrahlendubletts. 


Von Linus Pauling!) aus Pasadena, zurzeit in Miinchen. 
(Eingegangen am 27. Oktober 1926.) 


Die Theorie des Kreiselelektrons fiihrt fiir die relativistischen oder magnetischen 
Dubletts zu Werten fiir die Abschirmungskonstanten der Roéntgenspektren, die in 
guter Ubereinstimmung mit den experimentellen Werten stehen. 


Die Berechnungen, die bisher tiber das Kreiselelektron von Goudsmit 
und Uhlenbeck?), Bichowsky und Urey®), Heisenberg und Jordan‘) 
angestellt worden sind, geben nur einen kleinen Teil der empirischen 
Resultate fiir die relativistischen Dubletts des Réntgenstrahlgebietes 
wieder. Diese Beobachtungstatsachen kiénnen durch die folgende Gleichung 


dargestellt werden: 


1 - 
4v—k Far 0 (Z ey So)* ay Lr, (”, ki) + o«4 (Z— Sila 
+ Dy (kyo Zs) ++] (1) 


. 
Kine erste Annaherung an diese Formel ist von Heisenberg und Jordan 
gegeben worden. Sie erhielten mit Hilfe der Quantenmechanik : 


1 
Apa 2. ee es : 
Av R ke =a a (1) 


Wentzel®) versuchte nun, s, theoretisch zu berechnen, indem er jede 


0 
innere Elektronenschale des Atoms durch eine aquivalente Ladung — ze, 
die gleichférmig tiber eine Kugel ausgebreitet ist, ersetzte, und in seinen 
Gleichungen Ausdriicke vernachlissigte, die von héherer Ordnung als der 
ersten in z/Z sind. Auf diese Weise erhielt er Werte von s,, die stark 
von den experimentellen abweichen, was er als Schwierigkeit fiir die 
Theorie des Kreiselelektrons deutet. 

In dieser Arbeit soll gezeigt werden, daB die Diskrepanz, die Wentzel 
fand, nicht reell ist, sondern auf einem Irrtum in seinen Gleichungen 
beruht. Es wird sich vielmehr ergeben, daS sogar bei ausschlieSlichem 
Gebrauch der klassischen Stérungstheorie, an Stelle der quantenmechanischen, 


1) Fellow of the John Simon Guggenheim Memorial Foundation. 

2) G. E. Uhlenbeck und S. Goudsmit, Naturwiss. 18, 953, 1925. 

3) F. R. Bichowsky und H. C. Urey, Proc. Nat. Acad. Amer. 12, 80, 1926. 
4) W. Heisenberg und P. Jordan, ZS. f. Phys. 37, 263, 1926. 

5) G. Wentzel, ebenda, S. 911. 
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Werte von s, in verhaltnismaibig guter Ubereinstimmung mit den beob- 
achteten bei unserer Rechnung herauskommen. 
) Wir betrachten eine Elektronenbahn n, (wo k = k,, in der Roéntgen- 
 bezeichnung), die eine Anzahl von Elektronenschalen durchsetzt; wir 
werden die i-te Elektronenschale als homogene Oberflichenladung vom Be- 
trag — z,¢ idealisieren, die auf einer Kugel vom Radius 
ne 
oe @ 
 ausgebreitet ist. Dabei bedeutet m, die Hauptquantenzahl, welche die 
Schale charakterisiert, y, einen numerischen Faktor, der spater diskutiert 
' werden soll. Z,¢ ist die effektive Kernladung in dem i-ten Gebiet, mit 
: O—-1 <7 < Gi; wd Y= 4% mit Z, = Z— =z, wobei Z die 
Atomnummer des Atoms ist und z die Zahl der Elektronen, die sich innerhalb 
der betrachteten Bahn befinden. Wenn man die Stérungen, die von den 
Elektronenkreiseln herriihren, vernachlissigt und von der Relativitat ab- 
sieht, so wird die Bahn durch die Hamiltonsche Gleichung beschrieben : 


/ he 
P(e ee + V(r) = W, (3) 
— wobei 
. V(r) — V; (r) —— Zi = # e = rie ee ifeicls (3') 
Ns Qi Qi+1 
; A im i-ten Gebiet. Da q zyklisch ist, haben wit: 
__ kh 
lu Bag 


Die Bewegung des Elektrons im i-ten Gebiet ist die eines Elektrons, 
das durch k und eine radiale Quantenzahl n; charakterisiert ist, welche 
wir etwa ,abschnittweise radiale Quantenzahl* nennen wollen. Das soll 
ip heiBen, die abschnittweise radiale Quantenzah] im i-ten Gebiet ist die 
- radiale Quantenzahl, die fiir die Bahn charakteristisch wiire, wenn das 7-te 
Gebiet groB genug ware, um die ganze Bahn in sich einzuschliefen. Die 
abschnittweise radiale Quantenzahl ist durch die Gleichung  definiert 


i ele al 
ny ia ” 2m (W = V; (r)) aia ae © mr: dy. (4) 


Die wahre radiale Quantenzahl n’ andererseits ist gegeben durch die 


 Gleichung 

x \ i ‘ elie al 

Teh == = > m(W—V (r)) — ee (5) 
" j-te Gebiet 
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Aus den Gleichungen (3) und (4) erhellt, dat der Weg dos Hloktrons 
im éton Gobiet oin Absohnitt dor Keplerschen Klipse ist, die durch die 
abschnittweisen radialon und die azimutalen Quantenzahlen »; und & 
charaktorisiert ist, so dat er durch die bokannton Gloichungon beschrieben 


werden lkann: 


kK | n} 14 
4, * ’ %,° . 6; COS 4), 
r= FT cg 7) eee * 
ie (6) 
tex =» (+ 8, 8in ts), | 
Tarn zit 


In diesen Gloichungen bedouten g und w die abschnittweise wahre 
baw. exgentrische Anomatio, vom Aphel aus gerochnet; wikhrend und gs, 
die abschnittweise Hauptquantongahl und Exzentrizititt sind, die dureh 
die Gleichungen bestimmt sind ; 

ng t) 
haath oe ‘| f 
‘ ‘ ‘ t n} 
Wir fiihren nun mit Wentgel als Stérungstunktion die Energie; 


l \. 
? : (uw [v &)) 


ein, die von der Bowegung des magnetischon Moments « gogon das elektro= 
statischo Feld © herrihrt, Da zwei Quantenzustiinde, die cin relativi- 
stisches Dublett bilden, sich nur durch verschiedene Richtung von a 
gegen © unterscheiden, haben wir: 


P / = Zs — konst \\ } . 


Wir erhalten ebenso wie Woentsel: 


37m 
SS a at 
aad K. 


anes © » Goblot 

Av = konst kh. j -- a) (7) 4 
S dt 

tal te Gobier 


da ja die Tangentialkomponente der Geschwindigkeit » proportional zu A/rist. 


Durch Auswerten dieser Integrale erhilt man: 
. 


i °gZ, 
St yt = 


—d 


—~ (Ze {e— — 8, sing,)! 
= | Sa Rak | 1 { (Py \ Q\)} 
&te Goblet 


+ 23 {(p) ey sin gs) —(@y—8y Sin g)} +++ ZA} —gsing)}] @) 


7 


2 cr ahs at ies Dia 
eee ; Ge / 
Weed 
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und j Pe ys eee ; 
) Sa — aaR iar i — + &, sin u,)} 
i: tel te Geblet 


© +8 Zz? {(Wg + Bq Sin ly) — (Wy + By Hin My)} be tmp Zz" ((uj+ eysinmy)} |, (7) 


_ wo zwischen den Anfangs- und lndwerten , w und gy’, w der Bahnparar 


- 


meter die Beziehungen bestehen : 
E Y) 
: ld ; , yk 
Zi (1 — €4008 py) == Z, 5.1 (1 — bp 41 608 Py 41) = r , 
i 
J 0 
/ uw 
(1 + &,c08 %) = (7 
Li y ani’ ) 
Qi 


Y (Lee by 44 008 44) = — 
re M44 
Um Gleichung (7) auswerten zu kénnen, miissen wir ny in Abhéngig- 


eit von » kennen. Wir erhalten aus CGleichung (4), da wir wissen, dah 


grin Zp mn ee 
W== — = i | llen 9 Fit 
mag Qi Qi +4 
a 39 r) 
eo Liv MH +16 


. soe == konst 
) 7) | ' 
2 M44 O14 


und daraus in erster Anniiherung : 


My 
M4 = ny (1 y bi) 
i+1 / | Vi, By ’ 
P 
n 
j= gail. 
yi ' 
dem wir die Integrationen in Gleichung (6) ausfihren, bekommen wir 


f= 1, {F (a) — F (uy)} + 0g (F(a) — P(g) et my {1"(mj) — F'(0)}, 


(8) 


4 yj i} ees, ’ | } i Wy eer’ 
Ct - [ms &;8in m—Y1 te} are sin i . ee n(I V! | 


sten, mit Hilfe von Gleichung (8) den Ausdruck: 
| — hy | 


n= ni are > Z (uy Bi + C1 ++ Bie win my} | (9) 


Wir finden, indem wir (7') und (7) in (7) einsetzen und nach 
igenden Potenzen von ¢,/Z entwickeln, wobei wir die Gleichungen (8) 
1d (9) heranziehen, und die Entwicklung mit der von 


(A aad 8)" (1 0) 


Av =< konat 
KP n® 
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ypolaie ' , " = 
vergtoiohons Rp gl > Bon (11) 
, 
F : ain, t (1 4 00M p,)” 
Soe a | (Me gsi gy) | (W » mn Wi) = ; 
Bw 2 2 e Min py 


| \(1 + econ)? | La oOR @ cCORM—& ; 
thy i.) ee a a |[. cry 


gain ey Qe lain uy win py 
Wo 
| Ke 1 /yym} \ 
‘COR P; ( | ay CON Uy j ( y | ), 
i yy} e\ ” (11") 
i" Th 
F ek, Bi vom 
n ym) 


So orhtilt man das Reaultat, dati die Beitriige gy, dor durchdrangenen 
Sohalon sich additiv verhalten; innere Sehalen sehirmon mit ihrer vollen 


Bloktronengahl eg ab und tufere Sehaten Uberhaupt nicht. 

Gloichung (8) von Wentgela Arbeit iat aut dioselbo Weise abgeloitet 
wie unsere Gloichung (LL) mit der eingigen Ausnahme, dail dio Anmahme 
womacht wordon war, dal 9, Ny vee ny dol. dail die Dilferengen 
ewischen don absehnittweisen Quantengahlon und den wahren Quanten: 
vahlon vernachtinsigt worden waren, Diese Annahme ist jedoch ungereeht- 
fortigt, domi sie verursacht oinen recht merklichon Fehler in’ der 
Reohnung !), 

Wis hierher iat die Rechnung mit dor Klussischon Stdrungsthoorie 
durchgetihrt worden, Um dio Quantonmechanike sowoit als mbghich vu 
bonutven, werden wir an Stelle yon A” den Wert (0-1) benutzen, mit 
l hy = 1) denn in dor Quantonmoochanile tritt dor Ausdeuek +. 1) 
oft an Stolle des frtiheren 4% Wir werden die neue Quantonmechanik 
auch bei der Bestimmung dor mittlovon Lage dor Eloktrouen in dev éten 
Achale wu Rate giehon, Fir don offeltiven Radius g, dor éton Sohalo ist 
dor vermatlion richtigete Wort das Zeitmittel von yd. hy 


rl, 


. 
0 


T 


Das wellonmechanische Analogon dieser Grobe fie ein Blektron, das sieh 
in einer Bahn mit don Quantengahlon », Fund mm betindet, ists 


i= If r Daa ay, 


') Horr Wontwel atimmt nach treundliohor Rieksprache mit dem Vorlasser 
hierin Uberein, 
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wo W,,,, die auf Eins normierte Eigenfunktion ist, welche die wasserstoft- 
ihnliche Bahn charakterisiert). Die Methode zur Auswertung dieses 
Integrals ist von Waller’) angegeben worden, dessen Gleichungen zu 
dem Resultat fiihren: 


er ign? [- 1 (i+ 1) 
faa 5[1+5(1- i )} (12) 


in vollstindiger Analogie mit dem klassischen Ausdruck, der /? anstatt 


(1 + 1) enthielt. Da wir aber m, aur Bezeichnung der Hauptquantenzahl] 
der j-ten Schale an Stelle von n benutzten, so haben wir fiir eine Schale 
mit den Quantenzahlen m, und 1, nach (2) und (12) zu schreiben: 
“w=1+ (1 —-]. (12') 
Es hat sich gezeigt, daB es keinen wesentlichen Fehler bedeutet, 
wenn man die Untergruppen einer Schale zusammen betrachtet, indem 
man einen Mittelwert von y ftir die ganze K, L, M-Schale benutzt, naémlich: 
(m, — 1)? 


pastes te (12” 
21% 4.mj } 


y(m) = 1+ 

Die aus Gleichung (11) erhaltenen Resultate finden sich in der Tabelle, 

in der sowohl die einzelnen Beitrage der durchstoBenen Schalen als auch 

die totale Abschirmungskonstante angegeben sind. Die Ubereinstimmung 

mit den Beobachtungsdaten ist, wenn auch nicht vollstindig, so doch 

recht befriedigend; Unterschiede miissen der angendherten Giiltigkeit der 

Ableitung von Gleichung (11) zugeschrieben werden, auBerdem der An- 

wendung der klassischen Storungstheorie an Stelle der quantenmechanischen, 

und besonders der recht groben Idealisierung einer Elektronenschale durch 
eine Oberflichenladung auf einer Kugel. 


Dublett | La2Le1 MooMo1 | MasMae |) No2No1 | NaaNaz | Nas Naa 
I Se a | 3 4 A ( 
RH 1U-+1) .| 2 \ 2 6 I 2 6 12 
Kime Li 185 || 1,84 | §2,00 1,33 2,00 2,00 
L:m=2| 1,50 | 2,97 | 4,55 3,35 4,73 8,00 
804) Mim = 3 ey 3.63 3,82 5,72 6,71 9,56 
Ni: m = 4! — — | — 6,80 6,99 6,71 
a = “= a -|| = _ 
8 2,85 || 7,94 -| 10,87 || 17,20 20,43 26,27 


8, beob.. . . [3,504 0,02 | 8,4 + 0,2 |13,0 + 0,8/ 17,0 + 0.8 244+2,5| 34 


! 
| 


1) E.Schrédinger, Ann. d. Phys. 79, 36, 1926. 
2) J. Waller, ZS. f. Phys. 83, 635, 1926. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XL. 94 
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We int bemerkenswert, dal die Obereinstimmung zwischen unserer 
Rochnung ond der Melahrung um so besser ist, jo grdfer die Nxzontriaitit 
der Bahn wird, alwo bei Nyy Ny, besser ala bei Nyy Ny, usw. Das ist au 
erwarten, well, wie schon Wentzel hervorgehoben hat, die Durchdringung 
einor Sehale nur bet Bahnon grofler Mxvontrizitiit (inhezu senkrechtem 
Durchachnoiden) definiort iat und bet) kreislOrmigen Bahnon unbestimme: 
wird In dor Tat hat cine graphisohe Untersuchung unserer Gleichung (11) 
wovoigt, dat im Palle sole exventrischer Bahnen der Wert @, Yr pang 
wonaue Rosultate poben sollte, aber dail tir weniger exzontrische Bahnen 
die berechnoten Werte za niedrig auslallon miissen '), 

Wir dlirfon also die Rosultate sogur diesor angentiherton Rechnungs- 
woine, wie wir sie hier angewandt haben, als Argument zugunsten der 


Thoorie dea Kreiweleloktrons ansehen, 


Miinchon, Inetitut tie theoretischo Physik, 26. Oktober 1926, 


') Horr W. Pauli epricht in cinem Beiofe an Herre Wentsel die Vermutung 
aus, dal die povonwoitige magnotivehe Bahnonorgie der betrachtoten Bahn und 
dor Ubrigen Atombahnon mighohorwoise fir dio awol Niveaus, dio cin relativistisohes 
Dublotl bilden, versohioden goin kGnanto, und dal dieser Unstand dio Absohirmungs. 
konwlante tellwoine erldiven kann, Aber dio ausgevoiohneto boreinstimmung, 
die wir bet dem Dubletti tanden, tir das unsere Borochnung am genauesten gilt 
(Noo Noy) macht os unwahrscheintioh, dal diosor Itfekt, wenn or oxistiort, yon 
MWinthath iat, 


Uber ein Problem der Diffusion im Schwerefelde. 
Von Reinhold Firth in Prag. 
Mit 4 Abbildungen. (Hingegangen am 1. November 1926.) 


Berechnung der Dichteverteilung als Funktion der Hohe und der Zeit in einer 
Lésung endlicher Hohe unter der Wirkung von Schwere und Diffusion. Abschatzung 
der ,Sedimentationszeit*. Aufklirung scheinbarer experimenteller Widerspriiche. 


$1. Befindet sich eine (kolloide oder kristalloide) Lésung, deren 
Teilchen ein anderes spezifisches Gewicht besitzen als die umgebende 
Flissigkeit, in einem homogenen Schwerefelde mit vertikaler Kraft- 
richtung, dann kann man sowohl auf hydrodynamischem als auch auf 
statistischem Wege leicht die bekannte Relation ableiten, daB die Dichte 
(oder Teilchenzahl pro Volumeneinheit) » als Funktion der Héhe «& tiber 
dem horizontalen GefiSboden sich nach der fiir ideale Gase giiltigen 
Héhenformel verteilt 

Ni i Cre eee (1) 
worin & eine von der Gréfe der Teilchen, dem spezifischen Gewicht der 
Teilchen und der Fliissigkeit und von der Temperatur abhingige Kon- 
stante ist. WVoraussetzung fiir die exakte Giiltigkeit dieser Formel ist, 
makroskopisch gesprochen, da die Lésung dem ,idealen* van ’t Hoffschen 
Gesetz gehorcht; mikroskopisch gesprochen diirfen die Teilchen aufein- 
ander keine merklichen Kriafte ausiiben, und es muf ihr Eigenvolumen 
gegen das Volumen der Lisung vernachliassigbar klein sein. 

Aus den erwahnten Betrachtungen laBt sich nun wohl auf die 
Existenz dieses Endzustandes schliefen, nicht aber auf die Zeit, die ver- 
streichen mu, damit, von einem gegebenen Anfangszustand der Dichte- 
verteilung ausgehend, dieser Endzustand sich mit einiger Genauigkeit 
einstellen kann. Die Beantwortung dieser Frage ist nun aber fiir die 
Physik der Lésungen, insbesondere der kolloiden Liésungen, sehr wichtig, 
da der Vorgang der Einstellung des barometrischen Endzustandes mit 
dem Vorgang der Sedimentation im wesentlichen identisch ist. 

Nun ist, wie Smoluchowski') bemerkt hat, das Zustandekommen 
des Sedimentationsgleichgewichts vom mikroskopischen Standpunkt auf 
den Ausgleich zwischen der die Teilehen zu Boden ziehenden Schwere 
und der Warmebewegung bzw. Brownschen Bewegung der Teilchen 
der Liésung zuriickzufiihren; vom makroskopischen Standpunkt entspricht 


1) M. V. Smoluchowski, Ann. d. Phys. (4) 48, 1103, 1915. 
24% 
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dem genau das Zusammenwirken von Ditfusion und Schwere oder kure 
die Diffusion im Schwerefelde. Wir kinnen daher das Fortschreiten dor 
Sedimentation in einer Lisung theoretisch durch Lésung eines entsprechen- 
den Problems der unter der Kinwitkung der Schwere erfolgenden Diffusion 
erfassen. Im folgenden soll hierzu ein Beitrag gegeben worden, 

§ 2. Wir betrachten zuniichst cine Lésung, die cin unendlich hohos 
Gefi8 mit horizontalem Boden anfangs derart erfiillt, dat bis zur Hohe /7/ 
eine gleichmibige Dichte herrscht und oberhalb von // dio Dichte Uberall 
gleich Null ist, also sich dortselbst nur das reine Lisungsmittel betindet, 
Der Boden soll die Rigenschalt haben, dai die an ihn gelangenden ‘Voilehan 
nicht ankleben. Wir nennen w (2, t) die Teilchenzahl pro Volumeneinheit 


(oder die Dichte) als Funktion des Ortes — in diesem Halle der Hbhe a, 
da das Problem offenbar nur von dieser einen Koordinate abhiingt — und 


der Zeit t Wir haben nun die folgende Dittusionsaulgabe vu ldson: Zu 
suchen ist eine Lisung der Differentialgleichung der Diffusion mit Uher- 
gelagerter Konvektionsstrémung 

Ow , w Ow 


ot oat ae 


worn D der Diffusionskoeftizient ist und ¢ die Geschwindigkeit der 


(2) 


Konvektionsstrémung oder auch jene Geschwindigkeit, mit der sich die 
Teilchen der Lisung unter der Wirkung der Schwere im widerstehenden 
Mittel gleichmiBig bewegen witrden, wenn sich hiertiber nicht die Wilrmes 
bewegung tiberlagern wiirde, Die Antangsbedingung lautot ‘ 


w(v,0) == const Nr Oca H; w(v,0) == 0 ras A 


Wir wollen die Antangsdichte so withlen, daf die gesamte in dor Lisung 


enthaltene Substanzmenge gleich Kins gesetzt ist, Dann ist also vw (w, 0) ss i 
Die Randbedingungen lauten so, da’ an der Ebene v 0 dor aus Dilfue 


sions- und Konvektionsstrémung zusammengesetzte gesamte 'Teilehentlub 
in vertikaler Richtung gleich Null sein mul, 

Das Problem list sich ohne weiteres erledigen, wir kénnen uns aber 
die Mihe der direkten Lisung ersparen, wenn wir dic Lisung eines 
analogen Problems, das Smoluchowski 1, & behandelt hat, entsprechend 
umformen. Das Smoluchowskische Problem ist mit dem hier be- 
handelten identisch bis auf den Umstand, da’ die Anfingsbedingung 
anders lautet, niimlich so, da w(w, 0) tiherall gleich Null nur in dor 
diinnen Schicht zwischen w und «+ da von Null verschieden sein soll, 


derart, daB die gesamte urspriinglich vorhandene Substanzmenge wloich 


i ie ee hh eee 
8 so 
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Wine gesetzt ist, Nennen wir die Lésung unter dieser Anfangsbedingung 
W (ty, 0 Y), dann kénnen wir dieselbe nach Smoluchowski direkt hin- 


schreiben in dev Morm 


| _ Gat _ Grama _c4—%)_ CF 
W (aos w, !) ane VaDt |“ 4 Dt z 2 4 Dt “ 2D 4p 
, 4 on wi 
+ 1: ¢ P\ cde, (3) 
DVax 
at tr tg — Ot 
v] Vor 


Aus (8) bekommen wir offenbar die unseren Anfangsbedingungen 
entaprechende Lésung, wenn wir den Ausdruck (3) von Null bis H nach 
vy integrieven und noch, um unserer Normierung zu genligen, durch 
dividieren, also 7 

| : 
Wat) = Ti W (Boys By Id uy. (A) 
i] 


Die einfache Ausfihrung dieser Rechnung ergibt die folgende Forme! 


fir w 
| Oo ct’ ‘n— T+ eb 
wed = eal op)” 9 cael 


1. ~* a + HL — et not 
a a dad o\y - ; - —~ ae) 
2H ( 2 VDI ) err J 


Vi Oe a= oe a+ H— cb? 
rig i. ae pS a OD), md | 
HYaD 
i a 6B {( nw (2) Gat ona(e + H — ct | 
: Al we Cl sas | ae (07 a 
a Cn 
ad ap‘ Dy (5) 


worin p das Gaubache lehlerintegral 
y 

2 “2 
Vy) = Vx o~* he 

m 
pedeutet, 9 
Aus der etwas untibersichtlich gebanten Formel kann man ohne 
eiteres ablesen, dab fir ¢ == 0 der Ausdruck sich auf 1//1 reduziert, 
enn # < H und auf Null, wenn 7 > H, also tatsichlich unseren An- 
fangsbedingungen gehoreht, Mur sehr grobe ¢ vereintacht sich Formel (5) 


vesentlich und liefert eke 
we, 00) = a e P, (6) 
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Dies ist nun in der Tat die barometrische stationire Verteilung ent- 
sprechend Formel (1), wie auch Smoluchowski l.c. bereits gefunden hat. 


An Hand der Formel (5) kann man den allmihlich erfolgenden Uber- 
gang zwischen der gleichmifigen Anfangsverteilung und dem Endzustand, 
also das Fortschreiten der Sedimentation verfolgen. Der besseren Uber- 
sichtlichkeit halber habe ich fiir einen praktisch vorkommenden Fall den 
Verlauf von w nach Formel (5) numerisch berechnet; die Resultate dieser 
Rechnung werden durch die 
Kurven der Fig. 1 dargestellt. 

Angenommen wurden fol- 
gende Werte in CGS-Einheiten: 


ea 2. ie 
Dr—— 4... 0a 
hea, (55: 


§ 3. Die in § 2 mitgeteilte 
Loésung befriedigt insofern nicht 
ganz, als sie den iiblichen Ver- 
suchsbedingungen nicht gerecht 
wird, die einfach darin bestehen, 


da8 man in ein Gefi8 die Lésung 


Fig. 1. 


mit gleichmiSiger Dichte bis 
zu einer Hohe H einfillt; bei H hat man entweder die freie Fliissigkeits- 
oberfliiche oder eine (nicht adsorbierende) Deckplatte anzunehmen. Wir 
wollen versuchen, auch fiir diese Bedingung die Differentialgleichung (2) 
zu lésen; die verainderte Randbedingung lautet jetzt so, da sowohl fiir 
x = O als auch fiir « — H der gesamte Teilchenstrom in der Richtung 
der w-Achse verschwinden soll, oder mathematisch formuliert 


D Ow =O). Tun eee Oe a ET 
On 
Hierzu tritt noch die Anfangsbedingung (7) 


1 
ul q tert 


Wir benutzen zur Lisung von (2) die von Smoluchowski erkannte 
Eigenschaft dieser Gleichung, durch Einfiihrung der durch 


w= we 2D 4D (8) 


Ot 
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definierten Funktion wu in die gewohnliche Diffusionsgleichung 


Ou D ru 


= =Da;G (9) 
tiberzugehen. at On 
' Durch Binftihrung von w an Stelle von w gema8 (8) verandern sich 
) die Randbedingungen und Anfangsbedingungen (7) in die folgenden 
Ou (¢ jaa 0 
) =< —u4—=Q0 ii 
i Eau ae fiir eae, (10) 
| Wi i jp" fiir (pa MU (10a) 
i Hil 


Wir suchen zunichst partikulare Loésungen von (9) zu gewinnen, welche 
die Randbedingungen (10) befriedigen, und finden, da6 fir alle ganz- 
gahligen m die Funktionen 


nm Din? ‘ 
~ mt cH , aN 
COs at sin F 
H 2Da0 HT 


diese Forderung erfiillen. Durch lineare Kombination der uv, kénnen wir 


(11) 


pate 


eine allgemeine Lésung herstellen, die aber die fiir uns nicht brauchbare 


_ Ligenschaft, hat, fiir ¢ = © fir alle « zu verschwinden; daher ver- 
 schwindet namlich auch das nach (8) daraus gewonnene w, was mit der 


selbstverstindlichen Forderung in Widerspruch steht, daf [wd al 


fiir alle Zeiten Geltung haben mub. Diesen Fehler kénnen a aber be- 
seitigen, wenn wir noch eine weitere partikulare Lisung hinzufiigen, die 
ebenfalls die Randbedingungen (10) erfiillt und fiir ¢ — oo nicht ver- 
schwindet, Wir verseben diese Liésung u, gleich mit einem geeigneten 


Faktor, so da fir 4 = co, f w dx — 1 erfiillt ist. Sie stellt sich dann 


0 
so dar: 


¢ 1 pe it 
Uy = =— 5a e 2D ED. (12) 
1 ete gee 
Aus (12) folgt mit Benutzung von (8) 
c 1 — 

Wo (a) = D Sand Kae, 2. Cae = W (a, co), (13) 

Lae 

cH 


was bis auf den Bruch 1/1 — e » , wie es auch sein mu6, mit (6) iiber- 
einstimmt, Der Faktor riihrt daher, daB im ersten Falle ein Teil der 
Lisung wihrend des Sedimentationsprozesses entgegen der Schwere durch 
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die Ebene 2 — H nach oben hinausdiffundiert, wahrend dies in unserem 
Falle nicht méglich ist. 


Setzen wir zur Abkiirzung 


; Hal Gets 
cos = n sao: sin = = IX, (14) 


dann erhalten wir aus (11) und (12) mit Benutzung von (8) und (14) die 


allgemeine Lésung 


¢ c2t ma Dtn? é if on 
Sor ae 4a: C —=« 
Mee Be ee ae Sejm «on ° Dy Co 
n= = SS 
fee” 2 
welche unseren Randbedingungen (10) Geniige leistet und fiir { == oo in 


(13) iibergeht. A, sind darin zunichst willkiirliche Konstanten. Wir 
wollen versuchen, diese Konstanten geeignet so zu wahlen, da auch 
unsere Anfangsbedingung (10a) erfillt ist, was auf die Forderung fiihrt 


SA, Xn = f@) (16) 
n=1 
worn gesetzt ist 
1 =e 1 aes 
Le) = we” D er cae). (17) 
l1—e P 


Gelingt es, die Koeffizienten A, entsprechend (16) und (17) zu bestimmen, 
so wird nach bekannten Satzen der Theorie der Differentialgleichungen (15) 
die eindeutige Lésung des Problems. 


Nun ist es offenbar im allgemeinen durchaus nicht méglich, die 


Funktion (17) durch eine Fouriersche Reihe (16) darzustellen, in der © 


die Koeffizienten der sin und cos voneinander abhangig sind. Das ist 
nun aber gliicklicherweise auch nicht notwendig. Es geniigt vielmehr, 
wenn die Reihe (16) die Funktion (17) in dem Intervall O << «4 << H 
darstellt und zwar deshalb, weil infolge der eigentiimlichen Natur unserer 
Randbedingungen an der Ebene ~ — H der Anfangszustand der Lésung 
auBSerhalb dieses Intervalls auf die Vorgainge in seinem Innern keinen 
Einflu8 austiben kann, da wir uns ja an dieser Ebene eine feste Wand 
angebracht denken kénnen, die die beiden Teile vollkommen vonein- 
ander trennt. Wir wollen nun versuchen, f(#) auferhalb des Intervalls 
O < « < H geeignet so fortzusetzen, daB sie sich durch eine Reihe von 
der Gestalt (16) darstellen labt. 
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: Es sei g (#) eine Funktion, die der Bedingung 
| g2H— #1) = — 9) (18) 


ae leistet. Sie laBt sich dann unter den bekannten einschrankenden 


‘Bedingungen in eine Fouriersche Reihe nach sin-Gliedern allein ent- 


“wickeln 
; Pee Sete (19) 
1 
Wir bilden nun aus @ (a) eine Funktion f (2) gemab 
| 
| ID) eee nue 2Dnx NI XL 
f@)=9@———¢F'@ = SB ( sm . a 008 =} 
= 2Dam0 : 
= — aX) 20 
a,x.) (20) 


“Wie man sieht, ist die durch (20) definierte Funktion f(x) von der ge- 

forderten Gestalt (16) und die Koeffizienten der Entwicklung (16), Any 

hingen mit den B, zusammen gemma 

2Dmn 

- = Bin. 21 
a Bs (21) 


A n— 


Wir kénnen so die Ermittlung der A, auf die Aufsuchung der Ent- 
wicklung (19) zuriickfiihren. Nun kann man, ohne die Bedingung (18) 
zu verletzen, die Funktion g («) im Intervall 0 < # < H ganz beliebig 
ansetzen. Auferhalb dieses Intervalls ist sie dann durch (18) bestimmt. 
Wir setzen sie so an, daf in dem bezeichneten Bereich f(#) mit der 
durch (17) definierten Funktion iibereinstimmt. Dies ist, wie eine ein- 
fache Rechnung ergibt, dann der Fall, wenn wir setzen 


Cx x 
= co = ¢ 2 
gp (*) = C.e?—% GV a Ae 2D (22) 


worin C eine willkiirliche Konstante ist. 

Die Funktion (22) soll nun in eine nach sin-Gliedern fortschreitende 
Fouriersche Reihe (19) entwickelt werden. Die Koeffizienten B,, er- 

geben sich aus der Fourierschen Bedingung 


A 


€ 


NIU XL 


27 
Bi we #\ gy (a) sin i dx. 
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Aus B, berechnete man dann nach (21) die gesuchten Koettizienten A,. 
Die Ausfiihrung der Integrationen lefert 


e (BEL 
x | 1) 2D — 1| 
5 n? 


=e 
pee iP 


oe 1 1 aes 
29D? 9) 28 wall ie —1| 
1 2 ——————ar 


A 


oe 
Sn) g2-Ds = 
% se aE e xn? Cap a 
4D? He? ) 

Pe 1 2) (PD 
aa (— Da aa? (= **), 

2D° oe un 

4D? Wh 
worin ( eine willkiirliche Konstante ist, iiber die man noch frei verfiigen 
kann. Wir wiahlen sie so, da sich der Ausdruck (23) méglichst ver- 

einfacht, indem wir setzen 


(23) 


Cc 1 
A ae "eH? (23 a) 
tap 


woraus sich nach Hinsetzung in (23) ergibt 
5 fe! 


A 2 eH 
A, = 82 Dx? ( )| ped — 1]. 24 
ON EEE +427? D?n? id p (24) 


Aus (24), (14) und (15) folgt schlieBlich der gesuchte Ausdruck fiir w 


cx SE yee. { n 2 2m Dtn? 
W(t); ==" 2) are icee) 2 Ds ei 2 es, ») é H2 
fs cH ae ' 
aD § VERN Es xv ( 1 — ee 
I 1)” 2 0 1] (cos on so 7) | eet D, (25) 
ie 2» 


der sich selbstredend fiir t = oo auf (13) reduziert. 

An Hand der Formel (25) kénnen wir nun den allmahlich vor sich 
gehenden Sedimentationsproze$ verfolgen. Um die Ubersicht zu erleichtern, 
wurden auch hier wiederum zwei numerische Beispiele durchgerechnet, 
und zwar 1. mit denselben Annahmen wie in § 2, namlich 

H ==)0;5, piGh== 20 eats 10-8, 
und 2. fiir eine Lésung mit doppelt so grofSen Teilchen, d. h. 
A =slODh C58 eee LOT, 
Die Resultate sind in der Kurvenschar der Fig. 2 und 3 enthalten. 


Uber ein Problem der Diffusion im Schwerefelde. 359 


§ 4. Die Formel (25) und die graphischen Darstellungen der Fig. 2 
und 3 lassen den allgemeinen Charakter des Sedimentationsvorganges 


gut erkennen. Ist die F allgeschwindigkeit ¢ klein und der Diffusions- 


koeffizient D groB, was bei rea) 


Verwendung kleiner Teil- 
chen der Fall ist, dann geht 
gleichzeitig mit dem Nieder- 
sinken der Teilchen ihre 
Diffusion Hand in Hand, so 
daf der Ditfusionsvorgang 
annahernd in jener Zeit 
beendet sein wird, die notig 
ist, damit ein Teilchen die 
ganze Strecke H frei durch- 
fallen kann. In dem ersten 
der von uns durchgerech- 
neten Beispiele ist das unge- 
fahr der Fall. da die letztere 
Zeit gleich 2,5.10°%sec ist 
und man aus der Fig. 2 
sieht, da8 nach dieser Zeit 
sich das Gleichgewicht bei- 
nahe schon hergestellt hat. 
Ist hingegen die Fallge- 
schwindigkeit gro und die 
Diffusion langsam, was bei 
Verwendung groger Teilchen 
der Fall ist, dann ist zur 
Herstellung des Sedimen- 
tationsgleichgewichtes ein 
Vielfaches der Zeit not- 
wendig, die das Teilchen zum 
Fallen durch die Strecke H 


braucht, wie man aus dem Beispiel 2 


er 


entnehmen kann, worin die Fall- 


zeit 6. 10° sec betragt, wahrend Fig. 8 fiir diese Zeit noch recht betricht- 

liche Abweichungen vom Sedimentationsgleichgewicht erkennen 1aBt. 
Auch die Dichteverteilung wahrend des Sedimentationsvorganges ist 

in beiden Fallen charakteristisch verschieden. Im ersten Falle ist sie 


bereits vom Anfang an so beschaffen, da 


8 sie nach oben hin ganz all- 
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mihlich abnimmt, im zweiten Falle hat die Kurve (Fig. 3) an einzelnen 
Stellen bereits starke Kriimmungen. Im extremen Fall sehr grofer Fall- 
geschwindigkeit und sehr kleiner Diffusion findet die Sedimentation so 
statt, daB die geléste Substanz im Lésungsmittel gleichmifig herabsinkt, 
und zwar so, da8 sich zwischen den beiden eine fast scharfe Trennungs- 
flache ausbildet, die mit der konstanten Geschwindigkeit ¢ herabsinkt, 
ein Vorgang, der bei grobkérnigen kolloiden Lésungen direkt zur Messung 
von ¢ ganz allgemein verwendet wird. 

In dem von uns behandelten Zwischengebiet sind experimentelle 
Messungen der Sedimentation bisher, wohl infolge experimenteller Schwierig- 
keiten, nicht ausgefiihrt worden; solche Untersuchungen an kolloiden 
Loésungen wurden vielmehr blof fiir den Zustand des erreichten Gleich- 
gewichtes angestrebt und ausgefiihrt. Um bei solehen Messungen sicher 
zu sein, da die zu untersuchende Lisung wirklich bereits das Sedimentations- 
gleichgewicht erreicht hat, ist es wohl unbedingt notwendig, fiir die ver- 
wendete Teilchenart nach Formel (25) eine Berechnung nach dem obigen 
Muster wirklich durchzufiihren oder doch wenigstens einen Uberschlag 
iiber die GréSenordnung jener Zeit anzustellen, die nach der Einfiillung 
der Lésung in das Untersuchungsgefai verfliefen muS, bevor mit den 
Beobachtungen begonnen wird, damit sich in der Zwischenzeit das Gleich- 


gewicht einstellen kann. Fiir das von uns ausgerechnete Beispiel, das 


einer wisserigen Suspension kugeliger Gummigutteilchen vonetwa7.10~%em 
Radius im ersten Falle und etwa 14.10-®cm Radius im zweiten Falle 
entspricht, die in einem GefaéB von */,cm Héhe eingeschlossen ist, ent- 
nehmen wir aus den Fig.2 und 3, daS die Sedimentationszeit in der 
GréBenordnung von 10° sec oder etwa 11 Tagen legen diirfte. 


Der Einflu8 der GefaShohe H lat sich tiberschlagsmifig ungefaihr 
abschitzen, wenn man bedenkt, daS es zur Erreichung des Gleichgewichtes 
notwendig ist, da in der Formel (25) das erste Glied gegen das zweite 
Glied klein ist. Da der hauptsichlichste Einflu8 von H auf das erste 

m2 Dt 
Ghed durch die Exponentialfunktion men ausgetibt wird, kénnen wir 
sagen, daB cet. par. die Sedimentationszeit anniihernd proportional H? 
sein wird. Nehmen wir daher statt eines GefiSes von */,cm Hohe ein 
solehes von 0,1 mm Héhe, so erhalten wir als Sedimentationszeit 400 Se- 
kunden oder etwa 7 Minuten. Ist das Gefai dagegen 1m hoch, so wird 
die, Sedimentationszeit gleich 500000 Tagen oder etwa 1400 Jahren. 
Wiahrend sich also in sehr kleinen GefaBen das Sedimentationsgleichgewicht 


. sehr rasch einstellt, sind die Zeiten fiir GefaSe in der GréBenordnung der 
ae 


Bite mp net 
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im Laboratorium iiblichen so auBerordentlich gro, dal die Sedimentation 
selbst dann nicht beobachtbar wird, wenn absolut keine auSeren Stérungen 
eintreten wiirden. Nun ist aber jede solche Stérung mechanischer oder 
thermischer Art bemiiht, die Lésung durchzumischen, d. h. sie arbeitet 
der Erreichung des Gleichgewichtes entgegen, so da8 wir auf diese Weise 
eine befriedigende Erklarung dafiir bekommen, daf wir bei geniigend 
kleinen Teilchen eine Sedimentation iiberhaupt nicht eintreten sehen, wie 
iibrigens auch von anderer Seite bereits hervorgehoben wurde *). 

Die bekannten, fiir die Theorie der Brownschen Bewegung grund- 
legenden Versuche von Perrin®) und die analogen Untersuchungen von 
Westgren®) iiber die Dichteverteilung in kolloiden Lisungen als Funktion 
der Hohe wurden stets in sehr diinnen Flissigkeitsschichten von der 
GrdéBenordnung von 0,1 mm Héhe angestellt, und es wurde vor Beginn 
des Versuchs stets eine gewisse (nach Stunden zéhlende) Zeit cewartet, 
so daB nach unserer obigen Uberschlagsrechnung die Sedimentation sicher 
so gut wie exakt eingetreten war. Die Versuche ergaben durchweg 
eine genaue Giiltigkeit der barometrischen Verteilung bis zu Konzen- 
trationen von etwa 50 mg/ccm*). Erst bei sehr viel gréBeren Konzen- 
trationen beginnen, wie Costantin°) gezeigt hat, Abweichungen von der 
barometrischen Verteilung aufzutreten, die man auf AbstoBungskrafte 
zwischen den Teilchen zuriickfiihren kann. 

In neuerer Zeit haben Porter*) in England und Burton’) in 
Kanada im Verein mit einigen Mitarbeitern analoge Versuche in grofen 
GefaBen angestellt: der erstere arbeitete mit Gummiguttsolen, der letztere 
auBer mit solchen auch noch mit Solen von Arsensulfid, Kupfer und 
Silber. Porter verwendete ein GefaS von 0,5cm Hohe und maf die 
Dichteverteilung durch Auszihlung der Teilchen im Ultramikroskop in 
verschiedenen Hihen; die Teilchenkonzentration bei seinen Versuchen 
betrug etwa 10’ Teilchen pro Kubikzentimeter, was etwa 1000 mal 
weniger ist, als die von Westgren untersuchten Konzentrationen. Er 


1) The Svedberg, Kolloidchemie, S. 93 und 94, Leipzig 1925. 

2) J. Perrin, Die Atome. Dresden und Leipzig 1914. 

3) A.Westgren, ZS. f. anorg. Chem. 98, 231, 1915; bei dieser Untersuchung 
erfolet die Sedimentation“ in umgekehrter Richtung, indem die Teilchen durch 


- Jentrifugieren gegen den Boden gepreft und dann der Brownschen Bewegung 


iiberlassen werden. 

4) A. Westgren, Ark. f. Math., Astr. och Fysik 11, Nr. 8, 1916. 

5) R. Costantin, Ann. phys. chim, (9) 8, 101, 1915. 

6) Alfred W. Porter und J. J. Hedges, Phil. Mag, 44, 641, 1922. 

7) E. F. Burton und E. Bishop, Proc. Roy. Soc. (A) 100, 414, 1922; 
E. F. Burton un@ J. B. Currie, Phil. Mag. 47, 721, 1924. 
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erhielt fiir die Dichteverteilung Kurvenbilder von der Form der aus 
seiner Arbeit entnommenen Fig. 4, die sehr stark von der exponentiellen 
Verteilung (1) abweichen. Er schlieSt daraus, daf fiir seine Lisungen 
ein anderes als das Boyle-van’t Hoffsche Gesetz gelten muS und 
kommt mit seinen Messungen in Ubereinstimmung durch die Annahme 


ea) einer Zustandsgleichung nach Art 
der van der Waalsschen, die auf 
t-c° das Bestehen von sehr betriichtlichen 

(theor) 


Kraften zwischen den ‘Teilchen 
schlefen lassen wiirde. 
Nun zeigen aber unsere Fig. 2 
und 3, die gerade fiir den Porterschen 
G35 GY G45 gs Fall ausgerechnet wurden, daf fiir 
ee diese Versuche eine Sedimentations- 
zeit von 11 Tagen anzunehmen ist, waihrend, wie aus der Arbeit hervor- 
zugehen scheint, nach der Einfiillung der Liésung in das GefaiB zwar eine 
gewisse Zeit lang gewartet wurde, aber nicht so lange, wie es nach der 
obigen Uberlegung noétig gewesen wire. Es ist also anzunehmen, dab 
Porter eine Dichteverteilung gemessen hat, die einem Zustand vor der 
Erreichung des Sedimentationsgleichgewichtes entspricht. In der Tat 
zeigt ein Vergleich der Fig.3 und 4 auf den ersten Blick, daS die 
Portersche Kurve den Charakter der Kurvenschar der Fig. 3 hat, so da8 
wir also wohl nicht fehlgehen, wenn wir die mit den Messungen von 
Perrin und Westgren in Widerspruch stehenden SchluSfolgerungen Von 
Porter ablehnen und seine Resultate einfach so deuten, daB er eben 
nicht im Sedimentationsgleichgewicht sondern vor Krreichung desselben 
gemessen hat. 


Burton arbeitete mit einem Rohr von 145cm Hohe und Solen mit - 


der Konzentration 50mg pro Kubikzentimeter. Bei semen Versuchen 
wurde auf besonders sorgfiltigen thermischen Schutz der Lésung und 
mechanischen Schutz gegen Erschiitterungen geachtet, so dal das GetaB 
durch 4 Monate von duSeren Stiérungen freigehalten werden konnte. 
Nach dieser Zeit wurden aus verschiedenen Schichten des Rohres Proben 
der Lisung abgenommen und analysiert; es zeigte sich kein merklicher 
Unterschied der Dichte in den verschiedenen Héhen. Nun haben wir 
oben fiir ein GefaS von 1m Hohe eine Sedimentationszeit von 1400 Jahren 
berechnet. Diese Zeit ist wohl fiir die Burtonschen Versuche zu hoch 
gegriffen, da er mit wesentlich schwereren Teilchen gearbeitet hat, 
trotzdem ist es sicher, daf fiir seine Versuche die Sedimentationszeit die 
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) GréBenordnung von vielen Jahren hat. Es ist also gar nicht méglich, 
} daB in der Zeit von 4 Monaten das Gleichgewicht sich auch nur an- 
| nihernd hatte einstellen kénnen, so daB selbst die oberste Schicht, die 
von der Fliissigkeitsoberflache schon den recht betrachtlichen Abstand 
von 8,5cm hatte, keine Anderung der Normaldichte zeigen konnte. 
Damit sind wohl die scheinbaren Unstimmigkeiten zwischen den 
») Versuchen von Perrin und Westgren einerseits und von Burton und 
Porter andererseits im Sinne unserer Theorie vollkommen geklart. 


Zusammenfassung. 

Es wird das Problem der Sedimentation einer Liésung, das heift des 
Uberganges von einer gleichmafigen Dichteverteilung zu dem stationaren 
barometrischen Endzustand durch das Zusammenwirken von Schwere und 
Diffusion mit Hilfe der Diffusionstheorie gelést und die Dichteverteilung 
als Funktion der Héhe und der Zeit berechnet. 

Aus den erhaltenen Formeln laSt sich eine Abschitzung der Sedi- 
mentationszeit, das heibt derjenigen Zeit gewinnen, nach deren Ablauf 
sich der stationa’re Zustand annahernd hergestellt hat. Sie nimmt mit 
wachsender GefaShéhe auSerordentlich schnell zu. 

Gewisse experimentelle Widerspriiche zwischen den beobachteten 
Dichteverteilungen in kleinen und in grofen GefiBen werden dadurch 
erklirt, da® bei den letzteren zur Zeit des Versuches das Gleichgewicht 


noch nicht erreicht sein konnte. 
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Anwendung der Fehlerrechnung 
auf ein Problem unsymmetrischer Verteilung. 


Von Reinhold Firth in Prag. 


(Hingegangen am 1. November 1926.) 


Bei der physikalischen Messung von Gréfen, die unregelmifig um 
einen Mittelwert schwanken, hat man es in der Regel mit einer symme- 
trischen Verteilung der gemessenen Werte dieser Grife um ihren Mittel- 
wert zu tun, was einer Gaufschen Verteilung der Fehlerrechnung 
entspricht. Hiufig hat man es jedoch auch mit unsymmetrischen Ver- 
teilungen zu tun, und es ist vielleicht nicht ohne Interesse, einige ein- 
fache Betrachtungen der Fehlerrechnung auf solche Verteilungen zu 
iibertragen. Eine solche Betrachtung habe ich friiher') auf jene Ver- 
teilung angewendet, die bei der Untersuchung der Brownschen Be- 
wegung eines Partikels auftritt, das gleichzeitig der Wirkung der 
Schwere unterliegt. Hier soll die folgende physikalisch interessante 
Fragestellung untersucht werden. 

Wir betrachten ein schweres Brownsches Partikelchen, das sich in 
einer Fliissigkeit frei bewegen kann, die in einem GefaS mit horizontalem 
Boden eingefiillt ist. Der Boden soll das Teilchen ,reflektieren“, | d. h. 
das Teilchen soll bei einer Beriihrung des Bodens an demselben nicht 
anklebev. Die Beobachtung lehrt dann, daf ein solches Teilchen sich 
zwar stets in der Nihe des Bodens aufhilt, aber niemals an ihm liegen 
bleibt, sondern wie der Ball auf der Spitze eines Springbrunnens stiindig 
auf und nieder tanzt. Die Theorie dieser Erscheinung ist von M. Smo- 
luchowski’) und vom Verfasser*®) aufgestellt worden; sie konnte an 
den Beobachtungen des Verfassers*) gut bestitigt werden. 

Nennt man die jeweilige Héhe des Teilchens iiber dem in der 
Ebene # = 0 liegenden Gefaifboden # und beobachtet man dieses # etwa 
in iquidistanten Zeitabstinden durch lingere Zeit, so gehorcht nach der 
erwiihnten Theorie die Gesamtheit der w einem Verteilungsgesetz von 
der Gestalt 

w(x)de = he~**du, (1) 


1) R. Firth, Phys. ZS. 22, 625, 1921. 
*) M. v. Smoluchowski, ebenda 17, 588, 1916. 
8) R. Fiirth, Ann. d. Phys. 58, 177, 1917. 
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» ah. w (a) dw ist die Wahrscheinlichkeit, da8 das Teilchen in einer Hohe 


zwischen 7 und «+ da aufgefunden wird. Die Formel (1) ist, wie es 
der Natur der Sache entspricht, identisch mit der sogenannten baro- 
metrischen Héhenformel, die fiir die Dichteverteilung einer Schar gleich- 
artiger Partikel im Zustand des stationiren Gleichgewichts gilt, ein 
Problem, mit dem sich die vorangehende Arbeit genauer befalit. 

Aus (1) folgt das bekannte Resultat, da der wahrscheinlichste 
Wert von « die Lage am Boden « = O ist, wahrend der Mittelwert 
yon # von Null verschieden ist, also eine unsymmetrische Verteilung 
vorliegt. Fiir den Mittelwert « erhalten wir aus (1) 


= a 1 
4=\2.0@) de = —- ? 
Ty My w (x) d x 7 (2) 
Wir denken uns nun w auf die oben bezeichnete Art n-mal beob- 
achtet und nennen die beobachteten Werte 2,, v7, ... #,. Wir bilden 


aus diesen Werten das arithmetische Mittel § — * fac ies 

n 
fragen nach der Wahrscheinlichkeit, daS dieser empirische Mittelwert 
einen bestimmten Betrag zwischen £ und §+dé besitze. Nun ist 
nach (1) die Wahrscheinlichkeit fiir das simultane Auftreten der Werte 
Ly) G++» Ym Offenbar gleich 


und 


WG, eae OO, 0. Uy, = APC MOR ae, 1 AL, (3) 


und daraus erhalten wir die gesuchte Wahrscheinlichkeit fiir & wenn 
wir (3) iiber alle Wertkombinationen der a, integrieren, die der Be- 
dingung geniigen, daf 
Mis ate + Wp, == n& 
ist, also 
gy (dé = [--- fw, een dain @ Sys (4) 
n& < 4, canta 6 <n g a d &). 

Das Integral in (4) ist nichts anderes als das Volumen, das von der 
Ebene a, + #7 +--+: + a, = mé& und einer unendlich benachbarten Ebene 
und den Koordinatenebenen im positiven Gebiet eingeschlossen wird. 
Das Volumen der entsprechenden n-dimensionalen Ecke ist zunichst 
(n &)" 


n! 


gleich , daher finden wir durch Differentiation das gesuchte 


Volumen 
ne 


g (dt = 18 ee m1 &, (5) 
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Aus Formel (5) entnehmen wir zuniichst denjenigen Wert von §, fiir 
den g (&) ein Maximum hat, also den wahrscheinlichsten Wert yon &, 
niimlich Pe Paes 


& = . = ey 0) 
hi n A n \ 


Wir sehen daraus, daf &,, von & systematisoh versehieden ist,  Haben 
wir daher durch Beobachtung eine w-Serie erhalten und wollen daraus 
den wahrscheinlich dem wahren Werte von ¥% am niichsten liegenden 


Wert &* bestimmen, so miissen wir den Ausdruck 
= n 


Ek = wy + sp | On 


S ’ 
n— i 


j Sm bilden, oder 


also bei der Mittelbildung nicht durch m, sondern durch »— t dividieren, 
was dem bekannten Satz der gewdhnlichen Fehlerrechnung analog ist, 


Bilden wir ferner aus (5) den Mittelwert von & so erhalten wir 
ao o~ 


fA An yr : | 
é — § js ~ (é) dé =—_= (n — 1) Ab es Ang ak =— : Ws («) 
0 


Bilden wir also aus unendlich vielen & das Generalmittel £, so erhalten 
wir den theoretisch richtigen Wert 2%, was ja auch nattirlich der Fall 
sein mub, da diese Mittelbildung auf dasselbe hinaushiult, wie die Mittel- 
bildung einer unendlich langen Serie von a,-Werten, die in der Tat ge- 
miB (6) @ lefern mu. : 
Wir wollen schlieBlich noch das Privisionsmat der & und auch 
der &*, dh. den reziproken Wert des mittleren relativen FKehlors der & 


baw. der &* gegen & bestimmen. Die erstere Grésbe berechnet sich aus 


oo 


J=[E—m wOag 


0 
woraus man nach einfacher Rechnung mit Benutzung von (2) findet 
j Ld x 
"hh ae 
Hieraus folgt fiir das Priizisionsmal h 
wv 
VJ 


Berechnen wir die analoge Gri be mit Verwendung der §£" an Stelle 


h - = Yn. (8) 


der &, so erhalten wir auf dem gleichen Wege 
n— | 


I oo . 
Vn t 1 


(8a) 
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Aus (8) und (8a) ergibt sich das Verhiltnis beider h zu 


h rs Vn(n + De 

h* n—1 
Obzwar also der Einzelwert &* dem wahren Werte x wahrscheinlich 
niher liegt als £, ist doch fiir eine Serie von & das Prizisionsma$ gréber 


als fiir eine Serie von &*. 


Zusammenfassung. 


Aut die Verteilungsformel fiir die Gesamtheit der Héhenlagen eines 
schweren Brownschen Teilchens iiber einem ebenen Boden, die eine un- 
symmetrische Fehlerverteilung darstellt, werden einige Betrachtungen 
der Fehlerrechnung beziiglich der Ermittlung des wahrscheinlichsten 
Mittelwerts aus einer empirischen Beobachtungsreihe und das Prazisions- 
maB fiir denselben angestellt. 
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Uber die Lichtzerstreuung in Schwefelsuspensionen. 
Vou G. 1. Pokrowski in Moskau, 


Mit 8 Abbildungen, (Hingogangon am 19, Oktobor L926.) 


Rs wird die Intensitiit des von cinigen Sohwefelsuspensionon gostreuten Lichtes 
als Funktion der Gréfe dor strouendon Toilchen oxperimentoll orforscht, Die Er. 
gebnisse sind in Ubereinstimmung mit dor Theorio von Rayloigh und Mie, 


Die Formeln, welche fiir die Lichtzerstrenung in triiben Medien an- 
geniihert von Rayleigh") und in exakter Form von Mie”) gegeben sind, 
erlauben, die Intensitiiten des gestreuten Lichtes als Funktion der Toilehen- 
erdbe und des Streuwinkels zu berechnen, Dabei wird angenommen, dab 
die Teilchen sphiirische Form haben, Es kénnen mit Hilte dieser Formeln 
die Intensiti&iten der beiden in senkrechtor Richtung zueinander sehwin- 
genden Komponenten ermittelt werden, 


Die Experimentalpriftung der genannten Gesetamiibigkeiten bietet 


dagegen —- insbesondere bei gréseren Teilehon (nahe der Wellenlinge 
des Lichtes) — gewisse Schwierigkeiten,  Deshalb sind quantitative 


Messungen in diesem Gebiet selten ausgefiihrt worden, 

Kin sehr bequemes Objekt zur Messung der optischen Kigenschatten 
triiber Medien als Funktion der Teilohengré fe sind die Schwefelsuspensionen, 
welche z B. durch Kinwirkung von Schwefelsiiure aut cine Wasserlésung 
von Hyposultit erhalten werden kénnen, Bei passendor Wahl der Kon- 
zentration der Hyposullitlésung kann man ein allmihliches Anwachsen 
der sich bildenden Schwefelteilchen erhalten, weshalb allo nbtigen 
Messungen ohne Kile ausgefihrt werden kénnen, 

Solche Suspensionen wurden von mir schon friher behandelt, indem 
ich die Polarisation des von ihnen gestreuten Lichtes untersuchte und 
eine befriedigende Ubereinstimmung mit den Rechnungen von Ray- 
leigh fand*), Auber der Polarisation kénnen hier auch die gesamte In- 


tensitiit J sowie die Intensitiiten ¢ baw. #4, der beiden senkreeht zu- 


1 
einander schwingenden Komponenten gemessen werden, Solche Messungen 
sind von besonderem Interesse, da durch sie die Ergebnisse meiner Arbeit 


iiber die Polarisation des Lichtes in Schwefelsuspensionen ohne Ein- 


1) Lord Rayleigh, Proo, Roy, Soo, London (A) 84, 25, 1910; Phil, Mag. 12) 
81, 1881. 

%) @ Mie, Ann, d, Phys, 26, 377, 1908, 

4) ZS. f, Phys, 87, 178, 1926, 
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fiibrung von willkiirlichen Konstanten eingehend gepriift werden kénnen. 
Darin besteht das Ziel der vorliegenden Arbeit. 

In der erwihnten Abhandlung tiber Polarisation habe ich festgestellt, 
daé der Umfang der Schwefelteilchen 4"), in Wellenlangen des Lichtes 
gemessen, die folgende empirische Funktion der Zeit t ist: 

i= Ny CO — g— 4%. 0b), 
wo m, und « entsprechende Konstanten sind, und C die Konzentration 
der Hyposulfitlésung bedeutet. 

Diese Gesetzmibigkeit deutet darauf hin, daf die Geschwindigkeit 
des Wachsens der Teilchen der Konzentration der Hyposulfitlésung pro- 
portional ist, und daB diese letztere als eine Exponentialfunktion der 
Zeit anzusehen ist. Demnach ist 


d 
ae 7 Ob Ch, 

dt 

wo a eine Konstante und C, die Konzentration der Hyposulfitlésung im 
gegebenen Moment bedeutet. 


AuBerdem ist 


C; ——4 C ere Ot r 
Daraus erhalt man 
d j 
TN — gGe-act 
dt 


oder 
dy = aCe—*Ct dt, 


Nach der Integration bekommen wir 


is 
WN ON a Ct dt 


0 
oder 


j= No (1 —e@ Ct), 
wo 


i) 


ist. Nachdem nach gegebener Gleichung 7 fiir einen beliebigen Fall be- 

rechnet ist, kénnen nach Mie oder Rayleigh die Werte von ¢, und 7, 

bzw. J erhalten werden. Da hier, besonders fiir gréSere Teilchen, die 

Rechnung kompliziert wird, so habe ich nach den Rechnungen von 

Rayleigh, welche fiir unseren Fall passen *) fvon Hans Blumer um- 
yy A a wo g den Teilchenhalbmesser bedeutet. 


2) ZS. f, Phys. 87, 172, 1926. 
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Yo 
~] 
Po 

=) 


gerechnet}"), Kurven konstruiert, nach welchen mit geniigender Genauig- 


keit die Werte von 7, baw. @, fiir verschiedene » graphisch ermittelt 
werden konnten (Fig. 1). Hier, wie auch iiberall weiter, ist der Mall 
dargestellt, dab’ der Ablenkunps- 
18 (- winkel gleich 90° ist. 
y . ; F 
Die Konstanten der Gloi- 
10 » chung (1) sind nach Polarisations- 
) la ‘ 
beobachtungen bestimmt worden, 


Fir sphiivische Teilchen erhilt man 


Q5- ; 
‘7 No -; 2,06 
und 
= 7 i 70 om" / gr, min, 
Fig. 1. In besehriebener Weise sind die 


Werte von J baw. von 4, und ty 


1 
als Funktion von ¢ berechnet, und nach diesen Zahlen sind die Kurven 
in den Fig. 2 und 4 konstruiert worden, 

In Fig. 2 ist die Zusammenstellung der theoretischen Kurven mit 
dem Experiment gegeben. Die Messungen wurden hier fiir weibes Licht 
mit Hilfe eines Weberschen Photometers ausgeftihrt. tm tibrigen glich 
die Apparatur und Methode derjenigen, welche bei der Messung der 
Polarisation benutzt wurde’). Entsprechende Werte von J sind in den 
Tabellen 1, 2 und 8 in solchen Kinheiten gegeben, bei welchen die Wx- 
perimentalpunkte miglichst nahe sich der theoretischen Kurve an- 


schmiegen. Die Zeit ist in Minuten gegeben, 


Tabelle 1. Weiwes Licht, O = 0,005 g/om!. 


| 

t. 1 1,5 2 2,5 3 8,5 4 

aie 0,00 0,01 0,08 0,05 0,19 0,40 0,62 
Tabelle 2, Weikwes Licht, O = ,0,0025 g/om!, 

te 8,5. 4 4,5 5 5,5 6 6,5 yf 

Ife 0,01 0,02 | 0,04 0,09 0,15 0,26 | 0,86 | 0,4 
Tabelle 8. Weiwes Licht, @ = 0,001 25 g/om?. 

t | 5 6,5 4 7 75 )8 16,5 10.4 0,5 |10 | 10,0114 

4 0,00 | 0,00 | 0,01 | 0,01 | 0,02 | 0,03 | 0,06 | 0,07 | 0,09) 0,18] 0,17 

| ' 
hee . 11,5 | 12 12,5 | 18 13,5 | 14 14,5 | 15 16 17 18 
op . | 0,21] 0,24] 0,28) 0,81] 0,88] 0,88] 0,43) 0,46) 0,54) 0,60) 0,64 


1) ZS. f. Phys. 88, 304, 1926, 
*) Ebenda 837, 172, 1926. 
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Wie es die Fig. 2 zeigt, vergréBern sich die Experimentalwerte von J 
bei wachsendem ¢ schneller, als es die Theorie fordert. Diese Tatsache 
konnte durch verschiedene Ursachen hervorgerufen sein. Um die még- 
liche Wirkung der Ungleichartigkeit des Lichtes auszuschlieBen, wurden 
thnliche Messungen mit einem Lichtfilter ausgefiihrt. Das Lichtfilter 


Fig. 2. 


hatte ein Absorptionsminimum bei etwa 4 == 515 mu; es ist an einer 
anderen Stelle eingehend beschrieben’). 

Da n, der in den Wellenliingen gemessenen Teilchengrée proportional 
ist, so muB in diesem Falle der Wert von mp entsprechend geiindert werden. 


Man erhitlt dabei: 
560 


6 ere C 
No 2,05 ren eas 2,19. 

Fir % wurde dagegen derselbe Wert gleich 70, wie in anderen Fallen, 
angenommen. Die Kurven der Fig. 8 sind von diesen Konstanten aus- 
gehend konstruiert worden. In Fig. 3 sind auch die entsprechenden Ex- 
perimentalpunkte aufgetragen. Die dazugehérigen Werte von J geben 
die Tabellen 4, 5 und 6, 


Nabelle 4, Grines Lichtfilter, C = 0,004 g/cm’. 


3 


4 
0,10 


0,39 


oO 
0,56 | 0,72 


U1) | AOR | 2 | 2,5 
9 1A 0,00 0,01 | 0,05 


Tabelle 5. Grines Lichtfilter, O = 0,002 gicm’. 


5 


0,00 


6 6,5 
0,09 


ee 4 
ieee « s1,|| 0,00 0,06 


ital 


cine 
0,84 


oe | i) 
aa. 0,87 


0,47 


9,5 
0,55 


10 10,5 
0,62 


11,5 | 12 
0,84 | 0,89 


1) ZS. f. Phys. 85, 464, 1926. 
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Tabelle 6. Griines Lichtfilter, C = 0,001 g/cm’. 

) a ee | 2 | zy 7 Fa as 
im | 8 8,5 | 9 | 955 10 1O | LE 11,5 
at O,U0 0,00 | 0,04 | 0,04 0,06 0,07 | 0,08 0,10 
i 12 12,5 | 13 13,5 14 14,5 15 | 15,5 
Rie eri Ona Os 0,19 0,25 0,30 0,32 | 0,33 

| (ie ae ae in ele | im 
Gens 16 16,5 17 | 175° 4 SLs Lp, } 19 19,5 20 
Je... 098] 042] 045 | 0,48] O66] 060] 0638 | 067] 0,68 


In Fig. 8 sind dieselben Abweichungen des Experiments von der 
Theorie zu bemerken wie in Fig.2. Das bedeutet, daS diese Ab- 


Fig. 3. 


, 
weichungen nicht durch die Ungleichartigkeit des Lichtes hervorgerufen 
sein kénnen, Die genannten Abweichungen kénnen auch durch folgendes 
verursacht werden: Obwohl wir annehmen, daf in den betrachteten Sus- 
pensionen immer nur gleich grofe Teilchen vorhanden sind, so ist es 
doch wahrscheinlich, daB besonders bei gréBeren ¢ auch kleinere Teilchen 
vorkommen kénnen'). Das Licht, welches durch diese letzteren zerstreut 
wird, kann keine betriichtliche Intensitiit haben, aber es kann doch die 
Werte von J bei groBen ¢ merklich beeinflussen. Dabei wird gerade der 
Wert von J griBer ausfallen, als es theoretisch zu erwarten wire. Eine 
ihnliche Berechnung aber haben wir in allen betrachteten Fallen fest- 
gestellt. 

Um die Richtigkeit dieser Erklirung zu priifen, wenden wir uns 
wiederum dem Experiment zu. Ist die gesamte Intensitat des gestreuten 
Lichtes durch das von kleineren Elementen ausgehende Licht beeinflubt. 

<r ; : é dd , 
so muB das um so mehr in die Erscheinung treten, je kleiner aq ist. 


1) Bs ist auch die Bildung eines Niederschlags auf den Winden des Gefifes 
nicht ausgeschlossen. 
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Deshalb mu bei wachsendem Wert von “ das Experiment sich der 
uf 


Theorie nithern. Wie es die Fig. 1 zeigt, ist der Wert von 2 besonders 
groB, weshalb fiir die Intensitiit dieser in der Einfallsebene 1) des Lichtes 
schwingenden Komponente eine bessere Ubereinstimmung des Experiments 
mit der Rechnung zu erwarten st. 

Die Zusammenstellung der Theorie und der Beobachtungsergebnisse 
ist fiir diesen Fall in Fig.4 gegeben. Die Messungen wurden mit einem 
Kénig-Martensschen Spektrophotometer ausgefiihrt. Der eine Spalt, 
welcher die entsprechende Komponente des gestreuten Lichtes durchlieli, 
wurde durch das von der Suspension gestreute Licht beleuchtet. Der 


Qo? 


andere Spalt erhielt das von einem matten, schwarzen Schirm reflektierte 
Licht derselben Lichtquelle. Die weitere Aufstellung der Apparate war 
dieselbe wie bei den hier mehrmals erwihnten Polarisationsmessungen an 
Schwefelsuspensionen. 

Die Beobachtungsergebnisse sind in den Tabellen 7, 8 und 9 gegeben. 


Tabelle 7. A= 550me, C = 0,004 g/cm’. 


$$ << — : ~ 
ay ee | 2,5 | 3 | 3,5 4 4,5 5 
0,000 | 0,001 0,003 0,010 0,027 0,035 


Tabelle 8. &2A—550mue, C= 0,002 g/cm’. 


7% i i i 
Pee 6 Goulewme Vivs) 428 a5 | 9 
| 0,000 | 0,001 | 0,003 0,006 | 0,007 | 0,010 0,013 0,020) 0.027 


“geen | 3 10 10:5 shia Ei. |. 12 13 14 
igs. . «|| 0,088) 0,041} 0,055} 0,068] 0,087] 0,107) 0,180) 0,172 


1) Ebene der Einfalls- und der Beobachtungsrichtung. 
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Tabelle 9. 4 = 550me, C = 0,001 g/cm. 
Gee) stelle 8,5 9 9,5 10 10,5 11 11,5 
dy 0,0001 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0004) 0,0005| 0,0010; 0,0015 
Ye Wee Sale 12,5 dae 13 13,5 14 14,5 15 15,5 
ty | 0,002 | 0,008 | 0,004} 0,005) 0,006 0,009 0,009 | 0,011 
meme tis. (tle: 16,5 17 17,5 18 18,5 Ly, 19,5 20 
Woe os rE OLR (O,0LE 0,016 | 0,020} 0,022) 0,025} 0,030} 0,033) 0,38 
Die theoretischen Kurven in Fig.4 (7) == 2,05) weisen eine gute 


Ubereinstimmung mit dem Experiment auf. Das bestitigt unsere Er- 
kliirung der Abweichungen von der Theorie fiir J. 
Alles Gesagte fiihrt zu dem Schlu8, da’ die Komponente 7, haupt- 
siichlich als der Triiger der erwihnten Abweichungen von der Theorie 
di, 


anzusehen ist; fiir diese Komponente ist —+ viel kleiner als bei 7, 
d 


(Fig. 1). Entsprechende Messungen, welche fiir 7, in beschriebener Weise 


ausgetiihrt wurden, zeigen die Richtigkeit dieses Schlusses. Die Zu- 
sammenstellung der Theorie (A == 550 mu, yp == 2,05) mit dem Experi- 
ment ist in Fig. 5 gegeben. Hier sieht man, daS 2, wirklich viel schneller 
mit der Zeit wiichst, als es die Theorie verlangt. Die Beobachtungs- 
ergebnisse sind in den Tabellen 10, 11 und 12 vorgefiihrt. 

Tabelle 10. A= 550 mu, C = 0,004 g/em?. 


aie 2 2,5 3 3,5 4 4,5 
ici 0,00 0,02 O11 0,25 0,38 0,65 


Tabelle 11. 2 550 mu, C = 0,002 glem’. 


t 4,5 5 5,5 6 6,5 z 

iy 0,01 0,02 0,04 0,06 0,11 0,15 
ESE a erate Cn! Le EE 
{ 7,5 8 8,5 9 9,5 10 

iy 0,20 0,28 0,87 0,44 0,50 0,60 


Uber die Lichtzerstreuung in Schwefelsuspensionen. 87) 


ot 


Tabelle 12. 4=550mz; C = 0,001 gicm’. 


— . - 
t He Geb 187 | 75 | 8 | 8,5 | 9 9,5 | 10 10,5 
i 0,00 | 0,00 | 0,01 | 0,01 | 0,01 | 0,02 0,02} 0,04 | 0,04 
cea lI Ln a 
{| | | [ maT | Gai 
I ieeidSjapt2- | 12eqate 13,5 i | 145 | 15 
iy. | 0,05 | 0,07 | 0,09 | 0,10 | 0,11 | 0,14 | 0,17) 0,19 | 0,24 
dL See eee 
15,5 | 16 | 16,5 | 17 17,5 |18 |185 | 19 | 19,5 | 20 
i | 0,27| 0,28] 0,32) 0,33] 0,88) 0,43) 0,44| 0,46] 0,51) 0,55 


Alle beschriebenen Messungen wurden selbstverstindlich nur bei 
solchen ¢ vorgenommen, wo die Absorption des einfallenden Lichtes 
miglichst klein war, da sonst (bei zu grofen t) eine Verkleinerung von J 
baw. i, oder 7, durch Absorption zu erwarten ware. Eine solche, zwar 
wenig ausgepriigte Erscheinung finden wir in Fig.4 bei C = 0,002. 

AuBer den schon beschriebenen Experimenten wurde noch die fol- 
gende Priifung der Theorie vorgenommen. Nimmt man an, da z. B. 
t = 6, A = 550 my und C = 0,0025 g/cm® 
ist, so erhalt man aus der Formel (1) M 

1] 48,2: 15 
Die Richtigkeit dieses Wertes kann in folgender 
Weise gepriift werden. Wir setzen das Ver- 


hiltnis 

Jo = 450 ns 

==. iM, 5 

J 9 = 1350 
wo Jg—450 die Intensitét des Lichtes be- 
deutet, welches unter einem Ablenkungswinkel 7H 
@ = 45° gestreut ist. Jo—iz50 ist ent- Fig. 6. 
sprechend die Intensitit des gestreuten Lichtes 
bei @ — 135°. Die Werte von M kimnen fiir einige y nach den Zahlen, 


die von Blumer gegeben sind, berechnet werden. Diese Werte sind in 
der Tabelle 13 zusammengestellt und durch Fig. 6 illustriert. 


Tabelle 13. 
ee __— 
| | a 
Mavicess vetl|: © OL | 0,25 1,00 | 1,50 
1 5 ee 1,00 j 41,00 1,01 18,0 


Nach der Kurve der Fig.6 kann der Wert von M auch fiir unseren 
Fall ermittelt werden. Es ergibt sich dabei 


ik == Py 
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Der Wert von M kann fiir den entsprechenden Fall auch experimentell 
gefunden werden. Zu diesem Zwecke wurden die Messungen von J bei 
@ = 45° und @ = 135° vorgenommen. Die Suspension befand sich 
dabei in einem zylindrischen GlasgefiS und die Apparatur war eine ahn- 
liche wie bei den Polarisationsmessungen, welche an anderer Stelle be- 
schrieben sind ?). 

Die Messungen sind mit einem Weberschen Photometer ausgefiihrt. 
Der Wert ‘von Jo 43,0 wurde bei ¢ = 5’ direkt gemessen. Es ergibt 
sich dabei, daB Jg— 4250 == 0,52 ist. Um den Wert von Jo — 450 fiir 


tof 
a 

5 

J 
Qé 

$b & 70 t 16 
Fig. 7. Fig. 8. 
¢ = 5’ fiir dieselbe Suspension zu erhalten, wurden die Messungen in 


dieser Richtung bei verschiedenen anderen f¢ ausgefiihrt. Die Tabelle 14 
gibt die erhaltenen Zahlen (relative Werte). 


Tabelle 14. 
Gi mrt a eee es 3 4 6 
Jie 450 0,00 0,40 4,00 


Nach diesen Zahlen ist die Kurve der Fig. 7 konstruiert worden, 


aus welcher der Wert von Jg—450 fiir ¢ = 5’ ermittelt werden kann. 
Ks ergibt sich, daB Jo —450 = 1,1 ist. Danach erhalt man folgendes: — 
WES, == 2,1 
und ; 
Wass =e 0} 


Das ist als eine gute Ubereinstimmung der Theorie und des Experiments 
anzusehen, insbesondere, da die Messung fiir weibes Licht und die Rech- 
nung fiir 2 = 550 my aus gefiihrt sind. 

SchheBlich kénnen die betrachteten Gesetzmabigkeiten noch fiir ver- 
schiedene Wellenlangen gepriift werden. Da x, in Wellenlingen ge- 
messen ist, so erhalt man fiir eine beliebige Wellenlinge: 
ma = ty = (Le #4), 

ho 
1) ZS. f. Phys. 87, 722, 1926. 
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Tabelle 15. C= 0,002 g/em’, 4 = 500 me. 
[Alor Saris 5,5 6,5 7,9 8,5 9,5 10,5 11,5 12,5 13,5 
ig- 0,005 | 0,01 | 0,02 | 0,06 | 0,11 OG | 0,27 I) 0:35) 0s 
Tabelle 16. (= 0,002 gicm?, 4 = 600 mu. 
Gas 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13 14 
dg 0,002 | 0,005 | 0,01 0,02 0,02 | 0,03 | 0,04 0,06 


Von dieser Formel ausgehend, wurden die Kurven der Fig.8 in frither 
beschriebener Weise fiir 7, erhalten. Diese Kurven fallen, wie man aus 
der betreffenden Figur sieht, gut mit den Experimentalpunkten zusammen. 
Die Messungen wurden an ein und derselben Suspension abwechselnd 
fiir die Wellenlangen von 500 und 600 my in tblicher Weise mit einem 
K bnig-Martensschen Spektrophotometer ausgefiihrt. Die entsprechenden 


Zahlen sind in den Tabellen 15 und 16 zusammengestellt. 


Zusammentassung. 


1. Bei den Schwefelsuspensionen, welche durch Einwirkung von 
Schwefelsiure auf eine Hyposulfitlésung in Wasser entstehen, kann man 
die Intensitit des gestreuten Lichtes als Funktion der Teilchengrése 
bzw. der Zeit messen. 

2. Dabei kann festgestellt werden, daf die Intensitit derjenigen 
Komponente, welche in der Ebene des einfallenden und des gestreuten 
Strahles schwingt, mit der Theorie von Rayleigh iibereinstimmt. 

3. Die andere Komponente, welche in senkrechter Richtung zur Ein- 
fallsebene schwingt, wachst aber mit fortschreitender Zeit schneller, als 
es theoretisch zu erwarten wiire. Diese Tatsache kann qualitativ durch 
die Wirkung kleinerer Teilchen erklart werden. 

4. Die Messungen ergeben, daf der Teilchenumtiang 1 folgende em- 
pirische Funktion der Zeit ¢ und der Konzentration der Hyposulfit- 
lésung C ist: 

n= H 1— er), 
wo y, und « Konstante bedeuten. 

Zum Schlusse spreche ich auch an dieser Stelle Herrn Professor 
Uspenski, dem Direktor des Physikalischen Instituts, in welchem ich 
diese Arbeit ausfiihrte, meinen verbindlichsten Dank aus. 


Moskau, Physikal. Institut der Techn. Hochschule, September 1926. 
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Uber eine 
experimentelle Prufung der ballistischen Hypothese. 
Von G. Wataghin in Turin. 
Mit 5 Abbildungen. (Eingegangen am 22. Oktober 1926.) 
Ein Versuch des Verfassers tiber die Reflexion des von Kanalstrahlen ausgesandten 
Lichtes wird beschrieben. Aus der Zusammenstellung des eigenen Versuchsergeb- 
nisses mit den Messungen des Doppler-Effekts einer bewegten irdischen Licht- 
quelle mittels eines Interferometers von Majorana, wird ein Kinwand gegen die 
ballistische Hypothese abgeleitet. Nebenbei wird auf die Unzulainglichkeit eines 
Versuchs von Stark hingewiesen. 

Kinleitung. 

1. Der fast allgemeine Glaube an die Unabhingigkeit der Licht- 
geschwindigkeit von der Bewegung der Lichtquelle stiitzt sich haupt- 
sichlich auf die astronomische Widerlegung der ballistischen Hypothese’). 
Zwar zeigte die in den letzten Jahren von La Rosa _ hervorgerufene 
Polemik iiber diese Frage die Unvollstiindigkeit der ersten Betrachtungen 
von de Sitter), doch scheinen die letzten Abhandlungen von Thir- 
ring *) und Bernheimer*) einerseits und die kiirzlich erschienenen Ar- 
beiten von Corbino und Levi-Civita®) und vom Verfasser °) anderer- 
seits, eine (nach unserem Erachten) entscheidende Widerlegung der 
ballistischen Hypothese zu lhefern. Somit bekommt auch das Prinzip der 
Konstanz der Lichtgeschwindigkeit eine neue Grundlage. 

Eine experimentelle Untersuchung der ballistischen Hypothese schien 
aber dem Verfasser auch ein selbstiindiges Interesse zu haben. Zu diesem 
Zwecke wurde schon seit 1925 ein Versuch iiber die Reflexion des von 
Kanalstrahlen emittierten Lichtes an der Oberfliche eines ,ruhenden“ 
Spiegels unternommen’). 


1) Historisch ist er aus den erfolgreichen Athervorstellungen von Fresnel, 
Maxwell und Lorentz entstanden. In den letzten Jahrzehnten wird dieser 
Glaube auch durch die Erfolge der Relativititstheorie gestiitzt. 

*) Phys. ZS. 14, 429, 1913; iiber die wichtige Untersuchung von Zur- 
hellen (Astr. Nachr. 198, Nr. 4729, 1914), siehe meine Abhandlung Lincei Rend. 
4, 140, 1926, FuBnote. 

3) ZS. £. Phys. $1, 138, 1925: 

*) Ebenda 86, 302, 1926. 

5) Lincei Rend. 8, 705, 1926. 

eV RAGA OE 

7) Uber meine erste Untersuchung wurde schon in Lincei Rend. 2, 554, 
1925 berichtet. Damals habe ich den Versuch im Laboratorium von Herrn Prof. 
EK. Peruceca, dem ich an dieser Stelle nochmals Dank sage, ausgefiihrt. Die vor- 
legende Arbeit ist im Physikalischen Institut d. Universitit in Turin dank der 
Liebenswiirdigkeit von Herrn Prof. A. Pochettino zustande gekommen. 
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Eine solche experimentelle Untersuchung ist jedoch mit einer be- 
merkenswerten Schwierigkeit verbunden. Die Ritzsche Annahme er- 
laubt namlich keine eindeutige Erérterung eines optischen Versuchs, da 
sie immer durch andere Annahmen vervollstiindigt werden mu8 (wie wir 
es unten sehen werden) und je nach der Wahl dieser Zusatzannahmen 
jedes Versuchsergebnis zu rechtfertigen vermag. Darum ist eine ex- 
perimentelle Priifung in der Zusammenstellung verschiedener Versuchs- 
ergebnisse zu versuchen. 

In unserem Falle braucht man nur das Ergebnis eines schénen 
Versuchs von Majorana itiber den Doppler-Effekt einer bewegten 
irdischen Lichtquelle (den Majorana mit einem Michelsonschen 
Interferometer gemessen hat) zu benutzen. Es aft sich namlich zeigen, 
daB die einzige mit diesem Versuch von Majorana vertragliche 
Erweiterung der Ritzschen Hypothese zu dem Schlusse fiihrt. 
da8, wenn die Lichtquelle sich gegen den Spiegel bewegt, die 
Differenz r—i zwischen dem Reflexionswinkel r und dem 
Einfallswinkel i im allgemeinen von Null verschieden ist 
(wahrend z. B. nach der Relativititstheorie stets r —7i = 0 sein mu). 
Der Betrag der Differenz ist nach der Ritzschen Theorie von der 


od : W ( Tete - 
zweiten Ordnung in #6 — — und somit bei einer Kanalstrahlen- 
(. 


geschwindigkeit w von etwa 6.10’ cm/sec, rund 1”, d. h. unseren Beob- 
achtungsmitteln noch zuginglich. 
Der Versuch hat diese Folgerung aus der ballistischen Theorie nicht 
bestatigt. 
Der Versuch von Stark. 
2. Bevor wir unseren Versuch beschreiben und dessen Ergebnisse 
diskutieren, scheint es uns angezeigt, einige Bemerkungen tiber einen 


yon Stark veréffentlichten Versuch ') vorauszuschicken. 


Dieser Versuch hatte die Entdeckung eines méglichen Einflusses 
der Bewegung der Lichtquelle auf die Form der ausgesandten Wellen- 
flichen zum Zwecke, und seine Ausfiihrung hat nach Stark zu dem Ergebnis 
gefiihrt, daB die Normalen der von der bewegten Lichtquelle emittierten 
Wellenflachen keine Abweichung von der Richtung der Normalen der- 
jenigen Kugelwellen aufweisen, welche ihr Zentrum am Orte des leuchtenden 
Punktes im Augenblick der Lichtemission haben. Daraus folgert Stark, 
daB in seinem Versuch keine merkliche, von der Bewegung der Lichtquelle 
hervorgerufene Deformation der beobachteten Wellenflichen stattfand. 


1) Ann. d. Phys. 77, 16, 1925. 
¥. 


380 G. Wataghin, 


Die Genauigkeit der Versuchsanordnung erlaubte aber nach Stark 
noch eine Abweichung der Richtung der Normalen um einen Winkel von 


1 é 
nur oA B nachzuweisen. 


Dieses Ergebnis steht offenbar in einem schroffen Widerspruch zu 
demjenigen, welches man nach der ballistischen Theorie zu erwarten hatte. 
Diese Ieee laBt ja gerade in dem von Stark untersuchten Falle eine 
Drehung der Normalen um einen Winkel von 
der GréSenordnung von # voraussehen. 

In der Tat untersucht Stark die gleich- 
zeitig von bewegten und ruhenden Lichtquellen 
aus derselben Raumstelle 0 (Fig. 1 und 2) 
emittierten Wellen. Nach der ballistischen 
Hypothese ist die Lichtgeschwindigkeit in 


bezug auf die Lichtquelle konstant. Folglich 
ist die im Augenblick t — 0 von einer Kanal- 
strahlenpartikel (welche sich im Punkte O be- 
findet und dabei die Geschwindigkeit u hat) 
ausgesandte Wellenfliche, zur Zeit t nach der 


Fig.1. 


Emission eine Kugelflache mit dem Radius ct und dem Mittelpunkt in 
dem von der Partikel zu derselben Zeit ¢ erreichten Punkte C(O C = utl. 

Beobachtet man das Licht in der Richtung OP, so muB sich er- 
sichtlich eine Neigung von der GroSenordnung B zwischen der Nor- 
malen CP der Ritzschen Wellenfliche und der Richtung des dem 
Punkte P zugehérenden Radius der gewdhnlichen Kugelwelle (Seh- 
richtung O P) ergeben. 

Stark betrachtet aber nicht den speziellen Fall der ballistischen 
Hypothese, sondern faft den allgemeinen Fall ins Auge, da die 
Wellenflichen beliebige Rotationsflachen um die Bewegungs- 
richtung als Achse sind’). 

Es ist aber wohl unméglich, brauchbare Folgerungen aus einer so 
allgemeinen Annahme zu ziehen, ohne eine Reihe von bestimmten anderen 
Voraussetzungen einzufihren. 

So ist es unméglich, auf Grund dieser Annahme allein nicht nur 
die Theorie des Starkschen Versuchs, sondern selbst diejenige der ein- 
fachen Reflexion oder Brechung aufzustellen. 


1) Zwar erwahnt Stark die Abhandlung Lenards »Uber die Lichtfort- 
pfilanzung im Himmelsraum“, Ann. d. Phys. 78, 89, 1923, beschrankt aber seine 
Betrachtungen nicht auf die Theorie von Lenard, nach der ,,Wellenfront und 
Fortpflanzungsrichtung der Energie stets senkrecht aufeinander stehen*. 
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Nimmt man z. B. die Giltigkeit des Prinzips von Huygens an, so 
ist dazu noch eine Annahme iiber die Form der Elementarwellenflachen 
in brechenden Mitteln notwendig, da nur fiir den leeren Raum voraus- 
gesetzt werden kann, daf sie den primaren und den umhiillenden Wellen- 
flachen ahnlich sind. Im Falle der Reflexion muf man analoge Voraus- 
setzungen iiber die Form der an der Oberfliche des Spiegels entstehenden 
Wellen explizite einfiihren. 

Will man anstatt dessen den Fermatschen Satz benutzen, so muB 
eine Annahme tiber den Wert der Lichtgeschwindigkeit im gebrochenen 
oder im reflektierten Strahl hinzugefiigt werden. 

Also sind die Starkschen Uberlegungen wenigstens unvollstindig, 
da er iiber diese Annahmen nichts sagt. 

Ubrigens ist noch der Umstand ins Auge zu fassen, daf in dem von 
Stark betrachteten Falle die Strahlungsrichtung (d. h. die Fort- 
pilanzungsrichtung der Lichtenergie) im allgemeinen nicht mehr zu 
der Wellenflache senkrecht stehen wird, so daf aus der Koin- 
zidenz der durch bewegte und ruhende Lichtquellen gegebenen Bilder 
eines Gegenstandes oder der zugehérigen Strahlungsrichtungen keine 
Folgerung iiber die Richtung der Normalen zur Wellentfront abgeleitet 
sein kann. 

Diese Betrachtungen beeintrachtigen den ganzen Gedankengang 
von Stark. 

Das Starksche Versuchsergebnis steht auch in keinem Widerspruch 
mit der Hypothese von Ritz. In der Tat, zur Deutung dieses Versuchs 
yom Standpunkt der ballistischen Theorie ist es nétig, wie oben betont 
wurde, neue Annahmen hinzufiigen. 

_ Man kann aber bekanntlich durch eine geeignete und sinngeméBe 
Wahl dieser Annahmen (die zu keinen Widerspriichen mit den bekannten 
Versuchsergebnissen fihrt) den negativen Ausfall nicht nur des 
Starkschen, sondern gleichzeitig von samtlichen Versuchen, die die 
Entdeckung eines Effekts erster Ordnung in 8 bezwecken, erklaren. 
Es geniigt z. B., die Hypothese von Poli tiber die Lichtgeschwindig- 
keit im leeren Raume und in brechenden Medien anzunehmen, um in 
erster Ordnung die Ubereinstimmung der Lichtwege mit denjenigen, die 
sich nach der Relativititstheorie ergeben, fiir alle méglichen Falle zu 
erhalten). Insbesondere wird dadurch auch das Starksche Ergebnis 
erklirt, da in seinem Versuch ein Effekt erster Ordnung gesucht wird. 


1) Poli, Atti di Torino 55, 377, 1919. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XL. 


i) 
for) 
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Die Unzulissigkeit der Folgerungen iiber die Form der Wellen- 
flachen, die Stark aus seinem Versuch zieht, ist somit bewiesen, denn 
wenn auch die Wellenflaichen die Ritzsche Form hitten und also eine 
Abweichung der Normalen von der Art und Ordnung, die Stark be- 
trachtet, aufwiesen, so wire der negative Ausfall des Versuchs noch 
(und ganz ungezwungen) nach der ballistischen Theorie erklarbar. Der 
Starksche Versuch erlaubt 
nicht die Form der Wellen- 
flachen zu untersuchen. 

Nun wollen wir noch 


folgende Bemerkungen hin- 
zufiigen. Man kann auf Grund 
der in der Wellentheorie 
iiblichen Definition des 

Fig. 2. Lichtstrahls leicht beweisen, 
daB nach der Hypothese von Ritz die Richtung eines durch eine 
bewegte Lichtquelle ausgesandten Strahles durch die Ver- 
bindungsgerade des Punktes des Beobachtungsraumes, in dem 
die Welle entstanden ist, mit dem Aufpunkt der Wellenflache 
gegeben ist. Also steht im allgemeinen diese Strahlungsrichtung nicht 
zur Wellenfront senkrecht. Der Beweis, den wir der Kiirze halber fort- 


lassen, benutzt auBer der Annahme von Ritz nur das Huygenssche 
Prinzip und zeigt, daS auch in der ballistischen Wellentheorie 
das Gesetz der geradlinigen Fortpflanzung des Lichtes gilt. 

Hieraus folgt, daB die Richtungen der von bewegten und ruhenden 
Lichtquellen in einer und derselben Raumstelle ausgesandten und von 
einem Beobachter wahrgenommenen Strahlen vom Standpunkt der balli- 
stischen Theorie im leeren Raume miteinander zusammenfallen miissen. 
Die im Starkschen Versuch erwartete Verschiebung des Bildes der 
Enden des Al-Drahtes konnte also nur durch die Linse hervorgerufen 
sein. Und zwar ist zu bemerken, daS im Falle einer Ritzschen Wellen- 
fliche eine als eben gedachte Welle schief auf die Linse einfallt (die 
Wellenfront steht nicht senkrecht auf der Einfallsrichtung) (Fig. 2). 
Scheinbar ist also der Lichtweg G MF gréBer als der Weg HN F. Man 
dart aber daraus nicht den Schlu8 ziehen, daf die beiden in Wellenlangen 
gemessenen Lichtwege verschieden sind. Aus der nach Poli erweiterten 
Ritzschen Theorie ergibt sich im Gegenteil, da die Verschiedenheit der 
geometrischen Wege durch eine Anderung der Wellenlinge kompen- 
siert wird. 
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Der Starksche Versuch wurde mit Anwendung des Michelson- 
Interferometers durch E. Rupp?) wiederholt. Offenbar lassen sich alle 
Betrachtungen dieses Abschnitts ohne weiteres auf den Versuch von 
Rupp iibertragen. Auch dieser Verfasser bemerkt nicht, dab, wenn die 
Wellenfliche deformiert wird, alle physikalischen Merkmale des Lichtes 
veraindert sein kénnen, insbesondere der Winkel zwischen der Fort- 
pflanzungsrichtung der Energie und der Wellenfront. Die Licht- 
strahlen kénnen aber wohl geradlinig bleiben und ihre in 
bezug auf den Ort der Lichtemission radiale Richtung 


erhalten. 
Ballistische Theorie der Reflexion. 


3. Der Versuch, den wir zur experimentellen Untersuchung der 
Ritzschen Hypothese wihlten, bestebt in der direkten Priifung des 
Reflexionsgesetzes fiir das von einer Kanalstrahlpartikel gegen eine 
ruhende Spiegelflache gesandte Licht. Dieses Gesetz mu aber vom 
Standpunkt der ballistischen Theorie noch aufgestellt werden. Zwar 
wurden schon verschiedene Hypothesen tiber die Lichtgeschwindigkeit 
im reflektierten Strahle vorgeschlagen, doch bediirfen sie alle, wie auch 
die Hypothese von Ritz selbst, einer experimentellen Begriindung. Das 
Problem muB8 also aufs neue analysiert werden. 

Zur Aufstellung des Reflexionsgesetzes benutzen wir folgende drei 
Grundannahmen. 

Annahme A. Die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum » ist 
in bezug auf ein Inertialsystem gleich: 

yp =t+4, 

\i| == ¢ ==) konst, (1) 
wo u die Geschwindigkeit der Lichtquelle, und i die Licht- 
geschwindigkeit in bezug auf die Lichtquelle sind (Hypothese 
von Ritz). Folglich ist seine absolute Gro8e : 

C == jo] =e B? sin? & + wu cos a, (1’) 
wo o der Winkel zwischen » und u ist. 

Diese Formel ergibt sich leicht aus der Fig. 1. 

Annahme B. Der Strahlenweg im Reflexionsvorgang 
geniigt dem Prinzip von Fermat. 

Annahme C. Die Ritzsche Formel (1) gilt unverindert 
auch fiir die Lichtgeschwindigkeit des reflektierten Strahles. 


1) Ann. d. Phys. 7a le, MEPS 
26 * 
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Wir werden die Wahl dieser Annahmen im nichsten Paragraphen 
rechtfertigen. An dieser Stelle wollen wir auf Grund unserer Annahmen 
das Reflexionsgesetz ermitteln. 

Wir beschranken uns nun auf den Fall, daB die Bewegungsrichtung 
der Lichtquelle in der Einfallsebene hegt. Aus Symmetriegriinden wird 
dann auch der reflektierte Strahl in derselben Ebene liegen. 

Mit q bezeichnen wir (Fig. 3) den von 0 bis 2 gemessenen Winkel 
zwischen der nach innen gerichteten Normale des Spiegels und der 
Richtung von u. 

Die positive Drehrichtung ist durch die kleinste Drehung bestimmt, 
welche die genannte innere Spiegelnormale in die Richtung des ein- 
gallenden Strahles iiberfiihrt. Bei jeder beliebigen Richtung von u ergibt 
sich dann fiir den einfallenden Strahl: 


“= +t(y—?) 
und fiir den reflektierten Strahl: 
oS bit — (pa). 


Daraus erhalten wir mit Benutzung der Formel (1') folgende Aus- 
driicke fiir die Geschwindigkeiten der beiden Strahlen : 


0. c V1 — B’ sin? (p — 4) + wcos (py — 2), 
0; == 6 V1 — B? sin? (p + r) — woos (p + 7). 

Die Annahme B, d.h. das Prinzip von Fermat, erlaubt jetzt die 
Beziehung zwischen i, m und r zu erhalten. Zu diesem Zwecke suchen 
wir in iiblicher Weise die Bedingung, welche zwischen 7 und r bestehen 
muB, damit das Licht den von einem Punkte A bis zum Spiegel und 
dann bis zu eimem festen Punkte B (Fig. 3) fthrenden Weg in der 
kiirzesten Zeit durchlaufe. 

Mit x bezeichnen wir die Abszisse des Einfallspunktes P auf dem 
Spiegel. Dann ergibt sich leicht fiir die Dauer t des Lichtiibergangs 
von A nach B der Wert: 


_ Vai +o " Vi2 + (@— 2) 


v V5 


t 


1 
h? 4-0? 

ucosgh, + using «+ ¢ Vr? + a? — B2 (sing. h, — cos gy. x)? 

h2 + (a— 2)? 


~ucos ph, +usin g (a—x2)+¢ Vh3+ (a—2)y—B’ [sng hy + cos p.(a—2)] 
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Da t ein Minimum werden soll, so setzen wir: 


dt 
are 
da Vreehat.y, 
: oe Dye ‘ 
(eS « on ues a + B (sing .h, — cosy . x) cos p 
Vx? + h?— BP (sing .h, — cosy. at)? 
(h? + 3). 07 
pay ee 7) 
Vr? + G@— 2)*.2, 
—2z)— B?(smgp.h,+¢ .(a—-: 
[he + (a— a)?] + e sing +c: as v) mu (sng ine Ge 2)) ae q| 
4 | V(a—a)? +h} — B (sing . hy + cosp . @— a))? 
~ [h2 + (@— 2)*). 03 7 
oder auch : 
2 sin@ . 
ucos (gp —%) + ¢ ) 1p sin" (p 9) 
« ainisen sini + B? sin (p — 7) cos p 
V1 — B' sin? (p — 4) 
[uw cos (pg —%) + ¢ Vi — B? sin? (» — Dik 
mA ir 2sinr 
—uweos(p +r) +e V1 — f®sin® (pr) 


[sing i 
~ [—weos@ +a) + eft — paint g HNP 


Entwickelt man diese Ausdriicke nach Potenzen von 6B und ver- 
nachlassigt Glieder dritter und héherer Ordnung, so bekommt man: 
sini + B? (4 sini. sin? (p — 7) + sing. cos (gp —%)| 

— sinr + B?[isinr. sin? (p + r) — sing cos (po + *)). 
Hieraus ergibt sich leicht: 
i—r 4 — B' sin 2 — cos? i. (2) 
Wie oben erwahnt, ist der Effekt von zweiter Ordnung in B. 

Gleichung (2) hatte auch, mit Anwendung des Huygensschen 
Prinzips, auf geometrischem Wege erhalten werden kénnen. Dies- 
beziiglich beschriinken wir uns nur auf einige Bemerkungen. Will man 
anstatt der Annahme B das Huygenssche Prinzip einfiihren, so muf 
natiirlich auch die Annahme C durch eine neue Hypothese ersetzt werden. 

Als gleichwertig mit der Annahme C kann hier folgende An- 
nahme C’ eingefiihrt werden : 


sin r — B° sin (p + r) cos 
y1 — B sin? (p + 7) | 
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ali 


Annahme C’. Die Form und die Orientierung im Raume 
der Elementarwellenflichen, welche in Punkten der Ober- 
flache des Spiegels entstehen und die reflektierte Welle 

A bestimmen, sind derjenigen 
der einfallenden Wellentliche 
gleich. 

i Bei Ritzschen Kugelwellen 
sind also die Hlementarwellenflichen 
nach der Reflexion selbst Kugeln, 
deren Mittelpunkte siimtlich in bezug 


auf die Spiegelpunkte, wo die ein- 
zelnen Wellen entstehen, in der 
u-Richtung verschoben sind. 


Bei ebenen Wellen  mub 
Fig, 3. nattirlich die Strahlungsrichtung 
mittels einer auf dem in § 2 erwithnten Theorem beruhenden Konstruktion 
bestimmt werden, Diese Richtung ist nimlich direkt durch die Richtung 
der Geraden, die den Punkt O (siehe Fig. 1), wo die Welle entstanden 
ist, mit einem Punkte P der betrachteten Welle verbindet, gegeben., 
Diese Bemerkungen mégen gentigen, dem Leser die Ermittlung der 
Forme] (2) auf geometrischem Wege zu erleichtern. Hine solehe An- 
wendung des Huygensschen Prinzips liefert wohl die beste Kontrolle 


der vorstehenden Rechnungen. 


Diskussion tiber die Wahl der eingefiihrten Hypothesen. 


Der Versuch von Majorana. 


4. Wir kommen nun zu dem Problem der Rechtfertigung unserer 
Wahl der Annahmen A, B und C, 

Die erste dieser Annahmen bildet den Gegenstand der vorstehenden 
Untersuchung ') und unterliegt als solche keiner Modifikation. Die Wahl 
der anderen ist a priori willkiirlich und kann ersichtlich nur in der Ge- 
samtheit von bekannten Versuchsergebnissen ihre Rechtlertigung finden. 

Nun glauben wir, daB die allgemeinsten Prinzipien der Wellen- 
optik, die Prinzipien von Fermat und von Huygens, auch in 
der ballistischen Theorie aufrecht erhalten werden miissen. 


') Kine andere Form der Abhiingigkeit der Lichtgeschwindigkeit von der 
Bewegung der Lichtquelle ist dadurch ausgeschlossen, dai sie mit der Invarianz 
gegen eine Galileische Transformation nicht im EBinklang stehen kann und keine 
einfache Erklirung des Michelson-Versuchs erlaubt. 
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Wenn heute der Zweifel in die allgemeine Giiltigkeit der Wellen- 
optik, insbesondere fiir Vorgange der Lichtemission und Absorption, 
gerechtfertigt ist, so scheint uns doch die Gesamtheit optischer Versuche 
aber die Lichtausbreitung kaum eine vom wellentheoretischen abweichende 
Deutung zu gestatten. D. h. wenn auch z. B. die extreme Lichtquanten- 
theorie sich in Zukunft bewihren sollte, so wiirden dadurch die beiden 
Prinzipien ihre Hauptrolle fiir die Erledigung der Strahlenwege nicht 
verlieren miissen. Nur die physikalische Deutung dieser Prinzipien wird 
verschieden ausfallen. Formal aber, als mathematisches Hilfsmittel, 
konnen sie wohl in jeder Theorie Platz finden, Man beachte auch, daf 
der wahre Inhalt dieser Prinzipien nur durch die Festsetzung von an- 
deren Annahmen iiber die Form der Elementarwellen oder iiber die 
Lichtgeschwindigkeit prazisiert wird. Allerdings ohne diese Prinzipien 
wire jede theoretische Untersuchung der Lichtfortpflanzung sehr er- 
schwert. Daher wollen wir die Frage nach der Méglichkeit, eine 
ballistische Theorie zu konstruieren, die die Giiltigkeit der beiden Prin- 
zipien leugnet, offen lassen. 

Es gibt noch einen anderen allgemeinen Gesichtspunkt, der als 
Grundlage der ballistischen Theorie angesehen werden darf: es ist das 
Prinzip der Invarianz aller optischen Erscheinungen gegen 
eine gleichférmige Translation des inertialen Bezugssystems. 

Dieses Prinzip bildet den Ausgangspunkt nicht nur der Einstein- 
schen Relativititstheorie, sondern auch simtlicher Betrachtungen von 
Ritz, und ist bekanntlich bisher durch alle Versuche bestitigt worden. 
Nur der Millersche Versuch ') auf dem Mount Wilson hat die fast all- 
gemeine Uberzeugung in die Giiltigkeit dieses Prinzips erschiittert. Wird 
das Millersche Versuchsergebnis nicht als lokalen Ursprungs gefunden 
und durch andere Versuche bestitigt, so wird zusammen mit der Rela- 
tivititstheorie und der Lorentzschen Elektrodynamik auch die ballisti- 
sche Theorie iiberholt. Kiirzlich hat aber Tomaschek®) den Trouton 
und Nobleschen Versuch in einer Héhe von 3457 m wiederholt und 
keine Spur eines Atherwindes gefunden. 

In dieser Hinsicht miissen wir freimiitig die Ergebnisse neuer Ver- 
suche abwarten, und wegen der Isoliertheit des Millerschen Befundes 
ihn im folgenden ganz auser Betracht lassen. (Kin Versuch, das Er- 
gebnis von Miller vom Standpunkt der ballistischen Hypothese zu er- 


kliiren, wire ja aussichtslos.) 


1) Proc. Nat. Ac. Washington 11, 314, 1925; Science 1. Mai 1926. 
2) Ann. d. Phys. 78, 743, 1925; 80, 509, 1926. 
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5. Die Berechtigung der Wahl der Annahme C_ erfordert eine 
nihere Analyse, 

Uber die Geschwindigkeit im reflektierten Strahle sind schon ver- 
schiedene Hypothesen vorgeschlagen worden, So nehmen J. J, Thom- 
son und Stewart’) an, dab diese Gesohwindigkeit durch die Bewegung 
des Spiegelbildes der Lichtquelle, gemif dem Ritzschen Gesetz, bestimmt, 
dh. durch die Ritssche Formel (1) gegeben ist, wenn un durch die Ge- 
schwindigkeit des Bildes der Lichtquelle ersetzt wird. 

Nach ‘Tolman ®*) soll die in Rede stehende Geschwindigkeit nur von 
dem Bewegungszustand des Spiegels abhingen und dabei die Ritzsche 
Formel (1) giiltig sein, Doh. es muB nach Tolman u durch die Ge- 
schwindigkeit des Spiegels in der Ritsschen Formel ersetzt werden. 

Wir werden aber eigen, da® die einzige erfahrungsgemiBe und 
theoretisch begriindete Hypothese wohl die Annahme ist, daS das Ritz- 
sche Gesets (1) unveriindert auch tir den reflektierten Strahl gilt [Hypo- 
these ven Rita} ). 

Zu diesem Zweeke kinnen wir nur den wichtigen Versuch von 
Majorana*) tiber die Messung des Dopplereffekts einer irdischen Licht- 
quelle mittels eines Interferometers benutgen. Stimtliche Versuche tber 
die Reflexion an bewegten Spiegeln erlauben keinen einwandfreien 
Schlu8 ther die Geschwindigkeit des reflektierten Strahles zu ziehen. 
Sie alle stehen mit der Relativititstheorie im besten Einklang, kinnen 
aber auch vom Standpunkt der ballistischen Theorie leicht gedeutet werden, 

Majorana benutste als Lichtquelle eine Quecksilberlampe, die an 
dem Rande einer schnell rotierenden Scheibe befestigt war, und beob- 
achtete die Verschiebung der Interferengringe in einem Interferometer, 
die durch die Umkehr der Bewegungsrichtung der Lichtquelle verursacht 
war (DopplerEffekt), Wie Michaux ) gezeigt hat, widerspricht das 
Ergebnis von Majorana den Hypothesen von Stewart und von Tol- 
man, steht aber mit der Annahme C in bestem Einklang. 


) OJ M. Stewart, Phys, Rev, 82, 418, 1911, 

%) Phys. Rev, 81, 26, 1910, 

8) Hierau erlauben wir uns, die Worte von Rita selbst zu zitieren: lorsqu’ 
un rayon lumineux met en vibration les ions d'un corps queleoaque qui, a leur 
tour, dmoettent de nouvelles andes, les centres de oes andes se meavent non avec 
la vitesse de oe corps (comme le voulait notre hypothdse), mais avee la vitesse 
de la sourve de lumidre [On verifie facilement ce théordme en suivant de pris les 


demonstrations de M. Lorenta# (Versuch e. Theorie d. eleKktr, u. opt, Vorgiinge, | 


Leiden 1895)), Rita, Ges, Werke, S. 444. 
*) Lincei Rend. 27, 402, 1918, 
5) GR. 168, 507, 1919. . 
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Der Beweis ist fiir uns so wichtig, da$ wir uns mit den etwas ober- 
flachlichen Betrachtungen von Michaux nicht begniigen kénnen und das 
Problem aufs neue analysieren wollen. 

Bekanntlich sind die von Majorana benutzten Interferenzringe im 
Michelsonschen Interferometer nichts anderes als die sogenannten 
Interferenzringe gleicher Neigung, und die Wirkungsweise des Apparats 
kann dadurch erklirt werden, daS man das ganze Interferometer durch 
zwei planparallele Spiegel ersetzt denkt und auf diese die Theorie der 
Interferenz an planparallelen Platten (mit kleinen Modifikationen) an- 
wendet. (Majorana beobachtete ja gerade die Ringe gleicher Neigung, 
nicht die Streifen gleicher Dicke.) 

Der Gangunterschied zwischen den interferierenden Strahlen hangt 
bekanntlich von dem Umstand ab, daS emer von diesen Strahlen an dem 
nachststehenden Spiegel reflektiert wird, wihrend der andere noch zwei- 
mal den Weg zwischen den beiden Spiegeln durchlaufen mub. 

Majorana beobachtete eine Verschiebung von Interferenzringen um 


2d 
den Betrag von Sa "des Streifenabstands [wo d der Abstand zwischen 
¢ 


den beiden im Schema parallelen Spiegeln bedeutet} *y; 

Das Ergebnis steht mit dem Prinzip der Konstanz der Licht- 
geschwindigkeit (Relativitatstheorie) im Einklang. Eine Erklarung vom 
Standpunkt der ballistischen Theorie ist auch mdglich, erfordert aber 
eine nihere Analyse der Bildungsweise der Interferenzstreifen. Diese 
Analyse wird uns zeigen, dab das Ergebnis von Majorana nur dann 
gema8 der Hypothese von Ritz gedeutet werden kann, wenn 
man fiir den reflektierten Strahl die Hypothese C einfihrt. 
Da aber die Prazision der Messungen nur einen Effekt erster Ordnung 
gestzustellen erlaubt, so ist natiirlich diese Folgerung nur fiir Glieder 
erster Ordnung giiltig. 

Fassen wir zunachst den einfachen Fall der senkrechten Inzidenz 
und gleichférmigen Bewegung der Lichtquelle in der Richtung der 
Spiegelnormalen ins Auge, So ist nach der ballistischen Hypothese be- 
kanntlich die Geschwindigkeit v, des einfallenden Strahles in bezug aut 


1) Dieser Betrag entspricht der Transformation von dem Falle einer ruhenden 
Lichtquelle in den Fall einer bewegten (mit der Relativgeschwindigkeit w). In 
Wirklichkeit hat Majorana die Bewegungsrichtung der Lichtquelle umgekehrt 


(was einer Veranderung der Geschwindigkeit von wu in — u entspricht) und also 
4 i 
den doppelten Betrag der Verschiebung beobachtet (4. h. sen). Der Hinfach- 


heit halber betrachten wir die erste Transformation. 
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den Spiegel gleich ¢- u, die Frequenz y,, die ein gegen den Spiegel 
ruhender Beobachter wahrnimmt, gleich » (1 -+- 8), withrend die Wellen- 
linge 4, = A ist, d. h. gleich der Wellenlinge 4, die man im Falle der 
ruhenden Lichtquelle hat. Also tndert sich die Frequenz uach dem 
Prinzip von Doppler, wie in der gewdhnlichen Theorie, wiihrend die 
Wellenliinge keine Anderung erfihrt, 

Im reflektierten Strahle ist die Frequenz », fiir einen in bezug aut 
den Spiegel ruhenden Beobachter notwendigerweise der Frequeny p, gleich, 

Mir die Geschwindigkeit », (in bezug 
auf den Spiegel) geben die obenerwiihnten 
Hypothesen die Werte ¢ + w nach 
Stewart, ¢ nach Tolman und e—4w 
nach Ritz, 

Nun ist die Wellenlinge Ay im reflek- 
tierten Strahle mit e, verkniiptt durch die 


Formel o, == »,.A,. Zur Krmittlung von 
v, geniigt also A, aut experimentellem 
Fig. 4. Wege zu bestimmen. 


Die von Majorana beobachtete Verschiebung der Streifen ist auf 
2a 
die Variation des Gangunterschieds um + alr Wellenliingen guriick- 
: : 


‘ 
zutiihren. Im einfallenden Strahle kann aber nach obigem keine Ver- 
anderung der Wegdifferenz entstehen, da die Bewegung der Lichtquelle 
die Wellenlinge unveriindert liBt, 

Der ganze Gangunterschied mu8 also in dem reflektiorton Strahle 
entstehen. Folglich mu8 die Wellenliinge A, des reflektiorten Lichtes 
foleender Bedingung gentigen: 


dl dl 2d 
7 
A, = A(1—2 8). (3) 


(Wir beschriinken uns auf Glieder erster Ordnung in B.) 

Die Interferenzringe gleicher Neigung entstehon aber unter schieter 
(quasi-senkrechter) Inzidenz. Will man sich daher tiberzeugen, dab der 
Wert (8) der einzig zuliissige ist, so mu man auch diesen Fall analy- 
sieren und dabei beriicksichtigen, daB 1, der Reflexionswinkel » im all- 
gemeinen von dem Winfallswinkel ¢ verschieden sein kann (doch wollen 
wir annehmen, daB die Differenz r — i héchstens von der Grébenordnung 
von ist); 2. da’ die Wellenfliiche nicht auf dem Lichtstrahl senkrecht 
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yu stehen braucht (doch wird der Winkel zwischen der Flachennormale 
und dem Strahle hiéchstens von der GréBenordnung von sein). 
Im folgenden beziehen wir uns aut die Fig. 4. 
Wir setzen: r—i=hp 
e= mp 
A, = A018): 


wo k, m, a drei zunichst unbestimmte Koeffizienten sind, deren Werte 
; L 

wir als klein gegen 8 und — annehmen. Wir betrachten auch 4 und r 
' 


als kleine Winkel, da sie in Wirklichkeit fiir die beobachtbaren Inter- 
ferenzringe héchstens von der GroéBenordnung von 0,01 sind (fast senk- 
rechte Inzidenz). 
Nach der gewihnlichen Theorie des Doppler-Effekts ist 
y=), =e 
und die zugehdrige Variation des Gangunterschieds, in Wellenlingen ge- 


nessen, gleich: . , ‘ 
messen, gleic > doer 2 dcosr 2dcosr 


eer ae p @) 


In unserem Falle ergibt sich leicht aus der Fig. 4 fiir die Variation 


des Gangunterschieds in einer gegebenen Richtung r der Ausdruck : 


2dcosr d d | 
eR ie) cakes aly cee eee te LO sinr 
y\ 4 cost aC 5 scer (tg 4 + gr)sin r| 
| 1. : 
+ sr (tgi + tgr)cosr.kB = — 7 (acosr B + Glieder héherer 


Ordnung}, (5) 
wo die nicht hingeschriebenen Glieder Produkte von 6 und r oder hohere 
Potenzen von f enthalten (sie sind also wenigstens hundertmal kleiner 
als die in Rechnung gezogenen und kinnen vernachlissigt werden, da 
die Messungen von Majorana mit einem Beobachtungstehler von 0,05 
des Streifenabstands behaftet sind). 

Der Vergleich von (4) und (5) hefert 


Of 
also ergibt sich, wie oben fiir senkrechte Inzidenz, fiir kleine Winkeln 
idund r: l= sis 2B), 


V, == Vhs = VAL + p)(1— 28) ~c—. 
Folglich sind, dank dem Majoranaschen Versuch, alle Werte fiir 
4,, die sich von dem obigen um Glieder erster Ordnung in Bf 
unterscheiden, ausgeschlossen. . Dieser Wert ist nun gerade mit 
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dev Annahme © vertviglich, nicht aber mit den Hypothesen von Tolman 
und Stewart'), Die Verallgemeinerung dieses Ergebnisses auf den Fall 
schiefer Inzidenz, fiihrt aber natiirlicherweise zu der Annahme C. 

4. Wir geigen jetzt, dab allgemeine Griinde uns zwingen, die An- 
nahme ( als in aller Strenge giiltig anzusehen., 

In dev Tat geniigt es anzunehmen, dali es wenigstens ein Bezugs- 
system gibt, in dem das von einer im System ruhenden Lichtquelle aus- 
gesandte Licht sich im Vakuum mit einer Geschwindigkeit fortpflanzt, 
die nach einer beliebigen Zahl yon Reflexionen und Brechungen konstant 
hleibt, und insbesondere bei der Reflexion an einem bewegten Spiegel 
keine Verinderung erleidet. Eine solehe Hypothese kann ersichtlich mit 
den Athervorstellungen verbunden sein. Ubrigens ist sie allen optischen 
Theovien gemeinsam, Aus dieser Annahme und aus dem Prinzip der 
lnvarianz gegen eine ‘Translation folgt aber unmittelbar die Giltigkeit 
auserer Annalime C, Man hat zu diesem Zwecke nur ein Bewegungs- 
system zu betrachten, in dem der Spiegel ruht. 

lat 2. Kh, —u die Geschwindigkeit des Spiegels gegen die ,in bezug 
auf den Ather ruhende* Lichtquelle, so wird ersichtlich die Licht- 
veschwindigkeit in bezug auf den Spiegel im einfallenden und im reflek- 
tierten Mtrable (4-4 sein, wo t die in bezug auf die Lichtquelle oder auf 
den Ather gemessene Lichtgeschwindigkeit ist. Das gibt im Falle senk- 
rechter Inzideng und Bewegung in der Richtung der Spiegelnormale fiir 
(die Geschwindigkeit des reflektierten Strahles in bezug auf den Spiegel 
den Wert ¢ — « [man setze @ —= am in (1')). 

Dank dem Invariangprinzip tibertrigt sich diese Folgerung auf alle 
berechtigten Bezugssysteme. 

Auch die Erweiterung der ballistisehen Optik, die von Poli vor- 
eeschlagen ist, und mit allen Versuchen im Hinklang steht, fiihrt zu der 
Hypothese (. Wir erlauben uns, an die Idee von Poli an dieser Stelle 
zu erinnern und ihy eine vektorielle Form zu geben, die dem Invarianz- 
prinzip in aller Stvenge*) geniigt. Im engen AnschluS an Poli kénnen 
wir annehmen, dali 


‘) Hesonders cinfach ist der Schlui beziiglich der Hypothese von Stewart, 
(ie beim ersten Anblick als die zuverlissigste erscheint. Es leuchtet nimlich ein, 
(lal nach dieser Hypothese die Bewegung der Lichtquelle keine Veranderung des _ 
(angunterschiedes im Interferometer verursachen kann, da weder im ecinfallenden 
noch im veflektierten Strahle eine Variation der Wellenlainge entsteht, 

*) Poli (a, a, O) beriicksichtigt nur die Glieder erster Ordnung in f. Seine 
Hormela geniigen dem Invarianapringip nicht, wenn man Glieder héherer Ordnung 
in Rechnung stellt. 
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|, die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum in allen Fillen, d. h. auch 
einer beliebigen Zahl von Reflexionen und Brechungen, gleich 
ist; 

2. die Lichtgeschwindigkeit in einem brechenden Medium, welches 


nit der Geschwindigkeit w bewegt, gleich 


i i | 
n n? | (1— <3) 

lis leuchtet dann ein, dat 

a) man fiir ruhende Lichtquellen (t= (0) die Formeln der Fresnel- 
| Wellenoptik erhalt; 

b) die beiden Annahmen dem Prinzip der Invarianz gegen 
Galileitransformation Gentige leisten; 

c) fir bewegte Lichtquellen ergeben sich Formeln, die in erster 
ung mit denjenigen der Relativitiitstheorie oder der Fresnel] schen 
enoptik tibereinstimmen (siehe hierzu den Beweis von Poli, a. a. O.). 
Unsere obigen Annahmen A und © sind nur spezielle Fille dieser 
othesen. 

Wir glauben, dafi eine eventuelle weitere Entwicklung der ballisti- 
1 Theorie kaum einen anderen, von dem vorgeschlagenen verschiedenen 
-verfolgen kann. 

Die Annahme C erscheint wohl als die einzig plausible. 

Nebenbei bemerken wir noch, daB die obigen Betrachtungen uns ein 
« indirektes Mittel liefern, unsere Formel (2) zu kontrollieren. In 
Fresnelschen Wellentheorie ist nimlich das Problem der Reflexion 
inem bewegten Spiegel schon mehrtach behandelt worden. Das Re- 
onsgesetz fiir einen Beobachter, der sich mit dem Spiegel bewegt, ist 
Valle in einer vor kurzem erschienenen Arbeit") aufgestellt, Kr 
ngt dabei zu derselben Formel (2). 

Hierans schlie®t man, daB die in § 8 entwickelte Theorie (die dem 
zip der Invarianz gegen eine Galileitranstormation Geniige leistet) 
Falle einer ruhenden Lichtquelle Ergebnisse liefert, die mit denjenigen 
klassischen Athertheorie (fiir Lichtquellen, die gegen Ather ruhen) 
‘einstimmen. In der Tat betrachtet Valle den Fall, da’ die Licht- 
He selbst sich mit dem Beobachter und dem Spiegel bewege. Diese 
vegung der Lichtquelle kann aber vom Standpunkt der Athertheorie 
ion Kinflu8 auf das Reflexionsgesetz haben, da die Form der Wellen- 


hen von einer solchen Bewegung unabhiingig ist. Wir kénnen also 


1) Gim. (N.8.) 2, 201, 1925, 
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die Theorie yon Valle direkt auf den Fall tibertragen, da8 die Licht- 
quelle in bezug auf den Ather ruht. Und nach dem Prinzip der Invarianz 
optischer Erscheinungen gegen eine gleichformige Translation miissen die 
Valleschen und unsere Ergebnisse tibereinstimmen, 

Wir kénnen jetzt diese Diskussion der Hypothesen B und C fol- 
gendermalen zusammentfassen: der Versuch von Majorana einerseits und 
allgemeinste theoretische Griinde andererseits fordern die Annahmen B und C° 
als unentbehrlich fiir eine ballistische Theorie der Reflexion zu betrachten. 

Diese Hypothesen fiihren aber. zu der Formel (2), die eine experi- 
mentelle Priifung gestattet. 

7. Wir wollen jetzt noch zeigen, dab sowohl vom Standpunkt der 
Relativitatstheorie als yom Standpunkt der Fresnel- Lorentz schen 
Athertheorie der MinfluB der Bewegung der Lichtquelle auf die Reflexion 
an einem in bezug auf den Beobachter oder auf den Ather ruhenden 
Spiegel immer Null sein mu *), 

fis ist in der Tat bekannt, daf in der Relativitatstheorie eine, in 
einem berechtigten System als eben vorausgesetzte, elektromagnetische 
Welle durch eine Lorentztransformation in eine gleichfalls ebene Welle 
iibergefiihrt wird, und da in simtlichen Inertialsystemen alle physikali- 
schen Merkmale eimer gewéhnlichen elektromagnetischen Welle erhalten 
bleiben und nur die Frequenz (Dopplereffekt) und die Richtung des 
Strahles (Aberration) sich verindern. 

* Wird also die einfallende Welle auf das System bezogen, in welchem 
der Spiegel ruht, so kann sie sich nicht von derjenigen unterscheiden, 
welche eine in bezug auf dasselbe System ruhende Lichtquelle von gleicher 
Wrequenz auszusenden vermag. Fiir einen in bezug auf den Spiegel 
ruhenden Beobachter behalten aber auch die elektrodynamischen Gesetze 
ihre Form unverdndert bei, folglich mufi auch das Reflexionsgesetz im 
unveranderter Horm (¢ = r) gelten. 

Vom Standpunkt der Fresnel-Lorentzschen Athertheorie kénnen 


ef 


wir den Lichtweg bei Anwendung des Fermatschen Prinzips ermitteln. — 


Wir beziehen uns wieder auf die Mig. 3. Ist A gegen den Ather in Be- 
wegung begriffen (wihrend der Spiegel gegen den Ather ruht), so wird 
die Geschwindigkeit des Lichtes im Ather dadurch nicht verindert; sie 


bleibt fir alle Richtungen und auch nach der Reflexion der Konstante c — 


gleich, Daraus folgt i = r. 


') Da es sich hier um einen Effekt relativer Bewegung der Lichtquelle 
in bezug auf den Beobachter handelt, so ist diese wohlbekannte Tatsache durchaus 
nicht selbstverstandlich, 
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Der Reflexionsversuch. 


8. Die Versuchsanordnung war der in unserer ersten Arbeit be- 
schriebenen fihnlich (siehe Fig. 5). 

Als Lichtquelle diente ein 0,1 mm breiter Spalt K auf der Kathode 
einer zylindrischen Kanalstrahlenrdhre von 1 cm Durchmesser und 30cm 
Linge. Die Réhre war mit trockenem Wasserstoff (den wir mit eiem 
Kippschen Apparat hergestellt und dann gereinigt haben) gefiillt und 
mit einem grofen Induktor betrieben. Eine Gleichrichtungsvorrichtung 
(mit Kenotron) erlaubte einen pulsierenden Strom zu benutzen. Die Ent- 
Jadungsspannung wurde durch die parallel eingeschaltete Funkenstrecke 
(zwischen Kugeln von 1 cm Durchmesser) gemessen. Die Beobachtungen 
wurden mit Potentialdifferenzen von 5 bis 30 kV ausgefiihrt (auch kleinere 
Spannungen wurden benutzt, aber nicht gemessen). Héhere Spannungen 
konnten wegen der zu schwachen Intensitit der Kanalstrahlen nicht aus- 
venutzt werden. 

Unsere erste Aufgabe war, die Abhingigkeit der Lichtemission von 
der Geschwindigkeit der Kanalstrahlen (d. h. die Energieverteilung im 
Geschwindigkeitsspektrum) zu untersuchen, Dazu diente der Doppler- 
effekt. Wir beschriinkten uns auf eine subjektive Beobachtung, da auch 
die Beobachtung der Ablenkung des reflektierten Strahles im Reflexions- 
versuch auf subjektivem Wege erfolgte. 


Ersichtlich konnten nur die Kanalstrahlenpartikeln, 
welche eine merkliche ,bewegte* Intensitat im Dopplereffekt 
aufweisen, in dem Reflexionsversuch ein abgelenktes ,auser- 
ordentliches“ Bild des Spaltes von geniigender Intensitat 
eeben, 

Zur Beobachtung diente ein groBes Spektroskop mit sechs Prismen 
von Rutherford und ein Hilgersches Spektrometer. Zuniichst wurde 
danach gestrebt, ein reines Wasserstoffspektrum zu erhalten. Dann gelang 
es bei longitudinaler Beobachtung den Dopplerstreifen bei Serienlinien 
ganz deutlich zu beobachten. Dieser erschien breit und verwaschen. 
(Zur Kontrolle wurden auch transversale Beobachtungen angestellt.) Die 
GroBe der maximalen noch gut beobachtbaren Verschiebung anderte sich 
sehr wenig mit der Spannung. Das Spektrometer von Hilger erlaubte 
eine grobe Messung dieser Verschiebung. Sie war fiir die Linie Hg bei 
Spanmnungen von 10 bis 15kV (die wir in den meisten Fallen benutzt 
haben) etwas gréfer als 10 A. Wir wollen diesen Wert fiir die Be- 
rechnung des zu erwartenden Effekts in dem Reflexionsversuch zugrunde 
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legen. Sicher ist diese Abschétzung nicht zu hoch gewahlt. Man be- 
kommt hieraus fiir 6 den Wert: 


10 


= Soe, 
B= 4361 Se 


also 
u = 6.107 cm/sec. 
Die Anordnung des Reflexionsversuchs ist schematisch in Fig. 5 ab- 
gebildet. Das von dem Spalte A ausgehende Licht fallt nach vier Re- 
flexionen auf einen sphirischen Konkavspiegel S, und das Spaltbild wird 


mittels eines Okulars beobachtet. Alle ebenen Spiegel S;, wie auch der 
spharische, waren auf der Vorderseite sorgfaltig versilbert. Die Abbildung 
war nach diesen Reflexionen noch recht gut. ‘ 
Die VergréSerung des Systems sphirischer Spiegel-Okulare wurde 
besonders gemessen und gleich 180 gefunden. Nimmt man also an, daf 


unser Auge noch einen Winkel von 40” auflésen kann, so ergibt sich, 


" 


180 


da8 die obige Anordnung noch einen Winkel von 


— 0,22” fest- 


zustellen vermag. 

Die in Fig.5 angedeutete Anordnung der Spiegel ist so gewiahlt, 
da8 die auf Grund der Beziehung (2) zu erwartenden Effekte sich addieren. 
So ist nach (2) fiir die erste und dritte Spiegelung der Reflexionswinkel 
erdBer als der Einfallswinkel, wéahrend fiir die zweite und vierte r <7 
sein mu. 


Fiir die erste Inzidenz ist g = 4 = bes also nach (2): 


4 


Nach den vier in Fig.5 angedeuteten Reflexionen mu der Effekt 
viermal so grof ausfallen. (Das ergibt sich aus einer einfachen Rechnung.) 


ber eine experimentelle Priifung der ballistischen Hypothese. 397 


Es wird also mit dem obigen Werte von p: 
fet == 2 B? =O 1.6). 


Dieser Winkel ist ungefihr siebenmal gréfer als der, der noch ge- 
rade aufgelést werden konnte. 


Die letzte Reflexion auf dem spharischen Spiegel konnte nur den 
Effekt vergréfern, wie leicht zu ersehen ist. (Wenigstens muBte sie 
gemai8 der Formel (2) zu einer groferen sphirischen Aberration Anlaf 
geben.) 

Nun wurden folgende Beobachtungen angestellt. Der Spalt wurde 
mit gewohnlichem Lichte belichtet und man erhielt ein deutliches Bild 
yon ihm. Dann wurden Kanalstrahlen unter den verschiedensten Spannungen 
und Drucken erzeugt und darauf geachtet, da8 kein zweites Spaltbild oder 
eine Verbreiterung und Verwaschenheit des Randes des Spaltbildes zu 
beobachten war. Zahlreiche Beobachtungen wurden unter den Bedingungen, 
die dem bestbeobachtbaren Dopplerefiekt entsprachen, angestellt. Man 
konnte indessen keine Spur einer solchen Erscheinung beobachten, wie 
man auch die Spannung verinderte. Auch keine Verschiebung des Spalt- 
bildes gegen das Fadenkreuz oder gegen das mit gewéhnlicher Beleuch- 
tung hergestellte Bild konnte nachgewiesen werden. 


9. Gegen die von uns benutzte Versuchsanordnung kann man fol- 
gende Einwinde erheben: 1. Wir wissen nicht, nach welchen Gesetzen die 
Brechung der Ritzschen Wellen erfolgt; es ist uns folglich nichts be- 
kanut tiber die Lage des zugehdrigen, vom Okular und von dem Auge 
gelieferten Spaltbildes. 2. Das Licht geht vor der ersten Reflexion 
durch die ruhende planparallele Glasplatte G, was zu der Vermutung 
AnlaB geben kann, daf dadurch die Lichtgeschwindigkeit wieder von dem 
Werte ¢-+ uw auf den normalen Wert ¢ reduziert werde. Dann konnten 
ersichtlich die darauffolgenden Reflexionen iiberhaupt keinen Einfluf 
mehr haben. 

Zum ersten Einwand kénnen wir folgendes bemerken: es ist auferst 
unwahrscheinlich, daB die von einer bewegten Lichtquelle emittierten 
Strahlen, welche im allgemeinen einen von dem gewohnlichen abweichenden 
Weg verfolgen (Kffekt zweiter Ordnnng), beim Durchgang des nach Be- 
lieben gewahlten Okulars und des Augensystems, die Eigenschatt erhalten, 
den leuchtenden Spalt genau an derselben Stelle abzubilden, wie im Falle 
der Ruhe. 

Man wolle die Differenz beachten, welche zwischen meinem Versuch 
und dem Starkschen besteht, in dem es sich bei letzterem um einen 
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Effekt erster Ordnung handelt. In der ersten Ordnung ist dadurch ein 
positiver Erfolg ausgeschlossen, da’ die Lichtwege stets und iiberall zu- 
sammenfallen. In der zweiten Ordnung sind im Gegenteil, wie wir 
wissen, diese Lichtwege schon bei der Reflexion verschieden. 

Der zweite Einwand ist kaum haltbar. Wenn die Lichtgeschwindig- 
keit in der Glasplatte die erwihnte Verinderung erleiden kénnte, so 
diirfte sie eine leicht nachweisbare Abweichung der ersten Ordnung von 
dem Brechungsgesetz ergeben, wie aus dem Fermatschen Prinzip ohne 
Schwierigkeit zu entnehmen ist. Eine Beobachtung unter schiefer Inzi- 
denz hat aber keine Spur einer solchen Abweichung gezeigt. 


SchluB. 


10. Das Ergebnis unseres Reflexionsversuchs widerlegt die in § 3 
dargestellte ballistische Theorie der Reflexion. Wir folgern daraus aut 
Grund der vorliegenden Untersuchung, da8 jede , ballistische“ Optik der 
bewegten Kérper auf die Anwendung der Prinzipien von Huygens und 
von Fermat verzichten soll. Auch das Prinzip der Invarianz gegen eine 
gleichférmige Translation kann in einer solchen Theorie nicht erhalten 
werden. Diese Umstinde allein machen eine eventuelle zukiinftige Ent- 
wicklung der Idee von Ritz duBerst unwahrscheinlich. 

Unser Schlu8 iiber die Widerlegung der Ritzschen Theorie wird 
aber auBerordentlich verstirkt durch die Argumente, die uns die Doppel- 
sternbeobachtungen gegen die ballistische Hypothese liefern (siehe die 
Kinleitung). Von diesen beiden Standpunkten aus erscheint die Annahme 
von Ritz mit den Versuchsergebnissen unvereinbar. 

Herrn Prof. A. Pochettino bin ich fiir die liebenswiirdige Uber- 
lassung aller Mittel seines Laboratoriums und fiir sein bestiindiges Inter- 
esse an dieser Arbeit zum Danke verpflichtet. 


Turin, Physikalisches Institut (Universitit), 20. Oktober 1926. 
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Zur Wellenmechanik des Stofivorganges. 
Von E. Fermi in Florenz. 


(Eingegangen am 23. Oktober 1926.) 


In dieser Arbeit wird die Theorie des Stofes zwischen einem Massenpunkt und 
einem Rotator entwickelt. Diese Theorie la8t sich in einfacher Weise auf die 
optische Theorie der Diffraktion eines linearen Gitters zuriickfiihren. 


In einer kiirzlich erschienenen Abhandlung hat M. Born’) die 
Grundlagen der Anwendung der Schrédingerschen Wellenmechanik *) 
auf den Stofvorgang entwickelt. In der vorliegenden Arbeit méchte ich 
ein besonders einfaches StoBbeispiel darstellen, welches, wie mir scheint, 
etwas zur klaren Ubersicht der Verhiltnisse bei dem StoSe dienen kann. 

Wir werden nimlich den Zusammensto8 zwischen einem Massen- 
punkt und einem Rotator mit raumfester Achse untersuchen. 

Um uns einer auschaulichen dreidimensionalen Vorstellung bedienen 
zu kénnen, werden wir annehmen, daf der stoBende Punkt sich im einer 
Ebene bewegen kann. Die Verallgemeimerung unserer Betrachtungen auf 
den Fall eines freien Punktes wird aber ohne weiteres einleuchten. 

Seien also « und y die kartesischen Koordinaten des Punktes 
(wir wablen den Koordinatenursprung in der Nahe des Rotators) und » 
das Azimut des Rotators. Wir fassen Punkt und Rotator zu einem 
einzigen System (mit drei Freiheitsgraden) zusammen. Als allgemeine 
Koordinaten fiir dieses System wahlen wir 

= Ym «, i Vm y, C= VJ 9, 
wo m die Masse des Punktes, J das Tragheitsmoment des Rotators dar- 
stellt. Dadurch hat man den Vorteil, da man als Linienelement im 
Konfigurationsraum ds? == d&* + dyPdg? nehmen kann, so daf die 
Metrik im Konfigurationsraum die gewodhnliche kartesische Metrik wird. 
Die Schrédingersche Wellengleichung lautet dann 

Ov Ov ey, 8x ie 

cat toe ee (1) 

Die potentielle Energie V besteht blo8 aus der Wechselwirkungsenergie 
von dem Punkt und dem Rotator und verschwindet, wenn der Punkt 
vom Retator weit entfernt ist; d.h. V hat einen von Null verschiedenen 


1) M. Born, ZS. f. Phys. 37, 863, 1926; 38, 803, 1926. 
2) BE. Schrodinger, Ann. d. Phys. 79, 361, 489; 80, 437; 81, 109, 1926; 
vgl. ferner L. de Broglie, These Paris 1925. 
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Wert nur in der Umgebung der §-Achse; weiter hiingt offenbar die 
Wechselwirkungsenergie periodisch mit der Periode 22 vom Winkel 
ab, dv h. V hiingt periodisch mit Periode 22 VJ von € ab. Als Grenz- 
bedingung fiir @ in unserem Falle mu man ebenfalls, nach Schré- 
dinger, annehmen, da % periodisch mit der Periode 2a von g, d. bh. 
also periodisch mit der Periode 2 a Vr von € abhiingt. 

Um die Lisung von (1) tibersehen zu kinnen, denken wir an die 
optische Analogie zur Wellengleichung (1). In den von der §-Achse ent- 
fernten Gebieten, wo V verschwindet, ist (1) die Wellengleichung in 
einem optisch-homogenen Medium; in der Umgebung der §-Achse hat das 
Medium eine Anomalie des Brechungsindex, welche periodisch von € 
abhiingt. Optisch ist dies aber nichts weiter als ein lineares Gitter mit 
der Periode 22 VJ. Fallt nun eine ebene Welle aut unser Gitter, so 
hat man Beugungsstrahlen von verschiedenen Ordnungen; jede Diffrak- 
tionsordnung entspricht, wie wir sehen werden, einem verschiedenen 
Typus von Sto8 (unalastische Sté8e, elastischer Stof, Stébe zweiter Art). 

Aus der elementaren Gittertheorie entnehmen wir folgendes Er- 
gebnis: 

Sei @ der Winkel zwischen der Ausbreitungsrichtung der einfallenden 
Wellen und der g-Achse; die Richtungen der Beugungsstrahlen n-ter 
Ordnung bilden alle denselben Winkel @, mit der €-Achse; und zwar 


hat man 


Qa VJ (cos @, — cos @) = nd. (2) 


Wir wollen zuerst annehmen, dai die Wechselwirkungsenergie ver- 
schwindet, d. h. wir beschranken uns auf die von der €-Achse entfernten 
Gebiete. Fiir diesen Fall setzen wir q~ als Produkt einer Funktion 
w, (&, y) und einer Funktion ay, (§) an. Gleichung (1) spaltet sich dann 


in die beiden 


de + Oa + ar fn = 2% (3) 
i a 8x? 
qe Tr Ey yy. = 9, (4) 
wo EH, und #, Konstanten darstellen, deren Summe FE, + FE, = E. Fir 


diesen Fall, da keine Wechselwirkung besteht, kann man £, als Energie 
des Punktes, E, als Energie des Rotators ansetzen. Gleichung (4) besitzt 
die Lésungen 


tS VeRat ' 


y, =e (5) 


ras ei. 7 
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Da ferner y, periodisch mit Periode 2a VJ von € abhingen muB, hat 
1 es | re, 
man die Bedingung % y2 E, 2x VJ =k = ganze Zahl, d. h. 


}2 k? 
i, == Say (Quantelung des Rotators). (6) 
Damit (3) eine tiberall endliche Lisung besitzt, mu8 ferner EL, > 0 
sein (kinetische Energie des Punktes positiv !), und dann besitzt (3) fol- 


gende Lisung 


+ ant \o FE, (Ecos x + 7 Seg rs - 
u, h (y = konstanter Winkel). (7) 
Man hat m4 eer Lésung fiir Gleichung , ohne Wechselwirkung: 
2S PB, (cos x¥ +N sin X = = amie OPN 
y=, (&, 0) (@) =e ‘ ° 
+27! V5 (ey + By) (S00s x sin @ + 1 sin x sin 6 + Fcos 6} 
bao) e. h ‘ . i 5 a . i , ? (8) 
wo im bon 
cos @ = P., 3 sm @ = a (9) 
| i Ey | E, + E, 


Mechanisch entspricht Lésung (8), nach Born (1. ¢.), dem Falle, dai 
der Rotator sich im Quantenzustand mit der Energie E, befindet, und 
der Massenpunkt sich geradlinig mit der kinetischen Energie E, in einer 
Richtung bewegt, welche den Winkel x mit der 2-Achse bildet. Optisch 
ist aber Liésung (8) die Amplitude einer ebenen Welle im Konfigurations- 


raum mit der Wellenlinge 
5 (10) 
\2(4, + £,) 
und den Richtungskosinus cos x sin @, sin ¥ sin @, cos @. 

Der Einflu8 der Wechselwirkung V in Gleichung (1) besteht nun, 
wie oben bemerkt, darin, da die ebene Welle gebeugt wird; und zwar 
bilden die gebeugten Strahlen mit der g-Achse einen der Winkel @,. Die 
Amplitude eines gebeugten Strahles ist also proportional zu [man be- 
trachte (2), (6), (9), (10)): 


Qn 3 i « 
Se {Ecos y* sin 6, + 7 sin ¥* sin 6, + Scos 6} 


Qai 


Race \2 E* Ecos x* +7 sin z*) = yaEse 
wo 
i — , Ls cos? @, = SAG 
. pk cae (11) 
Heh As = 
; ag 8. = Ee — ©, 
_ Wieder mechanisch gedeutet, entspricht dies aber folgendem: 


1 
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Der Rotator ist vom hk-ten Quantenzustand mit der Energie KE, in 
: : W (nm + hy? 
den (n+ h)-ten mit Energie LY = — a 


Massenpunkt bewegt sich in einer Richtung, die den beliebigen Winkel 4* 


iibergegangen. Der 


mit der v-Achse bildet, und seine kinetische Energie ist Wf, d. h. sie ist 
die Energie H,, vermindert um den Betrag Hj*—H,. Dieser ProzeB ist aber 
nichts weiter als ein ZusammenstoB, wo der stoBende Punkt in eine be- 
liebige Richtung ,gestreut“ worden ist. Weiter hat man folgende drei 
alle zu unterscheiden: 

n=O. Die kinetische Energie des Punktes und die Energie des 
otators sind unverandert geblieben (elastischer ZusammenstoB). 

n>. Der Rotator ist nach einem Quantenzustand mit gréSerer 
Kinergie auf Kosten der kinetischen Energie des Punktes gesprungen (un- 
elastischer Stof). 

nm <0. Der Rotator ist nach einem Zustand mit kleinerer Energie 
gesprungen, und die Energiedifferenz findet man als kinetische Energie 
des Punktes wieder (Stoh zweiter Art). 

Nach Born gibt die Intensitét der zerstreuten Strahlen ein Maf fiir 


die Wahrscheinlichkeit der StéBe der verschiedenen Arten. 


Berichtigung 
wu der Arbeit: Hinige Bemerkungen zur Heisenbergschen Quantenmechanik 1), 


Von N. v. Raschevsky in Pittsburg, Pa. 


Es ist in allen Formeln 1/A anstatt 4 zu lesen, und auch in der achten Zeile 


von oben auf 8.154 offenbar v4 — c¢, statt des dort stehenden » — cA. 
Die Formeln (1), (2) und (4) lauten also: 
Lua. oH 1 oH 
2xi¢ ==, 271¢ ——— =~ ‘ 
nie (9) Ip 2mie( 5p) YY (1) 
1 i} 
(Fa) mm) = peppy 4 (ome (2) 
1 — 
2 mic ( 7‘) = 2%¢ Vi— 9", 
Ko hy 4 
27 i¢ (,-P’) = igen apie | Me 
RS “Ao Vi—q'? oq’ 


1) ZS. f. Phys. 89, 153—158, 1926. 


(Mitteilung aus dem Physikalischen Institut der Universitit Utrecht.) 


Die Einheit vom Singulett- und Triplettsystem und ihre 
Interkombinationen. 


Von L. S. Ornstein und H. C. Burger in Utrecht. 
(Eingegangen am 3. November 1926.) 


Wenn man die Summenregel auf den Singulett-Triplettfall extrapoliert, findet man 

Intensitiitsverhiltnisse, die, wenn Interkombinationen fehlen und die lLinien 

benachbart sind, durch das Experiment bestitigt werden. In diesen und auch in 

anderen Fiillen ist die Summenregel eine Anniherung fiir kleine Unterschiede der 

Frequenzen. Wenn es Interkombinationen gibt, mu man diese bei der Anwendung 

der Summenregel mitzihlen. Die Beziehung des Problems der erweiterten Multi- 
pletts zum Intensitiitsabfall in einer Serie wird diskutiert. 


S$ 1. Die erweiterten Multipletts. Schon eine qualitative Beob- 
achtung z. B. bei Hg zeigt, dai die Interkombinationsmultipletts den 
bekannten Summenregeln fiir die Intensitéten nicht folgen. Eine nihere 


°, 


Betrachtung lehrt, daB es angebracht ist, diese Interkombinationslinien mit 
den Singulett- und Triplettlinien in Zusammenhang zu bringen. Es hegt 
die Auffassung nahe, die Gesamtheit der Singulett-, Triplett- und Inter- 
kombinationslinien vom selben » und & als ein Multiplett zu betrachten. 
Fiir diese Auffassung kann man folgende Griinde angeben. 

Es gibt bei Quecksilber Fille, wo die Einteilung in Singulett- und 
Tripletterme im gewissen Sinne willkiirlich ist, und die vier Terme von 
derselben Azimutalquantenzahl eine Einheit bilden?). Zwischen vier 
solchen Anfangszustiinden und vier analogen Endzustinden gibt es 16 
denkbare Ubergiinge, von denen fiinf durch die Auswahlregel fiir die innere 
Quantenzahl verboten sind. Die elf iibrigbleibenden Linien sind als ein 
Multiplett zu betrachten. 

Bekanntlich haben friihere Messungen gezeigt, dai das Verhiltnis 
yon Multiplettlinien unabhingig von der Laufzahl in der Serie ist, und 
theoretische Betrachtungen haben das bestitigt. Nun zeigen unsere 
hierunter niher diskutierten Messungen, daf der Abfall der Intensitiit 
von Singulett- und Triplettlinien in derselben Serie der gleiche ist; dab 
also das Verhiltnis von Singulett- und Triplettlinien von der Lautzahl 
unabhingig ist. Diese Ubereinstimmung mit dem oben genannten Ver- 
halten der Multiplettlinien in einer Serie liefert einen zweiten Grund, 
um Singulett und Triplett als ein Multiplett aufzufassen. 


1) W. Pauli, Handb. d. Phys. XXII, 252, 1926. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XL. 2 


io) 


404 L. S. Ornstein und H. C. Burger, 


Zur Erlauterung des Gesagten geben wir ein Schema eines solchen 
,erweiterten Multipletts*. Die Azimutalquantenzahl des Anfangszustandes 
sei k + 1, die des Endzustandes k. Am Rande sind die inneren Quanten- 


E—l |, = 25 — ae 


zahlen der Anfangs- bzw. Endzustiinde angegeben. Die Buchstaben s, f 
und é zeigen Singulett-, Triplett- und Interkombinationslinien an. In der 
bisherigen Auffassung bilden die Linien ¢ ein Triplett. Indem wir am 
Rande des Triplettschemas die Singulett- und Interkombinationslinien 
anschreiben, bilden wir ein erweitertes Multiplett. Auch fiir Systeme 
anderer Multiplizitit ist eme derartige Erweiterung notwendig. 

§ 2. Anwendung der Summenregel auf erweiterte Multi- 
pletts ohne Interkombinationen. Wir betrachten vorléufig den 
Fall, da8 die Interkombinationen fehlen. Zwar ist dann eine Trennung 
in Singulett und Triplett moglich, es scheint aber angemessen, sie als 
eine Einheit zu betrachten. An der Stelle der bekannten Intensitats- 
regeln fiir das Triplett miissen wir generalisierte Regeln fiir das er- 
weiterte Multiplett aufstellen, welche die alten Regeln in sich begreifen. 
Derartige Erweiterungen haben eine Rolle gespielt in unserer Arbeit tiber 
die Intensitiiten im Zeemaneffekt und in einer Arbeit Dorgelos*) tiber 
die Intensititen der Neonlinien. 

Unsere Auffassung Singulett und Triplett in ein erweitertes Multi- 
plett zusammenzufassen, fiihrt zur Erwartung, dab auch fiir das erweiterte 
Multiplett die Summenregel fiir die Intensititen gilt. Ftir die experi- 
mentelle Pritfung haben wir d—f-Multipletts von Ca und Sr und ein 
p—d-Multiplett von He untersucht. Die zugehérigen Interkombinationen 
fehlen oder haben eine vernachlissigbare Intensitaét. Als Lichtquelle 
haben wir fiir Ca und Sr einen mit Oxyd gefiillten Bogen, fiir Helium 
ein Geisslerrohr verwendet. 


1) H. B. Dorgelo, ZS. f. Phys. 84, 766, 1925. 
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Bei der angewendeten Dispersion war eine Aufspaltung der Triplett- 
f-terme von Ca und Sr nicht wahrnehmbar. Das Schema des erweiterten 
Multipletts vereinfacht sich daher zu: 


ip eer | iat 
= a dhe Je ies 
P 8 | | | 
| | | 
2 1 2 3 
D a 


Die Summenregel, angewendet auf die Vertikalreihen dieses Schemas, 
fordert fiir die Intensitaten s, t, t’ und ¢” die Beziehung 


s t i Ge 1) 
5 3 5 qe ( 


wo die Nenner die statistischen Gewichte der betreffenden Endzustande 

sind. Die Gleichung (1) liefert aufer den Beziehungen, welche das Ver- 

haltnis 3:5:7 der Triplettlinien ¢, ¢’ und ¢” gibt, als Erweiterung der 

Summenregel, da8 die Singulettlinie die gleiche Intensitaét wie die mitt- 

lere Triplettlinie, somit ein Drittel der Intensitaét des ganzen Tripletts hat. 
Tabelle 1 zeigt die Resultate der Messung. 


Tabelle 1. 
| Wellenlange | Bezewbanee | Intensitat ‘ | ce {3 

eeesee | Dee 4,3 | 

ime { 4586 | ds—f 7,0 
a ole | 4581 dh 5,0 | Mittelwert 4,8 

| 4579 dif 25 Iii 

| 43855 D—F 4,7 | 

6 ; f 4099 d,—f 6,9 l 
a | 4095 | do—f 5,0 ee 

) 4093 | df 28 I 

| 5156 | D—F 44 / 

mh Nie f| 4892 ds—f 6,8 l 
| | 4869 iF 5,0 ; 5.1 

| 4855 d,—f 3,4 


Das Verhiltnis der Triplettlinien stimmt befriedigend mit der Er- 
wartung iiberein. Die Korrektion fiir den kontinuierlichen Hintergrund 
hat bei der schwiichsten Linie den gréften Einflu8 und erklart ihre 
geringere Genauigkeit. 

Tabelle 1 zeigt, da8 die Intensitit der Singulettlinie tatsichlich mit 
dem Mittelwert der Intensitiiten der Triplettlinien tibereinstimmt. Jedoch 

28 
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ist in allen drei Fallen die Singulettlinie ein wenig schwicher. Diese 
Abweichung ist préfer als der mittlere Fehler der Messung, und ihre 
Wiederholung in allen untersuchten Fallen hat uns tiberzeugt, dab hier 
ein veeller Effekt vorliegt. Uber diesen Effekt werden wir nachher zu 
sprechen haben,  Bekanntlieh wird in letzter Zeit das Heliamspektrum 
als ordalkalithnlich aulgelabt. Diese Annahme wird gestiitzt durch die 
Mossungen des Intensitiitsverhiltnisses der sogenannten , Dublettlinien **), 
die das Verhiltnis 8:1, d. h. (6 4- 3):1 ergeben, Die Anwendung der 
Summenregel gibt das Verhiltnis 3 fiir die Gesamtintensitit des Tripletts 
(scheinbaren Dubletts) und die Singulettlinie. Diese Vorhersage haben 
wir in einem Fall geprtift, und fanden: 
He 4888 pP—D 1,0 
AD26 p—d yt 

Auch hier tritt wieder eine systematische Abweichung der Summen- 
rogel aul im selben Sinne, wie sie auch bei Ca und Sr gefunden ist. Warum 
man erwarten kann, dag bei diesen He-Linien die Abweichung grofer ist 
als bei den gemessenen Ca- und Sr-Linien und welche Bedingungen fiir 
eine strenge Giltigkeit der Summenregel erfiillt sein mtissen, wird spiiter 
ordrtert werden, 

Obenstehende Betrachtungen kann man verallgemeinern fir Systeme 
beliebiger Multiplizitit. Wendet man die Summenregel aut diese Systeme 
an, so findet man, da® die Gesamtintensitiiten von zusamimengehbrigen 
Multiplotts sich wie ihre Multiplizitiitten verhalten miissen. ; 

Wine Prifung und Anwendung der Erweiterung von Multipletts 
kinnen wir noch fir das Dublett-Quartettspektrum des OF, das zum ‘Teil 
von Fowler’) eingeordnet ist, liefern, In dieser Arbeit werden zihil- 
reiche Dubletts und Quartetts und eine Termtabelle fiir beide Systeme 
gepeben, Die Absolutwerte der Dubletterme sind unsicher; die des 
Quartettsystems ganz unbekannt. Die von Fowler gegebenen Quartett- 
terme werden alle um einen beliebigen Betrag zu vergréBern oder zu 
verkleinern sein, um die absoluten Termwerte zu erhalten. Da keine 
Interkombinationen klassifiziert sind, war es ihm nicht miglich, diese 
Unbestimmtheit zu heben, 

Die unvollstindige Kinordnung des O+-Spektrums machte es un- 
miglich, das mit Hilfe der Summenregel vorhergesagte Verhiltnis von 
Dubletts und Quartetts in der bei Ca, Sr und He gefolgten Weise zu 

1) D. Burger, ZS, f. Phys. 88, 437, 1926. 


2) A. Mowler, The Spectrum of ionised Oxygen. Proce. Roy, Soc. (A) 110, 
ATG, 1926, 


: 


77 


Die Einheit vom Singulett- und Triplettsystem und ihre Interkombinationen. 407 


prifen. Im Gegenteil muften wir das jedem Dublett zugeordnete Quartett 
mit Hilfe der mit der Summenregel vorhergesagten Intensitaten auffinden. 
Messungen der Intensitiiten der Q+-Linien standen uns nicht zur Ver- 
fiigung und wir hatten keine Gelegenheit, sie jetzt schon auszuftihren. 
Fir eine vorlaufige Durchmusterung des Fowlerschen Materials haben 
wir uns mit den ,geschitzten Intensititen* begniigt, die besser geschiatzte 
Gréfenklassen genannt wiirden. Um die Skale der Gréfenklassen auf 
Intensititen zu eichen, haben wir die bekannten Intensitéten in den 
Dubletts und Quartetts verwendet. Dieses Verfahren erlaubte die Vorher- 
sage der GriBenklassen der Linien eines zu einem bestimmten Dublett 
gehdrenden Quartetts mit einem Fehler yon etwa einer Gréfenklasse. 

Es gelang in dieser Weise die folgende Zuordnung von Dubletts 
und Quartetts: 


——— nena 


| Dublett Quartett 
1 2p—ad ap—d 
2 2 p—a p’ ap—p' 
3 ap —3p p—bp 
4 23—3p s—hbp ? 
5 ad—3 p d—b p 


Die zugeordneten Terme, die dernach dieselbe Hauptquantenzah| 


haben, sind: 


—————$ — 


Dublett | (Quartett 
2p ayp 
3p bp 
ad d 
ap yp 
28 yes 


Eine Bestitigung der Richtigkeit dieser letzten Tabelle ist das 
Doppeltvorkommen einiger Zuordnungen, Z. B. ad-Dublett — d-Quartett 
aus den Multipletts 1 und 5. 

Es ist bemerkenswert, da8 die Differenz der zugeordneten Fowler- 
schen Termenwerte (auger den s-Termen) unter sich nicht sehr verschieden 
ist (etwa 7000). Hs ist uns wahrscheinlich, da’ deshalb die (uartett- 
terme um ungefahr 7000 verkleinert werden miissen. Die zugeordneten 
Termenwerte bleiben dann zwar noch verschieden, aber ihre Differenzen 
sind kleiner und schwanken, wie das von anderen Elementen her he- 
kannt ist. 

$3. Anwendung der Summenregel auf erweiterte Multi- 
pletts mit Interkombinationen. Viel verwickelter sind die Ver- 
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hiltnisse fiir erweiterte Multipletts mit Interkombinationen. Das beste 
Beispiel fiir Multipletts dieser Art liefert Quecksilber, weil hier die 
Intensitiit der Interkombinationslinien nicht klein ist. Leider bietet aber 
Quecksilber fiir die Messung der betreffenden Intensitiiten grofe Schwierig- 
keiten. 

Die Linien des zu messenden Multipletts zeigen sehr groBe Wellen- 
langenunterschiede. Infolgedessen ist die Messung mit mehr Fehler- 
quellen behaftet, und sind die Resultate weniger genau als fiir benachbarte 
Linien. 

Viel wesentlicher sind die Fehler bedingt durch die Selbstabsorption 
in der Lichtquelle. Diese Fehler haben wir méglichst zu verringern 
versucht, indem wir als Lichtquelle einen AbreiSbogen und eine Gliih- 
kathodenlampe verwendet haben. Der geringe mit diesen Lichtquellen 
gefundene Unterschied der Intensititsverhialtnisse und der geringe Einflu8 
der Kithlung der Lampe geben uns die Uberzeugung, daB die ge- 
messenen Intensitiitsverhaltnisse nur wenig durch Selbstabsorption ge- 
falscht sind. 

Unsere experimentelle Untersuchung bezieht sich auf eine Serie 
erweiterter »—d-Multipletts. Die Trennung der d-Terme ist hier so 
klein, daS man in den verwendeten Lichtquellen natiirliche Anregung 
erwarten kann. Das Schema der untersuchten Multipletts ist das folgende: 


at “7 is 
eo ; 


bo 


bo 


A in 


Die Summenregel liSt erwarten, daS zwischen den Intensititen der 
Linien die nachfolgenden Beziehungen gelten werden: 


i, ety iss et, ty tebe ee ee te 4, ' 
3) a ea 3 aay 5 
| | On 
t Se a | ;. 
5 3 


eal 
ii 


5 vs 5 
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Schon im einfacheren Falle der Erdalkalien und des Heliums hat 
sich eine systematische Abweichung von der Summenregel gezeigt. Die 
Linien gréSerer Frequenz sind stirker, als man nach der Summenregel 
erwarten sollte. Eine analoge Abweichung haben auch spiter zu publi- 
zierende Messungen des Quecksilbertripletts 2p—2s (A = 5461, 4359, 
4048) gezeigt. Nun kommen innerhalb der erweiterten p—d-Maultipletts 
des Quecksilbers sehr grofe Unterschiede der Frequenz vor, so da8 wir 
nicht erwarten kénnen, da die Gleichungen (2) auch nur annihernd giiltig 
sind. Der Abstand der d-Terme ist klein, und deshalb ist das Multiplett 
aufgebaut aus vier weit auseinander liegenden Gruppen von unter sich 
benachbarten Linien. 

Waren die Abstinde dieser Gruppen geniigend klein, so kénnte man 
eine strenge Giiltigkeit der Summenregel fiir die beobachteten Inten- 
sititen erwarten. Sind aber die Abstinde gro8, so kann man erwarten, 
da8 nur fiir benachbarte Linien jeder Gruppe Verhiltnisse gefunden 
werden, die mit der Summenregel in Einklang sind. Das Verhialtnis der 
Intensitiiten der Gruppen unter sich ist aber gestért, indem eine Gruppe 
im Verhiltnis zu den anderen um so starker ist, als ihre Frequenz kleiner 
ist. Nur fiir eine dieser Gruppen erlaubt die Summenregel eine Aussage 
iiber die Intensititsverhiltnisse ihrer Linien, in die die Intensitaten der 
anderen Linien des Multipletts nicht eingehen. Es ist dies die Gruppe 
der Linien f,, t,, t,, %4- Durch ganz elementare Rechnung findet man 
aus den Gleichungen (2): 


t,+% +% 4 ; 
—S = 9 4 
t, I 19,0 Proz (3) 


Man kann erwarten, da8 diese Gleichung streng erfiillt ist, weil die 
Wellenlingenunterschiede von derselben GréSenordnung sind, wie in 
anderen Fallen, wo die Summenregel gilt. | 

Die Messung ergab fiir das erste Multiplett der Serie als Mittelwert: 


et 


Wellenlange | Intensitat | 
3650 ty 100 | 
3655 te 10,8 | | 
: 3663 ts \ Dae hi ig leit 
3663 Py | Peer 


Die sehr schwache Linie t, ist der Interkombinationslinie ¢, so 
benachbart, daB es méglich war, den Spalt des Spektrographen so breit 
zu machen, da$ man gleich die Summe dieser Linien messen konnte. Man 
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ersieht aus obenstehender Tabelle, da’ die in Gleichung (3) ausgedriickte 
Folgerung aus der Summenregel sehr gut durch die Messung bestitigt 
wird. Wiirde man bei der Summenbildung die Interkombinationslinie 7, 
nicht mitzihlen, so wiirde, da ¢, héchstens 1 ist, eine Abweichung aut- 
treten. 

Wir haben dieselben Gruppen von vier Linien auch noch fir drei 
hihere Glieder der Serie gemessen. Diese Linien sind viel schwicher 
als die oben erwahnten, und auch aus anderen Griinden ist ihre Messung 
weniger genau. Uberdies nimmt die relative Intensitit der Inter- 
kombinationslinien mit wachsender Laufzahl ab, so da die Beurteilung 
ihres Kinflusses bei der Anwendung der Summenregel immer genauere 
Messungen fordert. Unsere Messungen an diesen héheren Linien kénnen 
zwar die Notwendigkeit, die Interkombinationslinien bei der Anwendung 
der Summenregel mitzuzithlen, nicht bestiétigen, widersprechen ihr aber 
auch nicht. Die Messung fiir das erste Multiplett der Serie ist jedoch 
so tiberzeugend, da® wir die weiteren schwierigen Messungen fiir die 


héheren Linien unterlassen haben. 


Indessen ergibt sich auch fiir die héheren Linien ein interessantes 
Resultat. Die Intensittit der Interkombinationslinie i, (p,—D,) andert 
sich relativ zur Triplettlinie ¢, (v, — d,) als Funktion der Lautzahl. Setzt 
man wieder ¢, —= 100, so findet man fiir die Intensitiit der Linie 7, dér 


vier ersten Multipletts der Serie: 


Wellenlange | Intensitit 
. 3 aes oe 4 
3663 | 6,9 
3027 8,5 
2807 | 2,1 
2701 | 1,5 


Es nimmt also die Intensitiit der Interkombinationslinie mit der 
Lautzahl schneller ab als die der Triplettlinien. Aus. theoretischen 
Griinden hat Herr Pauli') angegeben, dai das Verhiltnis von Inter- 

er . Ae eldasetse : dv\? 
kombinations- zu Kombinationslinien proportional # == (=) sein soll. 
Hierin ist Ov die Trennung der Tripletterme und 4y der Abstand | des 
Singuletterms vom Schwerpunkt der Tripletterme. Da in einer Serie 
die Endterme und deshalb auch die betreffenden Werte von dv und 4v 
konstant sind, so liegt es nahe, bei der Priifung des Paulischen Ansatzes 


1) W. Pauli, Handb. d. Phys. XXII, 255, 1926. 


Die Hinheit vom Singulett- und Triplettsystem und ihre Interkombinationen. 4. | 


nur die Anfangsterme in Betracht zu ziehen. Fiir dv nehmen wir den 
Abstand der ‘iu8eren Tripletterme d,—d,. Man findet: 


_ (ors? a4 ty ity 

2= (;) | Tp | F 

i) a | ener — 
2,00 | 69 0,035 
0,95 | 35 0,037 
0,56 | 21 0,037 
0,44 = | 15 0,084 


Fiir das erste und zweite Multiplett der Serie haben wir das Ver- 
hiltnis der drei benachbarten Linien f,, ¢, und i, gemessen. Auch hier 
nimmt die Interkombinationslinie relativ zur Triplettlinie mit steigender 
Laufzahl ab. Experimentelle Schwierigkeiten erlaubten bis jetzt nicht, 
zuverlissige Resultate fiir diese Gruppe zu erhalten. Wir hoffen, bessere 
Messungen demnichst anwenden zu kénnen. 

Wir haben weiter das Verhiiltnis der Interkombinationen 7, und 7, zur 

Singulettlinie s gemessen, die auch wieder eine Gruppe von benachbarten 
Linien bilden. Man kénnte vielleicht vermuten, daf fiir ein Interkombina- 
tionsmultiplett im allgemeinen und also auch fiir die zwei Linien 7, und 7, 
dieselben Regeln gelten’wie fiir ein normales Multiplett. Dann wiirde man er- 


warten: 2 — —- Schon eine visuelle Beobachtung lehrt aber, dab i, 
7 
1 
im Vergleich zu i, eine sehr schwache Linie ist. Messungen an einer 


) gewohnlichen Quecksilberbogenlampe (mit starker Selbstabsorption) ergaben 
fiir das Verhiiltnis #,/i, fiir das erste Multiplett der Serie nur etwa 0,02. 
Wahrscheinlich ist dieser Wert noch zu hoch. 
Das Verhialtnis der starken Interkombinationslinie 7, zur Singulett- 
linie s hat fiir die ersten drei Multipletts der Serie den Wert: 
ee 


| 
See eh | 5791 | 4348 | 3906 
iy iy. “|| 5770 4339 3902 
Verhiiltnis S| 0,65 | 0,07 | 0,02 


Merkwiirdigerweise nimmt hier die Intensitit der Interkombinations- 
linie mit der Laufzahl in der Serie viel schneller ab als in den oben 
genannten Fallen. Die Paulische Formel beschreibt also den Abfall 
des Verhiltnisses 0,65 auf 0,07 nicht. Die Messung der héheren Linien 
ist nicht geniigend sicher, um die Giiltigkeit der Formel zu beurteilen. 

$4. Abweichung der Summenregel bei grofben Frequenz- 
unterschieden. Schon einige Male haben wir darauf hingewiesen, dafi 
bei Ca, Sr und He, obwohl Interkombinationen fehlen, die Summenregel 


412 L. 8. Ornstein und H. C. Burger, 


nicht exakt giiltig ist. Wahrscheinlich ist die Summenregel nur streng 
giiltig, wenn alle Differenzen, sowohl der Emissions- als auch der Term- 
frequenzen der Linien eines Multipletts geniigend klein sind. Es besteht 
auscheinend eine Analogie zum Zeemaneffekt, wo die einfachen Aufspaltungs- 
und Intensitatsregeln nur gelten, wenn die magnetische Autspaltung 
geniigend klein ist. 

Die genannte Abweichung kommt in stark erhéhtem Mase zur 
Geltung bei den weit auseinanderliegenden Liniengruppen der erweiterten 
p—d-Multipletts des Quecksilbers. Wir haben fiir das erste Multiplett der 
Serie das Verhiltnis der Gruppen i, + 7,-++s und t, +t, +t, +% ge 
messen. Die mittleren Wellenlingen dieser Gruppen sind 5780 und 3650, 
also sehr verschieden. Auch der Unterschied der Endterme p ist erheblich. 
Die Verbindung der Intensitiiten der beiden anderen Gruppen des Multi- 
pletts haben wir unterlassen, weil die Messungen bei den betreffenden 
kleineren Wellenlingen noch schwieriger und sehr zeitraubend sind. Die 
Messung ergab: 

hthti+h 99 


ae: 
: 


wihrend die Summenregel fiir dies Verhiltnis $ erwarten labt. 


Man kinnte vermuten, daS diese Diskrepanz einer Abweichung der 
natiirlichen Anregung der d-Niveaus zuzuschreiben wire. Es legt aber 
kein Grund zu dieser Annahme vor, wo die Unterschiede der Energien 
der vier d-Niveaus so gering sind. Uberdies ist die gute Ubereinstimmung 
der Gruppe ¢,, ts, t, und i, mit der Summenregel nur zu verstehen, wenn 
fiir die vier d-Niveaus natiirliche Anregung besteht. Auch eine starke 
Absorption der Linien i,, 2,, s ist unwahrscheinlich, weil der Grund- 
zustand dieser Linien nicht metastabil ist. 


Es gibt Griinde fiir die Auffassung, daf eine Abweichung wie die 
oben erwihnte durch die Annahme zu erklaren ist, dab die Summenregel 
auf die Amplitudenquadrate von fiktiven Resonatoren angewendet werden 
muS. Die Intensitéiten der Linien sollten also durch »* geteilt werden 
miissen, bevor man die Summenregel anwendet. Korrigiert man in dieser 
Weise das experimentell gefundene Verhiltnis 20, so findet man: 


3650\* __, 
nie ane a 


In dieser Weise wird also die bestehende Schwierigkeit nicht gelést, 
ebensowenig wie fiir die untersuchten Multipletts von Ca, Sr und He. 
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Man koénnte versuchen, eine Beschreibung der Abweichung von der 
Summenregel zu geben, indem man die Formel, die von Fraulein C. E. 
Bleeker?) fiir den Abfall in der Serie aufgestellt worden ist, zweck- 
entsprechend erweitert. Line alle Fille erfassende Erweiterung haben 
wir aber nicht finden kénnen. 

Doch besteht ein Zusammenhang zwischen dem Problem der Er- 
weiterung der Multipletts und dem Abfall in einer Serie. Betrachtet 
man den Fall, da8 die Frequenzen der Linien eines erweiterten Multipletts 
kleine Differenzen aufweisen, so ist das Verhaltnis von iibereinstimmenden 
Singulett- und Triplettlinien unabhiingig von der Laufzahl. Der Abfall 
in der Serie muS dann fiir Singulett und Triplett genau derselbe sein. 
In der Tat haben unsere Messungen (deren Diskussion Frl. Bleeker 
spiiter publizieren wird) gezeigt, daB die Bleekersche Formel fiir die 
untersuchte Triplett- und Singulettserie von Quecksilber giiltig ist. Da 
diese Formel nur die effektiven Quantenzahlen von End- und Anfangs- 
zustand enthalt, folgt aus der allgemeinen Giiltigkeit dieser Formel fiir 
alle Serien, dab in der Tat iibereinstimmende Serien verschiedener Multi- 
plizitat, wenn die Frequenzdifferenzen der Linien derselben Laufzahl 
geniigend klein sind, in derselben Weise abfallen. 


Utrecht, Oktober 1926. 


1) ZS. £. phys. Chemie 120 (Oxford-Bd.), 63, 1926. 
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(Mitteilung aus der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt.) 


Uber einen neuen Effekt der anomalen Glimmentladung 
und seine Beziehung zum Pseudohochvakuum. 
Von A. Giintherschulze in Charlottenburg. 
Mit 7 Abbildungen. (Kingegangen am 26, Oktober 1926.) 


Wird im Gebiet des anomalen Kathodentfalles die Anode der Kathode genihert, so 
fillt die Spannung zwischen den Elektroden unmittelbar vor ihrem durch zu grofe 
Blektrodenniihe bedingten schnellen Anstieg noch einmal stark ab. Die Ursache 
wird darin gesehen, daB die von der Kathode ausgehenden schnellen Primirelek- 
tronen bei geniigender Nihe der Anode in der auf dieser befindlichen adsorbierten 
Gas- und Wasserdampfhaut mehr Ionen zu bilden vermigen, als wenn sic im freien 
(ras ionisieren miiften. -— Dieser Effekt bietet auch eine Erkliirung ftir die von 
Janitzki beobachteten Erscheinungen des Pscudohochvakuums im erweiterten 
Sinne, wonach durch Entgasen der Anode die Stromstiirke einer Entladung bei 
sehr geringem Gasdruck (Réntgenréhren) weitgehend verringert wird. Sie tritt 
damit als zweite Erklirung des Pseudohochyakuums neben die friiher vom Verfasser 
eegebene, aul der Wirkung von Wandladungen beruhende, die bei groberen Gas- 
drucken yorgugsweise gilt, wiihrend die jetzt gegebene bei sehr geringen Drucken 
eine wichtige Rolle spielt. 

Wenn die in der positiven Siule befindliche Anode einer normalen 
Glimmentladung der Kathode genihert wird, so nimmt die Spannung 
zwischen den beiden Elektroden dem Gradienten in der verschwindenden 
positiven Lichtsiiule entsprechend ab, bis die Anode der Kathode im 
Faradayschen Dunkelraum so nahe kommt, dai einige der von der 
Kathode ausgehenden schnellen Primirelektronen die Anode erreichen, 
Dadurch wird der Anodenfall iiberfliissig und die Spannung fallt ziemlich 
plétzlich um den Betrag des Anodenfalles. Bei weiterer Anniiherung der 
Anode an die Kathode bleibt die Spannung fast véllig konstant, bis die 
Anode etwa in die Mitte des negativen Glimmlichts vorgedrungen ist und 
steigt dann sehr schnell wieder an. Der Grund fiir diesen schnellen 
Anstieg wird darin gesehen, dai den von der Kathode ausgehenden 
Primiir- und den von ihnen erzeugten Sekundirelektronen nicht mehr der 
zur Erzeugung hinreichender Mengen positiver lonen erforderliche Raum 
zur Verfiigung steht. Das vor dem Beginn des Anstiegs erreichte 
Spannungsminimum wird als normaler Kathodentfall angesehen, weil auser 
ihm kein zusiitzlicher Spannungsverlust vorhanden ist. 

Es war zu erwarten, daf die gleichen Erscheinungen sich auch im 
Gebiet des anomalen Kathodenfalles bei héheren Spannungen zeigen 
wiirden. AnliBlich der Untersuchung der elektrochemischen Kathoden- 
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zerstiubung angestellte Versuche fihrten jedoch aut cine vollig neue, 


i) 


unerwartete Erscheinung. 


Die unterste Kurve der 
Fig. 1 zeigt das oben 
beschriebene normale 
Verhalten der Spannung 
bei einer Entladung mit 
normalem Kathodenfall. 
Je héher jedoch im Gebiet 
des anomalen Kathoden- 
falles die Spannung ge- 
wihlt wird, umsoschiirfer 
sinkt sie unmittelbar vor 
dem sclinellen Anstieg: 
noch einmal ab. 

Die folgenden Ver- 
suche haben den Zweck, 
die Ursache dieses liffekts 
autzukliiren. 

1, Die in Fig. | 
dargestellten Versuche 
waren in einem Glas- 
rohr ausgeltihrt, dessen 
Lumen durch Anode 
und Kathode ausgefiillt 
wurde, so dai die 
CGefibwand unmittelbar 
an die Entladungsbahn 
grenzte. Versuche mit 
Elektroden im  Innern 
eines groBen GefiBes bei 
weit entfernter Gefif- 
wand zeigten den Effet 
unverindert. St6érungen 
durch die Gefifiwiinde 
sind also nicht die 
Ursache des  Effekts. 


Sie ist in Fig. 1 noch einmal wiedergegeben, 


volt 
800 


700 


s) 
Ls] 
t 
wy 
iS 
3 
= 
fy 


@500 


400 


Ls 


a 


‘ Verachwindendey— 


Anoden glinnnigur Lae 


| 


7 20 30 40 50 60 uo 90 
Flektradenabstand mn 
Mig. 1, 
. ° | 

calle a7 

od 

if] 
200 “0 600 800 1000 1200 00 100V 


Kathodernfall 
Fig, 2. 


2. Es wurde der Betrag des Spannungsabfalles unter die nach Ver- 


schwinden der Anodenglimmhaut erreichte jeweilige Mindestspannung, 
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d. h. also die Strecke a in Fig. 1 in Abhingigkeit vom Kathodenfall 
untersucht. Fig.2 enthilt die Ergebnisse der Versuche. Die Fig. 2 
zeigt, daB dieser Betrag zuerst geradlinig mit dem Kathodenfall zunimmt 
(und zwar unabhingig davon, ob der Kathodenfall mit geringer Strom- 
dichte und geringem Gasdruck oder hoher Stromdichte und héherem Gas- 
druck hergestellt wurde), dann aber oberhalb von 800 Volt schwiicher 
ansteigt, und daf die einzelnen Punkte jetzt ganz auSerordentlich streuen. 


Volt 
1000 
> 
& 
N Drahtnelzanode 
3 900\- 
RS 
~ ot 
Silty 
4A 7 VSILEPEMY 
/ massive Anode yyy); 
H Kathode 
800 | ] | Fig. 4. 
a Z eh 4 & bcm 
Flektrodenabstand 


Fig. 3 


Und zwar liegen die Punkte um so niedriger, je lingere Zeit die Ent- 
ladung eingeschaltet war, je mehr sich also die Anode erhitzt hatte. in- 
folgedessen lag die Vermutung nahe, daf es sich um die Wirkung einer 
auf der Anodenoberflache sitzenden Gashaut handele. Es wurde deshalb 
die Anode durch eine besonders kraftige Entladung stark erhitzt und 
wiihrend der Erhitzung und der darauf folgenden Abkiihlung kriiftig 
evakuiert, dann der Effekt gemessen und das Verfahren wiederholt. So 
ergaben sich der Reihe nach die mit 1, 2, 3 bezeichneten Punkte der 
Fig. 2. Hiernach wird der Effekt um so schwiicher, je starker die Anode 
entgast wird. 

3. Vom Material der nicht entgasten Anode war der Effekt un- 
abhiingig. 

4. Statt einer massiven Anode wurde eine Anode aus Drahtnetz von 
1 qmm Mascheniffnung und gleicher Gréfe wie die Kathode verwendet. 
Fig. 3 zeigt die Ergebnisse bei 900 Volt Spannung. Zum Vergleich ist 
der mit einer massiven Anode erhaltene Effekt punktiert eingetragen. 
Die Figur zeigt, daB der Abfall nur noch 1/, des Abfalles bei massiver 
Anode betrigt, daB aber bei zu grofer Annihernng der Drahtnetzanode 
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an die Kathode die Spannung genau so rasch ansteigt wie bei der 
massiven Anode. Die positiven Ionen, die von den die Drahtnetzliicken 
durchstofenden Elektronen hinter dem Drahtnetz erzeugt werden, kénnen 
also fiir die Entladung an der Kathode nicht nutzbar gemacht werden. 

5. Drahtkreuz mit isoliertem Stiel (Fig.4). Beim LEintritt des 
Drahtkreuzes in das negative Glimmlicht verschwindet die Anoden- 
glimmhaut, die Driihte werden lichtlos. Sobald sie jedoch in den Dunkel- 
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raum eintauchen, entstehen leuchtende, biischelahnliche Ansiitze auf ibnen, 
die bis in das Glimmlicht hineinragen und wohl die Wege sind, auf 
denen die Elektronen jetzt riickwarts aus dem Glimmlicht in den Dunkel- 
raum hinein zur Drahtanode strémen. Die Spannungskurve ist in Fig. 5 
wiedergegeben. Der Effekt ist véllig verschwunden, der Spannungsanstieg 
bei groBer Nahe von Anode und Kathode geringfiigig. 

6. Ist die Ursache des Effekts eine adsorbierte Gas- oder Wasser- 
dampfhaut, so muS der Effekt besonders grof sein, wenn der Kathode 
anstatt der die Anode bildenden Metallfliche eine Glasplatte genihert 
wird, denn auf dieser ist die adsorbierte Haut besonders stark. Der 
Versuch bestiitigt das vollkommen. Eine Glasplatte wurde in der Weise 
der Fig. 6 montiert und der Kathode bei 800 Volt geniihert, wobei dic 
Haltedrihte als Anode dienten. Die Spannungskurve ist in Fig. 7 wieder- 
gegeben. Zum Vergleich ist die Spannungskurve bei Verwendung einer 
Metallanode schraffiert eingezeichnet. Der Abfall a ist bei Verwendung 
der Glasplatte fast 1,7mal so gro wie bei einer Metallplatte. Wieder 
liBt er sich durch Entgasen der Glasplatte stark herabdriicken (nach 
zweimaliger Entgasung durch miibige Erhitzung auf 70 Volt). 

Aus all diesen Versuchen diirfte sich mit einiger Sicherheit schlieSen 
lassen, dafi der beobachtete neue Effekt dadurch hervorgerufen wird, dai 
die von der Kathode kommenden schnellen Primirelektronen beim Auf- 
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treffen auf die adsorbierte Gas- und Wasserhaut einer in ihren Weg 
gebrachten festen Oberflache aus dieser Haut eine grilere Menge positiver 
Tonen ablisen, als wenn sie im Gas selbst jonisieren miifiten. Diese 
Wirkung der schnellen Primirelektronen tritt um so stiirker hervor, je 
mehr sich die Platte der Kathode nahert, denn um so mehr und um so 
schnellere (weil weniger durch Stolverluste gebremste) Primiirelektronen 
treffen sie. Infolgedessen sinkt der normale Kathodenfall zuniachst 
beschleunigt ab. Die Wirkung der schnellen Primirelektronen allein ist 
aber nicht so grof, daf sie schlieflich die ionisierende Wirkung der 


gesamten, vorwiegend in der der Kathode zugekehrten Glimmlichthilfte 
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wirkenden Primiir- und Sekundirelektronen zu ersetzen vermag. Sobald 


also die Platte in dieses Gebiet eindringt, steigt die Spannung intolge 


zunehmender Verarmung der Entladung an den erforderlichen positiven 
Ionen trotz der Erleichterung der Ionenbildung in der adsorbierten Gas- 
schicht schnell an. 


Dieser Effekt der Erleichterung der anomalen Glimmentladung durch 
die Bildung positiver Ionen beim <Auftreffen schneller Elektronen auf 
eine nicht véllig entgaste gegeniiberstehende Fliche, insbesondere auf die 
Anode, diirfte eine besonders grofe Rolle bei den Glimmentladungen in 
sehr verdiinnten Gasen, also der Erzeugung von Kathodenstrahlen und 
der sogenannten reinen Elektronenentladung im Hochvakuum spielen, 
weil in diesen Fallen stets schnelle Elektronen vorhanden sind. Es 
wirken dann die auf diese Weise gebildeten positiven Ionen nicht nur 
dadurch, da8 sie ihrerseits von der Kathode neue Primiirelektronen ab- 
lésen, sondern vielleicht noch viel stirker dadurch, da sie die besonders 
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bei der reinen Elektronenentladung stets vor der Kathode vorhandene, 
die Entladung sehr erschwerende starke Elektronenraumladung verringern. 
Hiernach muf also das griindliche Entgasen der Anode einer Vakuum- 
entladung (z. B. in Réntgenréhren) die Stromstirke der Entladung stark 
verringern, wie es Janitzki*') in sehr interessanten Untersuchungen 
iiber das sogenannte Hochvakuum beobachtet hat, weil durch das Ent- 
gasen die Bildung der positiven [onen an der Anodenoberfliche und 
damit sowohl ihre elektronenablisende als auch ihre raumladungs- 
vermindernde Wirkung aufgehoben wird. Der Begriff , Pseudohochvakuum “ 
ist hier allerdings nur noch im erweiterten Sinne mit Riicksicht auf die 
Ahnlichkeit der Erscheinungen mit denen bei héheren Drucken anwendbar, 
da hier ja ein Hochvakuum wirklich vorhanden ist, und es sich um die 
Unterdriickung der Elektronenstréme in diesem Vakuum handelt. 

Diese Erklirung der Erscheinungen des sogenannten Pseudohoch- 
vakuums tritt erginzend zu der friiher®) von mir gegebenen hinzu. 
Wahrend die frithere Erklarung, die kiirzlich durch Heermant und 
Thaller?®) bestaétigt worden ist, bei gréSeren Gasdrucken von der 
GréSenordnung eines Millimeters allein mafgebend sein diirfte, scheint 
sie bei sehr geringen Gasdrucken (Roéntgenrodhren) neben die neue Er- 
klarung als der eine von zwei Faktoren zu treten, die beide zusammen 
die beobachteten Phinomene erkliren. 


1) A. Janitzki, ZS. f. Phys. 11, 22, 1922; 81, 227, 1925. 
*) A. Giintherschulze, ebenda 31, 606, 1925. 
*) E. Heermant und R. Thaller, ebenda 39, 130, 1926. 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. XL. 29 


420 


Uber Koharenz und Konsonanz des Lichtes. 
Von M. Berek in Wetzlar. 
Mit 7 Abbildungen. (Hingegangen am 27. Oktober 1926.) 


IV. Die optische Abbildung nichtselbstleuchtender Objekte. 


In diesem Kapitel werden einige allgemeinere Fragen, die die optische Abbildung 

von Nichtselbstleuchtern im Mikroskop betreffen, behandelt. Es wird nicht in 

allen Teilen grundsiitzlich Neues geboten; es miissen vielfach historische Tatsachen 

gestreift werden, um schlieBlich alles vereinend das Problem der optischen Ab- 

bildung von Nichtselbstleuchtern in geniigender Starke zu beleuchten, mit dem 

Ziele, die Unzulinglichkeit der traditionellen Hinstellung in diesen Fragen zur 
Evidenz zu bringen. 

Wir betrachten zunichst vorbereitend die wesentlichen Eigenschaften 
der optischen Abbildung in zwei typischen Extremfallen: 

Die Abbildung eines Selbstleuchters. Die Helligkeits- 
verteilung im Bildraum des Objektivs ist dann darstellbar als dasjenige 
Interferenzphinomen, welches aus der Beugung des Lichtes zufolge der 
strukturellen Eigenschaften der Objektivblende entsteht. Da innerhalb 
der Eintrittspupille des Objektivs Wellenflachen vorliegen, deren Ausgangs- 
zentren sich im Objekt befinden, so hat das im Bildraum des Objektivs 
resultierende Interferenzphinomen fokale Eigenschaften in bezug aut 
das Objekt, und zwar genau nach MaSgabe der Gestalt und Dimension 
der Wellenflichen in der Austrittspupille des Objektivs, d. h. nach Mag- 
gabe simtlicher Aberrationen des Objektivs, der Beugungsaberrationen 
wie der sphirischen und chromatischen Aberrationen der geometrischen 
Optik. Zufolge dieser fokalen Eigenschaiten der Abbildung erhalten wir 
im Bildraum eine in bezug auf das Objekt bevorzugte Einstellflache 
mit eineindeutiger, im Idealfall punktweiser Zuordnung ihres Helligkeits- 
details zu dem des Objektes, eine Abbildung ganz entsprechend der 
eigentlichen Definition des Begriffes , Bild‘. Wieweit diese Zuordnungs- 
méglichkeit mit Abnahme der DetailgréBe bestehen bleibt, hangt allein 
von der Gesamtheit der Aberrationen ab, von den geometrischen, die 
durch den mangelhaften Korrektionszustand des Objektivs bedingt sind 
und die hier voll zur Auswirkung gelangen, wie von den Beugungs- 
aberrationen, die in der Diffraktion der Wellen an der Objektivblende 
ihre Ursache haben. Das Ausma8 desjenigen Objektdetails, unterhalb 
dessen jegliches Detail nach MaSgabe aller Aberrationen bis zur Un- 
kenntlichkeit verwischt erscheint, ist die Auflésungsgrenze. Sie gibt 
also bei einer solchen Abbildung den Ma stab fiir das wirklich im Sinne 
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einer Zuordnung unterscheidbare Objektdetail, hat aber dariiber hinaus 
mit irgendwelchen Bedingungen einer objektahnlichen Wiedergabe im 
allgemeinen nichts zu tun. Sind die geometrischen Aberrationen samtlich 


LIC 


Fig. 1. Bild eines unendlich kleinen Flachenstiickes, das nach dem Lambertschen Gesetz strahlt 
und aberrationslos im Sinne der geometrischen Optik abgebildet wird‘). 


Die Lichtverteilung ist in den Objektraum zuriickprojiziert, so dafi das Bild die Verhiltnisse 

proportional so darstellt, wie sie bei Verschiebung des Beobachtungsinstrumentes langs seiner Achse 

erscheinen. Wenn im Symmetriezentrum der Figur die Helligkeit gleich 100 gesetzt wird, dann 

bedeuten die verschiedenen Schattierungen: im tiefschwarzen Gebiet Helligkeit <1, dann zu- 
nehmend < 21|5, <5, < 10, < 25, < 50, < 75, < 100. 
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Die Lichtverteilung andert sich sehr wesentlich schon bei Vorhandensein kleiner geometrischer 
Aberrationen 2). 


Null, d. h. die Wellenflichen in der Austrittspupille des Objektivs 
samtlich Kugelflachen, so ist die Auflésungsgrenze gegeben durch 

Ey == 1,22 a (1) 
worin A, die numerische Apertur des Objektivs, 4, die Wellenlaénge des 
Lichtes in Luft und x, einen physiologischen Faktor bedeuten, welch 
letzterer das jeweilige Unterscheidungsvermégen fir Helligkeits- 
unterschiede im innersten Teil des Beugungsbildes (Fig. 1) kennzeichnet. 
Diese Auflésungsgrenze betrifft aber nur das laterale Detail der 


1) Die in Frage kommenden Integrale sind mit Hilfe der in E. Lommel, Die 
Beugungserscheinungen..., Miinchen 1884, berechneten Tabellen der Besselschen 
Funktionen ausgewertet. 

2) Ein Fall kleiner Aberrationen ist kiirazlich behandelt worden von J. Picht, 
Ann. d. Phys. (4) 77, 685—782, 1925; 80, 491—508, 1926. 
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Struktur. Es ist aber die Méglichkeit, das im Bildraum Gesehene dem 
Objektraum eineindeutig zuordnen zu kénnen, bei einer solchen Abbildung 
eine ganz allgemeine, mit Beriicksichtigung der Einschrankungen, welche 
durch die Aberrationen hervorgerufen werden, ganz im Sinne der Kon- 
jugation in der geometrischen Optik. Wir kénnen also auch mit Bezug 
auf das axiale Detail der Struktur, im iibrigen genau nach denselben 
Methoden wie fiir das laterale Detail, bei einer solchen Abbildung eine 


Auflésungsgrenze bestimmen. Unter den Voraussetzungen der Be- 
ziehung (1) ergibt sich dann fiir das Tiefenauflésungsvermogen: 
4nk, 2 
Eq & Ya “Ae ’ (2) 


worin » den Brechungsindex des Einbettungsmediums fir das Objekt 
und %, einen physiologischen Faktor bedeutet, der aber nicht notwendig 
mit jenem in (1) identisch ist. Auf eine Abbildung mit den hier 
charakterisierten Eigenschaften sind alle eine Abbildung im Sinne der 
geometrischen Optik definierenden mafstablichen Beziehungen an- 
wendbar: LateralvergréBerung, TiefenvergréBerung, Tiefenschiérie usw. 
Eine Abbildung mit solchen Eigenschaften nennen wir eine , direkte “ 
oder ,,primire*. 

Abbildung einer periodischen Struktur bei Beleuchtung 
durch eine Lichtquelle, die vom Objekt aus unter sehr kleinem 
Winkel erscheint. Das optische System vermittelt zunichst nur eine 
Abbildung der Lichtquelle nach den eben beschriebenen Modalitaten, 
aber noch mit dem Unterschiede, daB diese Abbildung durch Beugung 
(eventuell Absorption und Reflexion) des Lichtes an der Objektstruktur 
modifiziert ist: AuBer dem Hauptbild der Lichtquelle, dem sogenannten 
nullten Maximum, treten Nebenbilder auf, Maxima héherer Ordnung, 
entsprechend der Fraunhoferschen Bedingung: 


nsin $, = nsin6 + its : (3) 


worin #, die Richtung des u-ten Beugungsmaximums, 6 den Einfalls- 
winkel des Lichtes und ¢ die Strukturperiode bedeuten. Die Nebenmaxima 
bleiben bestehen, wie klein man auch die Lichtquelle macht, sie werden 
aber schmiler. Folglich lassen sich immer homologe Stellen in ihnen, 
aber nur diese, auf dasselbe Erregungszentum in der Lichtquelle zuriick- 
zufiihren. Zufolge dieser Koharenzeigenschaften erzeugen homologe 
Stellen der Maxima im Tubus des Mikroskops sekundar eine neue 
Interferenzerscheinung (Fresnelscher Art). Da die Zentren der un- 
gestirten Wellenflachen in der Lichtquelle, nicht im Objekt, legen, so 
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bestehen im Bildraum des Objektivs fokale Eigenschaften nur mit Bezug 
aut diese Zentren, d.h. nur mit Bezug auf die zur Lichtquelle geometrisch- 
optisch konjugierte Fliche, dagegen ist das sekundire Interferenz- 
phinomen afokal (Fig. 2): Es besteht keine Konjugation des Bild- 
raumes zum Qbjektraum auSer mit Bezug auf die Abbildung der 
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Fig. 2. Sekundare ,Abbildung“ eines Gitters : afokale Interferenzerscheinung. 


a) Zwei Maxima sind zur ,,Bildwirkung“ zugelassen; keine Flache ist als Einstellflache bevorzugt. 
b) Drei Maxima sind zur ,,Bildwirkung“ zugelassen: periodische Aufeinanderfolge gleichwertiger 
ahnlicher ,Abbildungen* (Wabenstruktur). 

Lichtquelle. Es verlieren also mit Bezug auf das Objekt alle eine 
Abbildung definierenden und charakterisierenden mafstiblichen Be- 
aiehungen den Sinn: Das Objekt selbst wird gar nicht abgebildet. 
Wegen dieser afokalen Wesenheit des sekundiren Interferenzphinomens 
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gibt es auch keine bevorzugte Einstellflache innerhalb desselben, und 


et erine 


eine irgendwie vollziehbare eineindeutige Zuordnung seines Details zu dem 


des Objektes findet nicht statt, sondern es steht im ganzen Bildraum das 
dort resultierende Interferenzphinomen nur als Ganzes in Beziehung 
zur Objektstruktur in ihrer Gesamtheit. Man kann also beziiglich des 
Objektes auf den Inhalt des Interferenzphinomens in diesem Falle auch 
- nicht den Begriff Auflésungsvermégen anwenden, eben weil Objektdetail 
j gar nicht dargestellt wird, sondern héchstens den Begriff , Ahbnlichkeits- 

grad“, indem man untersucht, unter welchen Bedingungen die Helligkeits- 
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verteilung im sekundiiren Interferenzphiinomen Analogien aufweist zur 
Objektstruktur in ihrer Gesamtheit. Die Bedingung dafiir folgt un- 
mittelbar aus der Fraunhoferschen Gleichung (8), wenn man dort 
u = —I1, nsnd = A, und nsing = Ayz setzt: 


A 
eee ; 
— Aeeees 


wo «A, die numerische Apertur der Beleuchtung ist. ¢ ist dann die 


(4) 


Strukturperiode im Objekt, die sich auch in der Helligkeitsverteilung im 
sekundiiren Interferenzphiinomen wiederfindet. Formel (4) gilt nur fiir 
die Beobachtung im Hellfeld. Im Dunkelfeld tritt an ihre Stelle 4): 
2 iy 
. = A, =e Ay 0) 
Der Begriff Tiefenauflisungsvermégen existiert fiir ein sekundiires 
Interferenzphiinomen zufolge seiner afokalen Wesenheit nicht. Es ist 
daher durchaus erkliirlich, daB die Abbesche Theorie, der gema8 die 
Abbildung nichtselbstleuchtender Objekte unter allen Umstinden als eine 
sekundiire aufgefaBt werden mu, den Begriff des Tiefenauflésungs- 
vermigens gar nicht kennt und er hier in Formel (2) zum erstenmal 
erscheint *). 
Auch die Auswirkung des Korrektionszustandes des Objektivs 
zeigt bei der sekundiren Abbildung, wenn wir eine solche iiberhaupt eine 
Abbildung nennen diirfen, Besonderheiten. Da die Helligkeitsverteilung 
im Bildraum des Objektivs fokale Eigenschaften nur mit Bezug auf die 
zur Lichtquelle konjugierte Fliche hat, die Abbildung der Lichtquelle 
aber, wie aus den dioptrischen Verhiltnissen im Mikroskop leicht er- 
sichtlich ist, wegen der Kleinheit des objektiven Sehfeldes unter kleinem 
Offmungswinkel, aber wegen der groBen Objektivapertur bis zu groBen 
Bildwinkeln erfolgen kann, so werden in der zur Lichtquelle konjugierten 
Ebene, in welcher gleichzeitig das primire Interferenzphiinomen der 
Objektstruktur lokalisiert erscheint, von den geometrischen Aberrationen 
des Objektivs nur jene in nennenswerter Weise zur Auswirkung gelangen 
kénnen, welche den Bildwinkel betreffen (Bildfeldkriimmung, Astigmatismus, 
Verzeichnung), nicht aber jene, welche die Apertur betreffen (sphiirische 
Lingsaberration, Koma). Da nun das im Bildraum des Objektivs ent- 


1) M. J. Cross, Knowledge, 8. 37, 1912; H. Siedentopf, ZS. f. wiss. 
Mikrosk. 82, 16—33, 1915; M. Berek, ebenda 41, 5—7, 1924. 

*) Die Bedeutung des Tiefenauflisungsvermigens fiir die mikroskopische 
Abbildung wird an spiiterer Stelle behandelt werden. 
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stehende sekundire Interferenzphiinomen allein ableitbar ist aus den von 
der Offnung der Objektivblende zugelassenen Anteilen des primiren 
Interferenzphinomens, im iibrigen ganz unter Abstraktion von den Eigen- 
schaften des Objektivs, so kinnen im sekundiren Interferenzphiinomen 
die Bildfehler des Objektivs nicht in weitergehendem Mafe zur Aus- 
wirkung gelangen, als es bereits durch ihre Auswirkung im primiiren 
Interferenzphinomen gegeben ist. Es ist also zu erwarten, daf die 
Mangel im Korrektionszustand des Objektivs, soweit sie sphiirische Liings- 
aberration und mangelnde Isoplanasie (Koma) betreffen, fiir die sekundire 
yAbbildung* ohne Belang sind: Man kann mit Hilfe von Objektiven mit 
einem solchen mangelhaften Korrektionszustand die schwierigsten 
Diatomeenstrukturen mittels sekundirer Interferenzen zur Darstellung 
bringen, ,auflésen*; sobald man.aber solche Objektive dazu benutzen 
will, wirkliche Abbildungen zu erzeugen, versagen sie vollkommen. 
A. Driesen?), welcher der sekundiren Abbildung nach der A bbeschen 
Theorie eine ausfithrliche Untersuchung mit Bezug auf die Auswirkung 
des Korrektionszustandes der Objektive gewidmet hat, konnte in den 
durch sekundire Interferenzen vermittelten Abbildungen in auffallend 
merklichem Grade nur den Hinflu8 der Petzvalschen Bildfeldkriimmung 
und in untergeordnetem Mage noch den Einflu8 des Astigmatismus nach- 
weisen, d.h. gerade die den Bildwinkel betreffenden Fehler. Die Be- 
deutung, welche E. Abbe der aplanatischen Korrektion der Mikroskop- 
objektive zugemessen hat, findet so ihre eigentliche Begriindung erst aut 
der Grundlage der primi&ren Abbildung. 

So kennzeichnen also primire (direkte) und sekundire (indirekte) 
Abbildung zwei ganz verschiedene nicht nur Modalitiiten, sondern auch 
Qualititen der Abbildung. 

Nach der Abbeschen Lehre kommen fiir alle nichtselbstleuchtenden 
Objekte ausnahmslos und einzig die Kigenschaften der sekundiren 
Abbildung in Frage, fiir ,Zaunpfihle, wie Bakterien, wie feinste Diatomeen- 
streifungen“ *) und fiir jede Art der Beleuchtung. Bei sehr grobem 
Detail ist nur die Anzahl der zugelassenen Beugungsmaxima griBer; 
hieraus resultiert lediglich ein héberer Ahnlichkeitsgrad zwischen 
sekundirem Interferenzphiinomen und Objektstruktur, aber eine detail- 
miiBige Beziehung zwischen dem im Mikroskop Gesehenen und dem 
Objekt im Sinne einer punktweisen Abbildung wie bei Selbstleuchtern 
bestehe in keinem Falle. Fir die Wahl der zweckmibigsten 


1) A. Driesen, ZS. f. Phys. 18, 181—168, 1923. 
2) E. Abbe, Ges. Abhandlungen, Jena, 1, 290, 1904 (1880). 
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Beleuchtungsverhaltnisse im Hellfeld ergibt sich aus der Abbeschen 
Lehre folgende Konsequenz, die E. Abbe selbst wiederholt und aus- 
driicklich vertreten hat’) und seine Schule heute noch vertritt?): Da 
aus Formel (4) folgt, da8 nur auSerst schiefe Beleuchtung A, = A, den 
hochsten Ahnlichkeitsgrad vermittelt, so ist die gleichzeitige Benutzung 
eines Aperturbereiches von A, — 0 bis A, = A, notwendig weniger 
giinstig als die Verwendung einer alleinigen éuSerst schiefen Beleuchtung 
A, = A,, da im ersteren Falle Interferenzerscheinungen mit geringerer 
Objektahnlichkeit sich einer solchen mit der héchst erreichbaren Objekt- 
ahnlichkeit iiberlagern und so das Bild héchstens verschlechtern und 
verwirren, gegeniiber dem Fall, wenn nur das Bild mit der héchst er- 
reichbaren Objektihnlichkeit allen zur Wirkung kommt. Um diese 
giinstigste, auBerst schiefe Beleuchtung immer bequem realisieren zu 
koénnen, hat E. Abbe den nach ihm benannten Beleuchtungsapparat 
konstruiert. GemaS der Beziehung (5) fiir das im Dunkelfeld erreichbare 
, Auflésungsvermégen“ fiihrt die Abbesche Lehre zu der Folgerung: Das 
Auflésungsvermégen im Dunkelfeld steht bei gleicher Objektivapertur dem 
Auflésungsvermégen im Hellfeld bedeutend nach und eine Erhéhung der 
Objektivapertur im Dunkelfeld ist viel weniger ausgiebig als im Hellfeld. 
Als experimentelle Bestatigung der Abbeschen Lehre gelten die 
sogenannten Diffraktionsversuche. Sie wurden sowohl von E. Abbe wie 
von seiner Schule stets als Beweise fiir die Richtigkeit seiner Lehre in 
Anspruch genommen, und die lehrmaSige Darstellung halt auch heute 
noch daran fest. Die theoretischen Grundlagen fiir die in seiner Lehre 
ausgesprochene ausnahmslose Sonderstellung der Abbildung von Nicht- 
selbstleuchtern sah E. Abbe in der Besonderheit der Koharenzverhiltnisse, 
nach MafSgabe deren die Intensititsberechnungen im Bildraum anders 
erfolgen miBten, je nachdem das Objekt selbstleuchtet oder nicht *). 
Der Glaube an die Zulanglichkeit dieser experimentellen und 
theoretischen Grundlagen ist im Laufe der Zeit zu wiederholten Malen 
erschtittert worden. Aber diese Tatsache wird von den Standardwerken, 
auch den neuesten *), entweder ganz tibergangen oder als unwesentlich hin- 


1) E, Abbe, Ges. Abhandlungen, Jena, 1, 477, 1904 (1889). 

2) S. Czapski und O. Eppenstein, Grundziige der Theorie der optischen 
Instrumente, 3. Aufl., Leipzig 1924, 8. 485. 

3) Vel. E. Abbe (O. Lummer und F. Reiche), Die Lehre von der Bild- 
entstehung im Mikroskop, Braunschweig 1910; L. Dippel, Handbuch der all- 
gemeinen Mikroskopie, Braunschweig 1882, insbesondere S. 89—161. 

4) Z. B. S. Czapski und O. Eppenstein, Grundziige der Theorie der 
optischen Instrumente, Leipzig 1924, S. 480—487, insbesondere S. 484, 485. 
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gestellt, manchmal sogar im Sinne einer Bestiitigung der Abbeschen 
Theorie gedeutet. Wir halten es daher fiir notwendig, einiges aufzuzihlen: 

Experimentelle Gegenbeweise: Beleuchtung im Hellfeld. Aut 
der Grundlage ihrer praktischen Erfahrungen haben erfahrene 
Mikroskopiker immer die von E. Abbe gegebenen Beleuchtungs- 
vorschriften als irrig abgelehnt'). Schon H. Helmholtz?) hat die Be- 
leuchtung mit voller Apertur als die erstrebenswerte normale bezeichnet, 
um das ,sonst schwer zu iibersehende Gewirr von Diffrakticnen* zu 
vermeiden. Der bekannte Bakteriologe R. Koch®) hat ausdriicklich 
hervorgehoben, daB die Abbildungsqualitaten sich um so augenfilliger 
steigern, je mehr man yon duBerst enger, zentraler oder schiefer Be- 
leuchtung zur Verwendung eines méglichst umfassenden A pertur- 
bereiches iibergeht; nur die Riicksichtnahme auf die Unvollkommenheiten 
im Korrektionszustand der derzeitigen Objektive stiinden dem im Wege, 
in jedem Kinzelfall das Optimum der Abbildung durch Benutzung 
moglichst weitgedffneter Strahlenkegel in der Beleuchtung zu erzielen. 


Diffraktionsversuche. Bereits 1880 hat R. Altmann“) darauf 
hingewiesen, daf} diese Versuche sich in gleicher Weise ausfiihren lassen, 
wenn man das von hinten erleuchtete Gitter durch ein gliithendes Draht- 
geflecht ersetzt. Scheinbar ohne Kenntnis dieser Arbeit hat spater 
L. Mandelstam®) solche Versuche ausfiihrlich an selbstleuchtenden 
Gittern wiederholt und die Beweiskraft der Diffraktionsversuche fiir die 
Abbesche Theorie als unhaltbar erwiesen. 


Auflésungsvermigen. Aus dem Jahre 1924 liegt eine kurze 
Notiz von C. Beck®) vor, in der er bemerkt hat, daB nach seinen Beob- 


- achtungen das im Dunkelfeld erreichbare Auflésungvermiégen nicht iiber- 


einstimme mit den Konsequenzen der Abbeschen Theorie (Formel 5). 
Zur selben Zeit wurde vom Verfasser”) ein zahlenmibiger Beweis fiir die 
Richtigkeit dieser Behauptung erbracht. 

Theoretische Gegenbeweise: Einstellflache. Das Vorhandensein 
einer bevorzugten Einstellflache bei jeder normalen mikroskopischen Beob- 


1) St. Apathy sagt sogar (Die Mikrotechnik, Braunschweig 1896, S. O10): 
»Hin Gltick, daB sie“ (die Praktiker) ,,die Anweisungen Abbes nie befolgt haben.‘ 

*) H. Helmholtz, Pogg. Ann., Jubelband 1874, 8. 557—584. 

3) R. Koch, Untersuchungen iiber die Atiologie der Wundinfektions- 


_ krankheiten, Leipzig 1878. 


4) R. Altmann, Arch. f. Anat. u. Entw., Anat. Abt., S. 361, 1880. 
5) L. Mandelstam, Ann. d. Phys. (4) 85, 841—897, 1911. 

6) 0. Beck, The microscope, London, 2, 125, 1924. 

7) M. Berek, Centr.-Ztg. f. Opt. u. Mech. 45, 143, 144, 1924. 
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achtung ist eine so triviale Erfahrung, da8 E, Abbe selbst von vorn- 
herein prinzipiell nur die Helligkeitsverteilung in der nach den Regeln 
der geometrischen Optik zum Objekt konjugierten Ebene im Bildraum 
betrachtet hat?). Hier liegt aber zugleich eine grofe Liicke in der 
Abbeschen Theorie vor, indem nimlich die Kinstellfliche, deren Existenz 
zwar bei der primaren Abbildung sofort evident ist, bei der sekundaren 
Abbildung aber erst deduziert werden miiBte, von E. Abbe a priori 
in das Problem eingefiihrt wird. M. Wolfke2) hat nun an Beispielen 
gezeigt, dab bei der Abbildung eines Nichtselbstleuchters drei ver- 
schiedene Falle auftreten kénnen: Entweder ist keine Ebene im Bildraum 
als Einstellfliche fiir das Objekt bevorzugt, indem dann im Bildraum 
die Helligkeitsverteilung auf groge Strecken hin denselben Grad der 
Objektahnlichkeit aufweist (vgl. z. B. Fig. 2a), oder aber es gibt periodisch 
aufeinanderfolgende Stellen lings der Mikroskopachse mit ‘hnlicher 
Helligkeitsverteilung zur Objektstruktur (vgl. z. B. Fig. 2b), oder aber 
drittens, es ist wie bei der Abbildung von Selbstleuchtern die zum Objekt 
nach den Regeln der geometrischen Optik konjugierte Fliche im Bild- 
raum allein durch die in ihr herrschende Helligkeitsverteilung und Objekt- 
ahnlichkeit als Hinstellflache bevorzugt (vgl. z B. Fig. 1). Welcher der 
drei Falle im Einzelfalle vorhanden ist, hangt von der Strukturart, von 
der Beleuchtung sowie von der numerischen Apertur des abbildenden 
Objektivs ab. In der schon zitierten Arbeit von A. Driesen finden sich 
hierzu noch verschiedene diese Verhiltnisse treffend illustrierenden Beob- 
achtungen. So kann bei der Abbildung periodischer Strukturen’ unter 
den extremen Beleuchtungsbedingungen, von denen die Abbesche Lehre 
ausgeht, die zum Objekt konjugierte Bildebene nur mit Hilfe ultramikro- 
skopischen Details, das zufallig der Objektstruktur anhaftet, gefunden 
werden, und die Auswirkung des Korrektionszustandes des Objektivs bei 
der Abbildung dieses Details ist eine ganz andere als in dem sekundaren 
Interferenzphinomen der periodischen Struktur. Mit den drei Faktoren: 
Strukturart, Beleuchtung und Objektivapertur, welche M.Wolfke 
als mabgeblich fiir die Modalitaten der Abbildung eines Nichtselbstleuchters 
erkannt hat, werden wir uns spiter noch eingehender auseinanderzusetzen 
haben. 

Aquivalenz. Der Anschauung, daB unter Umstinden die optische 
Abbildung eines Nichtselbstleuchters sich in jeder Hinsicht so verhalten 


1) Vgl. E. Abbe (0. Lummer und F. Reiche), Die Lehre von der Bild- 
entstehung im Mikroskop, Braunschweig 1910. 
2) M. Wolfke, Ann. d. Phys. (4) B9, 569—610, 1912; (4) 40, 194—200, 1913. 
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miisse wie die eines Selbstleuchters, begegnen wir zum ersten Male schon 
im Jahre 1880 bei R. Altmann’); sogar periodische Strukturen besitzen 
nach seiner Ansicht bei geeigneter Beleuchtung alle Eigenschaften selbst- 
leuchtender Objekte. Bemerkenswert ist, was 1896 Lord Rayleigh ®) 
tiber die Funktionen des Kondensors sagt: ,Der Mikroskopkondensor 
scheint also die Aufgabe zu haben, das Objekt gleichsam selbstleuchtend 
zu machen, um dadurch die scharfen Interferenzen zu vermeiden, welche 
bei Vorhandensein konstanter Phasenverkniipfungen sichtbar werden.“ 
Der erste wirkliche Aquivalenzbeweis stammt von L. Mandelstam®). 
Er konnte unter Voraussetzung bestimmter Struktureigenschaften zeigen, 
daB bei geniigender Weite der Beleuchtungskegel die Intensitaétsberechnung 
nach den Modalitiiten der Abbildung eines Nichtselbstleuchters zu dem- 
selben Ergebnis fiir die Verhiltnisse im Bildraum fiihrt wie unter An- 
nahme einer selbstleuchtenden Struktur. Damit war zum ersten Male 
einwandfrei gezeigt, daB die unbedingte Beachtung der Kohirenzverhalt- 
nisse, wie sie die Abbesche Theorie fordert, unter Umstinden belanglos 
sein kann. Wenig spiiter hat in vollkommener, bewuSter Abkehr von 
den Fragen nach der Kohiirenz M. vy. Laue*) auf Grund einer sehr ein- 
fachen thermodynamischen Betrachtung nachgewiesen, da8 die Abbildung 
eines nichtselbstleuchtenden Objektes von ganz beliebiger Struktur, 
vorausgesetzt, daB sie allseitig und gleichmiaSig beleuchtet wird, in 
jeder Beziehung der Abbildung eines Selbstleuchters aquivalent ist. 

Aus unseren einleitenden Betrachtungen wird erkannt worden sein, 
da8 die Qualitéten einer primiéren Abbildung wesentlich héher sind als 
die eines sekundiren Interferenzphiinomens, eben weil im ersteren Falle 
das Objekt im wahren Sinne des Wortes abgebildet wird. Es kann daher 
kein Zweifel bestehen, daf der praktische Mikroskopiker bemiiht sein muB, 
nur solche Abbildungen nach Méglichkeit zu realisieren, die der primaren 
miglichst weitgehend aquivalent sind. Doch sind solehem Streben Grenzen 
gesetzt: einmal durch die Tatsache, daS es mit technischen Schwierig- 
keiten verkniipft ist, eine allseitig gleichmifige Beleuchtung im Mikro- 
skop herzustellen, wie es nach M. v. Laue Voraussetzung fiir vollkommene 
Aquivalenz bei beliebigen Struktureigenschaften ist; ferner durch die 
Tatsache, daf unsere Objektive keine ideal korrigierten Systeme sind und 


*) R. Altmann, Arch. f, Anat. us Entw., Anat. Abt. 1880, insbesondere S. 163 
bis 167, 176, 177. 

2) J. W. Strutt, Scientific Papers, Cambridge 1903, IV, 242. 

3) L. Mandelstam, Ann. d. Phys. (4) 30, 881—897, 1911. 

4) M. v. Laue, Ann. d. Phys. (4) 48, 165—168, 1914. 
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wir uns demgemiS bemiihen werden, das Wahrnehmbarwerden der Ab- 
errationen innerhalb ertrighcher Grenzen zu halten; schheBlich aber durch 
die Notwendigkeit, auf den Kontrast im Bilde Riicksicht zu nehmen, um 
die DaseinsiituBerungen von Objektdetail, das hinsichtlich seiner op- 
tischen Eigenschaften gegeniiber der Umgebung nur wenig differenziert 
ist, tiber die Schwelle der Wahrnehmbarkeit zu heben. Da wir gesehen 
haben, daB8 der gesamte Korrektionszustand des Objektivs nur bei einer 
primiiren Abbildung vollstiindig im Bilde zur Auswirkung gelangt, so ist 
es geradezu ein Priifstem fiir die Leistungsfihigkeit des optischen Systems, 
und zwar der beste und einzig maSgebliche, bis zu welchem Grade 
sich die Bedingung fiir vollkommene Aquivalenz bei der Abbildung eines 
Nichtselbstleuchters realisieren lift, ohne daf Miingel des Systems in bezug 
auf Korrektion, Zentrierung, Reflexfreiheit in Erscheinung treten!). Wie 
liegen nun die Verhiiltnisse in der mikroskopischen Praxis, hat die Ab- 
bildung im Mikroskop unter den normalen Arbeitsbedingungen vorwiegend 
die EKigenschatten einer primiiren Abbildung oder die eines sekundiiren 
Interferenzphiinomens? Die Aquivalenzsiitze von L. Mandelstam und 
M.v. Laue reichen zur Beantwortung dieser Frage nicht aus; denn 
sie stellen nur den Extremfall vollkommener Aquivalenz dem andern 
Extremfall, der die Basis der Abbeschen Lehre bildet, gegeniiber. Die 
quantitative Erfassung der Ubergiinge ist, was wir benétigen, um fest- 
stellen zu kiénnen, ob vorwiegend bestimmte und welche Modalitiiten vor- 
nehmlich fiir die Abbildung im Mikroskop in Frage kommen. Dann erst 
werden wir auch etwas Allgemeineres tiber das Auflisungsvermégen im 
Mikroskop aussagen kénnen. Ls erscheint mir gegenwiirtig notwendig, 
gerade auch letzteres zu betonen, weil man neuerdings in der Literatur 
vielfach die Auflésungsgrenze nach einem von H. Siedentopf stammenden 
Schema’) unterschieden findet als sogenanntes Punktgesetz, Spaltgesetz 
und Gittergesetz, und zwar bei Hellfeld- und bei Dunkelfeldbeleuchtung. 
Dieses Schema halte ich fiir abwegig, denn es kommt fiir das Ausma8 des 
Bildinhaltes nicht in erster Linie darauf an, daB das Objekt z. B. ein 
Gitter ist und im Hellfeld betrachtet wird, sondern vielmehr darauf, mit 
welchem Aperturbereich das Objekt beleuchtet wird. Die Struktur- 
eigenschaften sind dann unter Umstiinden fiir die Modalitiiten der Ab- 


1) Die Uberlegenheit der Apochromate und Fluoritsysteme gegeniiber den 
Achromaten tritt so erst deutlich zutage, und man erkennt, dah die Vorziige der 
beiden erstgenannten Objektivtypen nicht allein durch ihren besseren chromatischen, 
sondern ganz wesentlich auch durch ihren vorsziiglichen sphirischen Korrektions- 
zustand bedingt sind. 

*) H. Siedentopf, Kolloid-Z8S. 87, 329, 1925. 
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bildung kaum von Belang’). Die Unterscheidung ,,Hellfeld* und , Dunkel- 
feld“® schlechthin aber charakterisiert nichts, was irgendwie zu den 
Aquivalenzbetrachtungen angebbare Beziehungen hat. 


Eine Méglichkeit, die Frage nach den unter normalen Arbeits- 
bedingungen vorwiegenden Higenschaften der Abbildung zu beantworten, 
ist ohne weiteres gegeben, wenn wir von den Formeln ausgehen, mit 
deren Hilfe wir Intensitaten im Bildraum zu berechnen pflegen ; wir sondern 
an einer Stelle des Bildraums die dort vorhandenen Schwingungen nach 
ihrer Zugehorigkeit zu den einzelnen Erregungszentren in der Lichtquelle, 
nach ihrer Koharenz. Wir erhalten dann, schematisch angedeutet, folgende 
beiden Rechenvorschriften : 


Fiir die Abbildung von Selbstleuchtern: 


H~ |---{X(f---))’, (6) 
Objekt Objektiv- 
apertur 


worin %(...) die resultierende Amplitude der koharenten, von einem 
Objektpunkt ausgehenden, durch die ganze Objektivéffnung zugelassenen, 
sich schlieBlich an beliebiger Stelle im Bildraum superponierenden Schwin- 
gungen bedeutet. 


Fiir die Abbildung von Nichtselbstleuchtern: 


1 Wap 0 Gees |e ee ae (7) 


Lichtquelle Objektiv- Objekt Kondensor- 
apertur apertur 


wo %(...) wieder die resultierende Amplitude der kohirenten, von einem 
Erregungszentrum in der Lichtquelle ausgehenden, an _ver- 
schiedenen kiinstlichen Strahlenbegrenzungen und am Objekt gebeugten, 
durch die Objektivéffnung zugelassenen und schlieSlich an beliebiger 
Stelle im Bildraum sich superponierenden Schwingungen bedeutet *). 


1) Z.B. gar nicht von Belang, wenn die Voraussetzungen fiir die Anwendbar- 
keit des Aquivalenzsatzes nach M. v. Laue erfiillt sind. 

2) Ob wir die unter die Integralzeichen zu setzenden Gréfen aus den Grund- 
gleichungen des elektromagnetischen Feldes oder einfacher, unter Abstraktion von 
den Materialeigenschaften der Storungen des Feldes, allein aus dem Prinzip von 
der Interferenz der Elementarwellen ableiten, beriihrt unser Problem nicht; gleich- 
giiltig, ob wir die Berechnung von {2%...}* auf den zeitlichen Mittelwert der Feld- 
intensitiiten oder auf die Amplituden der resultierenden Schwingungszustande griinden, 
sollen beide Schemen (6) und (7) als wesentlich nur die Wahrung der Kontinuitat 
der Kohirenzbeziehungen hervorkehren, indem {Q&...}* das ganze raéumliche 
Gebiet umfabt, in welchem die von der Lichtquelle ausgehende Strahlung Storungen 
ihrer freien Ausbreitung erfihrt. Jede Integration unter Y entspricht einer solchen 
Stérung. 
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Die allgemeinen Bedingungen fiir die Identitat von (6) und (7) an- 
zugeben oder einen Mafstab ihres Unterschiedes auf allgemeiner Basis zu 
finden, diirfte nicht ganz einfach sein. Aber die Natur des Problems 
bedingt es gar nicht von vornherein, daS wir uns durchaus auf zwei ver- 
schiedene Rechenvorschriften stiitzen miissen, sondern das ist nur eine 
Folge der eigentiimlichen Art, wie wir der Verschiedenheit der Kohaérenz- 
verhiltnisse Rechnung zu tragen gewohnt sind. Beide Formeln haben 
schlieBlich ein und dieselbe gemeinsame Grundlage, nimlich das allgemeine 
Gesetz von der einfachen, ungestérten Superposition von 
Schwingungen; und nach diesem ist die resultierende Intensitat, gleich- 
giiltig, ob es sich um koharente oder um inkohirente oder eine Vielheit 
beiderlei Schwingungen handelt, immer gegeben durch *): 


erity 


ty doe a) | ee : 
HWS) (A)? + 257.0 Ap Ay 008 20 (P— "4 + 8, — 04). B) | 


Zur Berechnung von H miissen jetzt aber die Koharenzverhiltnisse _ 
in dem Ansatz von A und 6 fiir jede einzelne Schwingung beriicksichtigt | 
werden. Es ist ja der Vorteil jener anderen Berechnung gemifi (6) baw. | 
(7), daB man dort die Schwingungen yon vornherein nach kohirenten 
Gruppen zusammengefaBt hat und dann zwar zwei verschiedene Rechen- 
vorschriften benutzen mu8, aber in jeder mit zeitlich konstanten Werten . 
von A und 6 operieren kann. Den fiir (8) erforderlichen Ansatz von A | 
und 6 kennen wir bereits aus unseren Uberlegungen in Teil I und IL): 

A=yhe* d=70; (9) | 
wo w(t) und ¥() unstetige Funktionen sind, derart, dali beide periodisch 
dieselbe Zeit & hindurch konstant sind, dann aber regellos andere Werte 
annehmen, die sie wiederum die Zeit T hindurch konstant innehalten usw. 
Mit einem solchen Ansatz (9) wird zunichst fiir inkohéirente Schwingungen 
der zeitliche Mittelwert der zweiten Summe in (8) Null. Fiir koharente 


Schwingungen dagegen wird der zeitliche Mittelwert dieser zweiten Summe 


wo ¢ die Lichtgeschwindigkeit bedeutet; denn die Phasenverkniipfung der 
koharenten Schwingungen ist zufolge des Ansatzes (9) nicht beliebig 


1) Vgl. hierzu M. Berek, ZS. f. Phys. 36, 679, 1926. 
2) Derselbe, ebenda 36, 675—688, 824—838, 1926. 


Uber Kohirenz und Konsonanz des Lichtes. 433 


dauernd, sondern nur periodisch, namlich wihrend der Zeitintervalle 
eee Ye ; ; 3 : ; ee 
Sar ae konstant'). Nun sind aber im Mikroskop die Wegdiffe- 


renzen 7, —?, immer aufserordentlich klein gegeniiber der maximalen 


= ‘ # 4 1 Mp ar 
Kohirenzliinge cZ; also kénnen wir unbedenklich —’—-—’ gegeniiber der 
(i 
Verweilzeit { vernachlissigen und erhalten: 
Fh AD 4. 9S pea eos gs 2 10 
2 >»p:d Ay Ay cos 27 me (10) 
ink koh koh 


Diese Bedingung ist eine gemeinsame Darstellung von (6) und (7); 
aber hier, in (10), ist noch nicht dariiber vertiigt, wo letzten Endes die 


Fig. 3. Bestimmung der Wegdifferenz. 


,koharenten* und ,inkohirenten“ Schwingungen ihren Ursprung herleiten, 
und das ist, wie sich zeigen wird, gerade ein Vorteil der Form (10). 


Wir fiigen jetzt eine Hilfsbetrachtung ein: J (Fig. 3) sei eine Ebene, 
darin O ein Koordinatenanfangspunkt und um diesen mit dem Radius @, 
eine Kugel K beschrieben. In der Ebene # betrachten wir emen Punkt & 
mit dem Abstand r von O und den Koordinaten «, y, (¢ == 0); auf der 
Kugelfliche K betrachten wir zwei Punkte P und Q mit den Koordinaten 
Eo) Np» Sp baw. Eq) Nq, & Wir berechnen den Unterschied der Weg- 
lingen RP—RQ. Es ist, wenn 9 = RA ist: 


RP —RQ = Vo? — 2 (wky + y mp) — Vo? — 2 (wk, + yng): 
Ist nun «& + yy klein gegen e, so wird 


© (&q _ §p) =f Yy (Ny = Np) 


RP—RQ= : 


1) Siehe hierzu Teil [ und II. 
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Fiihren wir dann eine Drehung des Koordinatensystems aus, so dab 
y = 0, also v= 1 wird, so folgt 


1 (Eq — &p) 
Q 


RP —FQ = ~ == (&, — &)) sin a, 


wenn @ den Winkel bedeutet, unter dem r von A gesehen wird, Ferner 
ist &, — &) nichts anderes als die Projektion der Strecke P@ = 8 aut 
die Ebene des Winkels a; bezeichnen wir diese Projektion mit sg, S0 
wird schlieBlich die auf Luft bezogene Wegdifferenz 


n(RP — RQ) = sen sin « = 8¢-A, (ali) 
wenn AV die dem Winkel « entsprechende numerische Apertur bedeutet. 


Wir nehmen nun an, die Kugelfliehe K empfange von der Basis 
irgendwie Licht; es seien aber in K keine Interferenzen wahrnehmbar, 
auch dann nicht, wenn man die Gréfe der Basis E beliebig verindert. 
Dann kinnen wir mit Bezug auf die wahrnehmbaren Helligkeiten in K 
der Basis E, entsprechend der dort gerade herrschenden, beliebigen Hellig- 
keitsverteilung, die Eigenschaften einer primaren Lichtquelle zusprechen, 
indem von jeder einzelnen Stelle in E aus die ganze Flaiche K mit 
kohirenten Schwingungen erfillt wird, aber jede Stelle in K nur in- 
koharente Schwingungen von der Basis empfangt, so daB eben in K 
beobachtbare Interferenzen nicht entstehen. Wir kénnen so immer die 
Amplituden in K darstellen, ohne jemals mit der Erfahrung in Wider- 
spruch zu kommen; es fragt sich aber, ob dasselbe auch fiir die Phasen 
gilt. Hierzu betrachten wir die Helligkeitsverteilung auf einer weiteren 
Fliche © Wir denken uns ferner auf die Kugelfliiche K eine Struktur 
gebracht, z. B. eine Blende oder irgend ein Objekt, und die Basis E 
so weit verkleinert, bis auf © Interferenzen auftreten. Da nach Vor- 
aussetzung in A unter keinen Umstiinden Interferenzen wahrnehmbar 
sind, sind die auf © beobachtbaren Interferenzen typisch fiir die Struk- 
tur des Objektes in K. Es sind also lings K kohirente Schwingungen 
vorhanden, die in jedem Punkte $ auf © interferieren. Greifen wir 
zwei beliebige Stellen P und @ auf K heraus, so lassen sich die Ampli- 
tuden A, und A, der zugehorigen, in $ interferierenden Schwingungen 
aus denen in P und Q bestimmen; diese letzteren sind aber nach dem 
friiheren ableitbar aus ein und derselben in der Basis FE resultierenden 
Schwingung. Der Wegunterschied rp, — "q der beiden iiber P und Q 
laufenden, in 9 interferierenden Schwingungen aber setzt sich zusammen 
aus PS — QF plus dem Wegunterschied, den diese beiden Schwingungen 
bereits in P und @ hatten. Woher diese Schwingungen stammen, wissen | 


re. 
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wir nicht; aber das ist auch ganz gleichgiiltig, denn ihre Wegdifferenz 
von ihrem Ursprung bis P bzw. @ ist nach (11) bis auf GréSen héherer 
Ordnung unabhingig vom Ort der Lichtquelle und nur eine Funktion des 
Abstandes PQ —s und der Beleuchtungsapertur 4. Wenn wir jetzt 
die Formel (10) auf die Helligkeitsverteilung in © anwenden, so werden 
also alle in diese Formel eingehenden Griében A,, Ay, 1%) — 14, obwohl 
sie durch den Index ,koh“ charakterisiert wurden, unabhingig von der 
Lage und den Eigenschaften der wirklichen primaren Lichtquelle dar- 
stellbar, und abhangig allein von der Helligkeitsverteilung in der geo- 
metrisch-optischen Basis H zu K, von der Beleuchtungsapertur in K und 
von den Strukturdimensionen in &. Wir erhalten so den Satz: 


I. Fiir die Helligkeitsverteilung, die irgendwo aus Inter- 
ferenzen zufolge Behinderungen der ungestérten Ausbreitung 
des Lichtes resultiert, wobei die in Frage kommenden Gang- 
unterschiede als sehr klein gegen die maximale Kohiarenzlinge 
vorausgesetzt werden, sind bis auf Gréfen héherer Ordnung 
die wahren Kohirenzverhiltnisse des Lichtes belanglos, und 
es geniigt, dem Licht an irgend einer Stelle, wo noch keine 
Interferenzen wahrnehmbar sind, alle Eigenschaften einer 
natiirlichen, urspriinglichen Strahlung zuzuschreiben, indem 
die zugehérige geometrische Basis als Ausgangsstelle von 
primiren Wellen, als fiktive Lichtquelle angesehen wird, ent- 
sprechend der in dieser Basis gerade herrschenden Lichtver- 
teilung, unbekiimmert darum, woher das Licht wirklich stammt 
und welche Verinderungen es bereits erlitten hat’). 


Die letzte Begriindung fiir die Méglichkeit, so ganz von den wahren 
Kohiarenzverhaltnissen abstrahieren zu kénnen, scheinen mir die rein nach 
statistischen Methoden erfafSbaren thermodynamischen Kigenschaften der 
Strahlung zu sein, die durch die Fragen nach der Reversibilitit oder 
Irreversibilitét der Vorgiinge gekennzeichnet werden *). 


Da wir bei der mikroskopischen Beobachtung immer eine gleich- 
maSige Beleuchtung des Priparates fordern, ist Satz I zum mindesten 
immer auf die Objektebene als gleichmibig beleuchtete Fliche anwendbar; 


1) Dieser Satz ist schon in Teil III (M. Berek, ZS. f. Phys. 87, 387—394, 
1926) fiir ein spezielles Beispiel auf anderem Wege gefunden worden. 

*) Vgl. hierzu M. Planck, Ann. d. Phys, (4) 1, 719, 1900. M.v. Laue, 
Verh. d. D. Phys. Ges. 11, 467—475, 1909, woselbst ausfiihrlich weitere Lite- 
raturangaben. ; 

Zeitschrift fiir Physik. Bd. XL. 30 
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wir kénnen also fiir die Helligkeitsverteilung im Bildraum des Objektivs — 
an Stelle von (7) immer die einfachere Formel 


BH {--- (3.( fergie) (7a) 


Kondensor- Objektiv- Objekt 
apertur apertur 


benutzen, in der jetzt auf die Lichtquelle Beziigliches nicht mehr ent- 
halten ist. 

Wenn aber des weiteren die Beleuchtungsverhiltnisse und die Art 
der Objektstruktur so beschaffen sind, da8 auch in der Eintrittspupille 
des Mikroskopobjektivs Interferenzen nicht wahrnehmbar sind, so kénnen 
wir mit demselben Recht Satz I so anwenden, daB wir K in Fig 3 mit 
der Eintrittspupille des Objektivs identifizieren. Die geometrisch-optische 
Basis E hierzu, die die Lichtquelle fiktiv vertritt, ist aber dann das 
Objekt selbst: Dieses verhilt sich also in bezug auf das in der Ebene &, 
d. h. an beliebiger Stelle im Bildraum des Objektivs resultierende Inter- 
ferenzphinomen ganz wie ein Selbstleuchter, und (10) geht in (6) tiber. 
So liefert uns Satz I sofort die Aquivalenzbedingung in folgender einfacher 
Form: 

Il. Ein beliebiger Nichtselbstleuchter wird mit derjenigen 
Apertur des Objektivs wie ein Selbstleuchter abgebildet, inner- 
halb deren das vom Objekt erzeugte Interferenzphinomen bei 
gegebener Beleuchtung aber die ganze Objektivélfnung vollig 
gleichmaBig dissonant erscheint. 

So wird der Dissonanzgrad des priméren Interferenzphinomens zum 
MaSstab des Aquivalenzgrades. Um diesen letzteren zu bestimmen, 
brauchen wir nur die Helligkeitsverteilung in der Hintrittspupille des 
Objektivs zu berechnen, gemaB 


2 ‘ 
Hay. ~ foo (UCf (12) 
Kondensor- Objekt 
apertur 


hieraus das Maximum und Minimum von Hy, p, abzuleiten, dann mibt 


ie == Fa = 2) (13) 
Amex tr Ayin BH. P. 


den Grad der Konsonanz des primiren Interferenzphinomens, soweit dieses 
durch die Gro8e der Eintrittspupille des Objektivs zur Bildwirkung zu- 


gelassen wird. Ist Hmax = Hyminy 80 wird K = 0, und das bedeutet 
den Grenzfall der Abbildung, in dem das Objekt wie ein Selbstleuchter 
abgebildet wird. Wir wollen eine solche Abbildung wegen der extremen 


call 
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Dissonanz des zugehirigen primiiren Interforenzphiinomens selber kurz als 
extrem dissonante Abbildung bezeichnen, Die Auflésungserenge boi oiner 
solechen Abbildung wird im Helle und Dunkelleld durch (1) gegoben, 
Bestehen aber in der Kintrittspupille des Objektivs so scharlo Interferenzen, 
da’ Hy ;, == 0 wird, so ist AK == 1, und das bedeutet Abbildung dos 
Objektes ganz nach den Modalitiiten der Abbeschen Lehre, Wine solehe 
Abbildung wollen wir als extrem konsonante bezeichnen; die zugehbrige 
Aufliésungsgrenze ist (4) baw. (5). 

So handelt es sich bei der Frage nach den Modalitiiten der optischen 
Abbildung von Nichtselbstlouchtern nicht nur nicht in dem Spezialfalle 
der Aquivalenzsiitze, sondern allgemein in keinem Falle notwendig: wm 
Kohiirenzfragen, als vielmehr um Fragen, welche lediglch Konsonans, 
bzw. Dissonanz des Lichtes betreften. 

Das Ergebnis der Bestimmung des Konsonanzerades AO eemiiti (12), 
(13) ist in einigen Spezialfiillen sofort zu tiberschen: 

Ultramikroskopisches Detail erzeugt bei jeder Art der Be 
leuchtung ein hinreichend dissonantes primiires Interferenzphiinomen: Die 
Abbildung solehen Details kann also immer als der Selbstleuohterabbildung 


iiquivalent angesehen werden. 


Durch Anwendung grower Beleuchtungsaportur A, Al, 
kann man das primiire Interferenzphiinomen jeder beliebigen Straktur 
vollig dissonant machen: So folgen die Aquivalenzsiitze von lL. Mandel 
stam und M. v. Laue. 

Ist die Objektstruktur sehr grob (4 B. ein sehr weiter Spalt), 
so macht zwar bereits eine kleine Beleuchtungsapertur das primire Inter 
ferenzphiinomen dissonant; bei grober Objektivapertur aber bleiben /7, 4 
und //,,;, noch sehr verschieden: Daher ist die Abbildung eines solehen 
Objekts entsprechend Satz LI] einer Selbstleuchterabbildung nur bei der 
jenigen Objektivapertur fiquivalent, die etwa der Weite der Beleuchtungs- 
kegel entspricht. Solche sehr grobe Strukturen intoressieron aber ber 
der mikroskopischen Beobachtung weniger, und fiir die feineren, im eigent= 
lichen Sinne mikroskopischen Strukturen liegen die Verhiil{nisse wesent- 
lich anders. 

Als ein Beispiel ftir mikroskopisches Detail behandeln wir 
ein Objekt, das aus zwei parallelen, sehr feinen Spalten mit dem Abstand s 
besteht, wie wir es in den vorbereitenden Betrachtungen in Teil ILL he- 
trachtet haben. Identifizieren wir die dortige Aufebene mit der Mintritts- 
pupille des Objektivs, so erhalten wir gemiB ITT, (5), wenn wir wns ant 

80" 
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die Anwendung monochromatis¢ hen Lichtes beschranken und belang- 
lose Proportionalititsfaktoren fortlassen: 


Gt TAT sing fee (14) 


Nun sind aber nach (11) die Gangunterschiede: 
nG,=sA,; 2G, = sA,; nI' = sA, 
wenn A,, 4 »A te numerischen Aperturen bedeuten, unter denen die 
Stellen 2 i 1 in der Kondensoraperturebene, bzw. der Aufpunkt in 
der Objektiveintrittspupille von der Mitte von s aus erscheinen. Fiir s 
wollen wir ein rationelles Mafsystem einfiihren, indem wir setzen: 
ho 
Si==16 A, (15) 


worin A, die numerische Apertur des abbildenden Objektivs und 6 die 


4 
Hp.p. © %— % + as 


: aes A : 
MaBzahl von s in Liangeneinheiten ‘0 bedeuten. Wir erhalten dann an 


Stelle von (14), wenn wir beschtent daB nA =A, und 1 (%_— %,) 
= r,(A, — A,) ist: 
Ay + Algee og 42 
A, A, 
Haben wir es statt mit einem kontinuierlichen Aperturbereich 
A, — A, der Beleuchtung mit zwei solchen Bereichen A, — A, und 
Ay aha zu tun, so brauchen wir in (16) zur rechten Seite nur noch 
ed den entsprechenden Ausdruck fir A,, A, als Summand hinzu- 


Hap ~~ 4, 4G + 2 cosmo 


zulligen. 
Fir die Beleuchtungsbedingungen im Mikroskop kommen praktisch 


nur die Falle in Frage: 
A, — Ae ge Aa d. h. symmetrische Beleuchtung, 


A,— A, = ®, d. h. einseitig schiefe Beleuchtung. 
iN Re fe Beleuchtung. Wir schreiben: 
A,+ A, — (A, 4 A,) = 2 Ap, 
A,— A, A, — A, = 244), 


wo Ay die mittlere ere der Beleuchtung ist, deren Grenzen durch 
+ (Ay + 44>) und = + (Ap — AA,) gegeben sind. Wir erhalten dann 
aus (16): 


Ast AA, { A— A+ Ay) 
Hz.p. ~ 4 Ay “9 sin 276 ; Ppa cos 276 
B.P 0 Nap A, | A, By : A, { 
; JA A 
~4AA, Iar6 a cos 26 — cO8206 =: 
A A A 


0 0 i) 


Uber Kohirenz und Konsonanz des Lichtes. 439 


Bei gegebenen Werten von 4 A;, ‘A, und A, ergeben sich Extrem- 
werte von H fiir 


A uA 
ae 7 ae (ea Oe Dees a eae dvb ay | 26 
A 


Der eine dieser Spezialwerte ist A = 0. Ist Da <= Ay, 4. 1. 


a 


6 >}, so liegen im Bereich der Eintrittspupille immer zwei Spezial- 


werte A. die cos226 A — +1 bzw. —1 ergeben; dann ist in der 


A, 


Bezeichnungsweise von I, (3): 


(MD See (-)  —— el sin 2 26 cos 226 a . 
(4B) max + (4H) min = 9, 
Ap iss = 44 Aj- 
Hiermit erhalten wir 
‘sin226 sons 2 
i Ay Ay . (17) 
226 eles 
A, 


Den Fall 6 < } brauchen wir nicht zu beriicksichtigen, da er immer 
ultramikroskopisches Detail betrifft, das, da es nicht auflésbar ist, so ab- 
gebildet wird, wie es der Ma$zahl 6 = 0 entspricht, d. h. extrem disso- 
nant). Die Formel (17) betrifft im tibrigen sowohl die symmetrische 
Hellfeldbeleuchtung wie die symmetrische Dunkelfeldbeleuchtung. 

Im Spezialfall zentraler Beleuchtung wird A, = 0 und 
AA, = Ay, wenn A, den Héchstwert der numerischen Apertur der Be- 
leuchtung miBt. Dann folgt aus (17): 


Ay 
sin 276 Al. 
a a (18) 
oi 
f CA, 
1) Fir o <4 ergibt: sich 
re me sin? m0 
_— er 
2470 
_—— ——— Ay = 4+ cos’ 20 

es TA, 2 b 

sin 220 cos2 20 — 

Ay Ay 


Fiir o = 0 folgt hieraus K = 0. 
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2. Einseitig schiefe Beleuchtung. Setzen wir in Formel (16) 
A, — A, = 244A), 
A, + A =e 


so ergeben sich bei gegebenen Werten von J Ay, ‘A; und A, Extremwerte 
von H fiir 


panitAls . d 


A 5c ‘Ay; (oO a.). 


Solange | 4,|< 2A, ist, liegen fir 6 > 1 stets mindestens zwei 
aufeinanderfolgende dieser Spezialwerte A innerhalb des Bereiches der 
Eintrittspupille. Dann wird 


2A, | AA, | 
A)..2 42) =e Z 
(4 nae (4 ) are DAG] | 


sin 2276 —— 
Fae \y 


(CAEL) rae ate (AEE) a 0, 
Faiss =='2 JA, 


und hiermit 


sin2 76 a 
== ee 


(19) 


Diese Formel betrifft ebenfalls sowohl einseitig schiefe Hellfeld- 
beleuchtung wie einseitig schiefe Dunkelfeldbeleuchtung, letztere aber nur 
bis zur Grenze | Ay | < 2A, Diese Grenze umschlieSt aber gerade’ die 
in der Praxis wichtigen Faille. Der Fall 6 < j erledigt sich wie oben. 

Wir geben nun die Auswertung dieser Formeln wieder (Fig. 4 


bis 7). Die Ordinaten messen den Konsonanzgrad, die Abszissen geben 
die MaSzahlen 6. 


Zentrale symmetrische Beleuchtung (Formel (18), Fig. 4]. 


Hier sind diejenigen Bereiche, in denen das Objekt ganz iiberwiegend 
(K > 2) in Ubereinstimmung mit der Abbeschen Lehre abgebildet wird, 
schwarz gekennzeichnet; die Bereiche ( < K < 2), in denen weder vor- 
wiegend Ubereinstimmung mit der Abbeschen Lehre, noch iiberwiegend 
Aquivalenz mit einer Selbstleuchterabbildung besteht, sind schraftiert; 
die ganz tiberwiegend dissonanten Bereiche (K < +) sind hell. Die jedem 
Diagramm beigegebene Zusatzfigur stellt die relative Ofinung 7 der 
0 
Beleuchtungskegel dar, wie sie erscheint, wenn man das Okular des 
Mikroskops entfernt und in den Tubus blickt. 
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Das Teilbild a) stellt den Grenzfall unendlich kleiner Beleuchtungs- 
apertur dar. Nur das Detail 6 < $, d.h. ultramikroskopisches Detail, 
wird dissonant abgebildet, alles andere extrem konsonant, d.h. nach der 
Abbeschen Lehre. Wir haben schon an friherer Stelle darauf hin- 
gewiesen, da es interessant ist, zu beobachten, daf bei dem Versuch, 
solche extremen Beleuchtungsverhiltnisse zu realisieren, die nach den 
Regeln der geometrischen Optik zum Objekt konjugierte Bildebene nur 
noch gefunden werden kann mit Hilfe ultramikroskopischen, d. h. dissonant 
abgebildeten Details. Alles andere Detail hat keine bevorzugte Kinstell- 
ebene, es wird gar nicht im wahren Sinne des Wortes abgebildet, sondern 
liefert eine afokale sekundire Interferenzerscheinung. 


Das wird aber sofort ganz anders, wenn die Beleuchtungsapertur 


: : - A 
einen héheren Wert annimmt. Schon der Ubergang von 7 ess (0) Yani 


0 
a =< fiihrt tief einschneidende Verinderungen herbei (Teilbild b). 
ine vorwiegend konsonante Abbildung besteht fiir unser Objekt nur 
noch, wenn seine Mazahl in den kleinen Bereich | << 6 < 2 fiallt. 
Objekte unserer Art mit Mafzahlen 6 > 3 hingegen werden iiberwiegend 
nach den Modalititen eines Selbstleuchters abgebildet. Wenn E. Abbe 
gelegentlich die Allgemeingiiltigkeit seiner Lehre drastisch dadurch ge- 
kennzeichnet hat, da8 er fiir Zaunpfahle dieselben Abbildungsmodalitaten 
forderte wie fiir feinstes mikroskopisches Detail, so léBt sich die Un- 


richtigkeit dieser Ansicht nicht besser einsehen als an Hand vorliegender 


1 ; : 
Figur. Fir 7Z So, (Teilbild c) umfaBt die vorwiegend konsonante 
0 
A 1 
Abbildung nur noch den schmalen Bereich § << 6 < 1; fir 7. =F 
pe 2 


(Teilbild d) wird gar kein Objekt solcher Art mehr vorwiegend nach der 
Abbeschen Lehre abgebildet; fiir * > + (Teilbilder e und f) wird ein 
soleches Objekt bei jeder Mafzahl 6 praktisch vollkommen wie selbst- 
leuchtend abgebildet. In den Handbiichern der praktischen Mikro- 
skopie findet man hiufig, ohne nabere Begriindung, die Anweisung gegeben, 
die Offnung der Beleuchtungskegel auf etwa 1/, bis ?/, der Objektivapertur 
zu bemessen. Man sieht, daB der Praktiker fiir unser Objekt so 
Abbildungen realisiert, die praktisch vollkommen einer Selbstleuchter- 
abbildung aquivalent sind, und daf er dann diejenigen Beleuchtungs- 
verhiltnisse, unter denen die Abbesche Lehre gilt, im Interesse der 
Bildqualitit gerade vermeidet. 
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Einseitig schiefe Beleuchtung [Formel (19)]. Dieser Fall labt 
sich sehr einfach erledigen, da die Formeln (19) und (18) formal gleich 
sind, indem sowohl A, in (18) wie 4 A, in (19) die halbe Offmung des 
beleuchtenden Strahlenkegels bedeuten. Es gelten also auch fiir beliebig 


VIB 


7 Zi 3 ¥ S 6 7 oe 9 70 
Fig. 4. 


Konsonanzgrad des primaren Interferenzphanomens bei zentraler Beleuchtung. 


einseitige schiefe Beleuchtung die Darstellungen der Fig. 4 unverandert : 
wir kénnen in den Zusatzfiguren der Diagramme den Aperturkreis der 
Beleuchtung beliebig seitlich, exzentrisch, verschoben denken, und zwar 
bis zum Betrage + 2A, vom Zentrum aus. Anderungen im Verlaufe 
von K ergeben sich dann nur fiir Ma8zahlen 6 << 33 diese sind aber fiir 
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die Ziele der vorliegenden Untersuchung belanglos. Wir kénnen hier eine 
nicht uninteressante allgemeinere Folgerung ankniipfen, die der Abbe- 
schen Lehre durchaus widerspricht: Wenn irgend ein Detail bei beliebiger 
Objektivapertur extrem dissonant abgebildet wird, regelt sich das Auf- 


1 
So 4 BSRG mee ee 9 ONTO 
Fig. 4. 


Konsonanzgrad des primaren Interferenzphanomens bei zentraler Beleuchtung. 


lésungsvermégen nach Formel (1). Da sich aber dann der Konsonanz- 
charakter beim Ubergang von zentraler zu schiefer Beleuchtung gar nicht 
mehr andert, gilt fiir das dissonant abgebildete Detail auch bei duferst 
schiefer Hellfeldbeleuchtung die Auflésungsgrenze entsprechend Formel (1). 
Es hat also keinen Sinn, bei der extrem dissonanten Abbildung statt 
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zentraler Beleuchtung auBerst schiefe zu benutzen. Eine Erhéhung 
der ,Auflosungsgrenze® tritt nur fiir konsonante Abbildungen 
durch Ubergang von zentraler zu schiefer Beleuchtung auf. 


Symmetrische schiefe Beleuchtung [Formel (17), Fig. 5 bis 7]. 
Sie unterscheidet sich in bezug auf den Konsonanzgrad A gegeniiber der 
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be 
Fig. 5. Einflu& des Faktors cos 270 
0 


einseitig schiefen Beleuchtung (19) nur durch das Hinzutreten des Faktors 
At 
cos2a26—2- Die Auswirkung dieses Faktors ist fiir vier verschiedene 
0 
Falle in Fig.5 dargestellt. Man braucht nur die Ordinaten in eimem 


beliebigen der Diagramme der Fig. 4 mit den Ordinatenwerten einer der 
Fig. 5 zu multiplizieren, um die Verhiltnisse bei symmetrischer schiefer 


A, 


A, 

und — zu erhalten. Man erkennt 
0 0 

sofort: Die symmetrische schiefe Beleuchtung macht die ganze Abbildung 


gegeniiber der einseitig schiefen Beleuchtung dissonanter. Es geniigt, die 
Darstellung im einzelnen fiir je ein Beispiel bei Hellfeldbeleuchtung und 
bei Dunkelfeldbeleuchtung durchzufiihren. 


: 4 
Beleuchtung fiir verschiedene 
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rE AMA, 1 Ay i 
Fig. 6 stellt die Verhiltnisse fiir = — und — = — dar, 
sl ee Age 
wobei also Hellfeldbeleuchtung aus den Aperturbereichen — A, bis 


— iA, und + +A, bis + 7 A, vorliegt. 
Als Beispiel fiir die Dunkelfeldbeleuchtung stellen wir die 
Verhiltnisse dar, wie sie sich fiir 


ergeben, was sehr genau den Verhiltnissen entspricht, wie sie sich unter 
Benutzung der zugehérigen Spezialobjektive fiir den ersten bisphiirischen 


SCT = 


1 ! | ! ' i} | i} 1 
Viti OH Speman es OO 


Fig. 6. Konsonanzgrad des primiren Interferenzphanomens 
bei ringformiger Hellfeldbeleuchtung. 
Spiegelkondensor von W. v. [gnatowsky und die daraus entstandenen 
spiteren Konstruktionen, den sogenannten Kardioidkondensor von 
H. Siedentopf und den konzentrischen Kondensor von F. Jentzsch 
unter Voraussetzung monochromatischen Lichts ergeben. Fiir MaSzahlen 
unmittelbar oberhalb der Auflésungsgrenze lésen sich periodisch dissonante 
und konsonante Abbildungen, wirkliche Bilder und typische sekundire 
Interferenzerscheinungen, in raschem Wechsel ab: Feineres Detail 
soleher Art wird manchmal besser bildméSig dargestellt als gréberes; 
erst oberhalb einer gewissen Mafzahl 6 werden solche Objektstrukturen 
nur vorwiegend dissonant abgebildet. Bemerkenswert ist ferner, dal 
entsprechend der merklichen Verschiedenheit, welche sich im Dunkelfeld 
fiir das Auflésungsvermégen bei dissonanter und konsonanter Abbildung 
entsprechend (1) und (5) ergibt, feineres Detail solcher Art unter Um- 
stiinden aufgelést sein kann, ein wenig gréberes nicht"). Solche Verhilt- 


1) Diese Erscheinung hat mit denjenigen Liicken im Auflisungsvermogen, die 
H. Siedentopf (ZS. f. wiss. Mikrosk. 32, 16—33, 1915) beschrieben hat, nichts 
za tun. Diese kommen nur in ganz speziellen, von den normalen Arbeits- 
bedingungen abweichenden Fiallen der Dunkelfeldbeleuchtung vor, und auch dann 
nur bei konsonanten Abbildungen. 3 
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nisse sind fiir die Beobachtung durchaus ungiinstig, denn sie erschweren 
dem Beobachter die Orientierung. Im monochromatischen Licht 
‘st also im Bereich der feinsten auflésbaren Strukturen unserer Art die 
Dunkelfeldbeobachtung hinsichtlich der bildmaBigen Darstellung der 
Hellfeldbeobachtung sichtlich unterlegen, und zwar um so mehr, je kleiner 
4 Ay . 


ist. Da einerseits A, méglichst grof sein muf, wenn man tiber- 


0 
haupt eine mdglichst weitgehende Auflésung erreichen will, andererseits 


die Ausdehnung des Beleuchtungsbereichs 4 A; eine obere Grenze') findet 


Ket - 


| 

\ Fig. 7. 

Konsonanzgrad des primaren Interferenz- 

phinomens bei symmetrischer Dunkel- 
feldbeleuchtung. 


é 


SS -=——— 


‘Ons 


durch den Brechungsindex des Einbettungsmediums, so lassen sich die 
beiden Bedingungen, méglichst hohes Auflésungsvermogen zu erzielen und 
gleichzeitig méglichst alles, auch das feinste Detail, liickenlos dissonant 
abzubilden, im Dunkelfeld schwer vereinigen. Benutzen wir aber Licht aus 
einem gréBeren Spektralbereich, oder, wie in der Regel, wei8es Licht zur 
Beleuchtung, so wird das primire Interferenzphinomen dadurch dissonanter. 
Gerade im Dunkelfeld werden dann, wie leicht zu tibersehen, die Verhialtnisse 
bei der hier vorausgesetzten Strukturart wesentlich in Richtung steigender 
Agquivalenz verschoben; denn fiir dasselbe Objekt andert sich die Mafzahl 6 
nach (15) umgekehrt proportional zu 4). Da nun K im Dunkelfeld wegen 
A, > A, innerhalb eines jeden Bereichs, in dem die Mafzahl 6 um eine 
Einheit wiichst, mindestens zwei vollstaéndige Perioden aufweist (zufolge 


1) Die von H. Siedentopf im Anschluf an einen Vortrag des Verfassers 
angekiindigte (88. Vers. deutsch. Naturf u. Arzte, Innsbruck 1924) Méglichkeit, 
weiter zu kommen, hat sich, wie vorauszusehen war, nicht bestiitigt (vgl. Kolloid- 
ZS., Zsigmondyfestschrift 36, 1, 1925). 
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Spektrums bis zum anderen im Verhiiltnis 1:2 andert, so wird die hier 


des Faktors cos 2 216 , 6 sich aber von einem Ende des sichtbaren 


vorausgesetzte Struktur gerade im Dunkelfeld bei Beleuchtung mit 
weiBem Lichte bei keiner Mabzahl 6 ausschlieBlich oder auch nur tiber- 
wiegend konsonant abgebildet. 

Natiirlich darf man nicht die fiir unser Beispiel gefundenen Verhiilt- 
nisse, wenigstens in quantitativer Hinsicht nicht, auf alle méglichen 
anderen Objektstrukturen ohne weiteres iibertragen; denn derjenige 
Aperturbereich der Beleuchtung, welcher die Abbildung praktisch voll- 
kommen dissonant macht, hiingt, wie ohne weiteres ersichtlich, von der 
Strukturart ab. Aber ganz allgemein ist bei vélliger Dissonanz des primiren 
Interferenzphinomens das Auflésungsvermigen im Dunkelfeld und im 
Hellfeld das gleiche, und sofern wir erkannt haben, da’ der praktische 
Mikroskopiker im Interesse der Bildqualitiét bemiiht ist, méglchst nur 
dissonante Abbildungen zu realisieren, was auch fiir weniger giinstige 


-. Strukturarten im Hellfeld in jedem Falle bei Anwendung ungefihr voller 


Beleuchtungsapertur praktisch vollkommen gelingt, behaupten wir nicht 
zuviel, wenn wir in bezug auf die heute immer noch im Vordergrunde 
stehende Abbesche Lehre ganz allgemein sagen, daf sie den Bedin- 
gungen, unter denen gerade am hiufigsten mikroskopiert wird, 
nicht gerecht wird und einem belanglosen Extremfall der 
optischen Abbildung die Bedeutung einer Allgemeingiiltigkeit 
zuspricht. E. Abbe hat sicher das Verdienst, als erster erkannt zu 
haben, da® die Abbildung der Nichtselbstleuchter eine besondere Frage- 
stellung bedeutet; die Antwort aber, die er darauf gab, kiénnen wir nicht 
als vorwiegend oder gar allgemein zutreffend anerkennen. Das Hindernis, 
wodurch sich E. Abbe selbst den Weg zu einem tieferen Kinblick in das 
Problem der Abbildung von Nichtselbstleuchtern verlegt hat, legt 
wesentlich in der Abstraktion von den Fragen, welche das Auswirken 
der Beleuchtungsapertur betreffen.. 

Lord Rayleigh’) hat sich bei seinen Untersuchungen tiber die Ab- 
bildung im Mikroskop in einer sehr eigenartigen, von ihm eigentlich nicht 
recht begriindeten Weise tiber die Fragen nach der Kohirenz hinweg- 
geholfen. Er sah die Kohiirenzverhiiltnisse der vom Objekt ausgehenden 
Schwingungen im Falle der Abbildung eines Selbstleuchters oder eines 
Nichtselbstleuchters nicht von vornherein als notwendig grundsitzlich ver- 
schieden an, wie es die Abbesche Lehre fordert, sondern er gab seinem 


1) J. W. Strutt, Scient. Pap. Cambridge 1908 (1896), S.235—260. 
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Nichtselbstleuchter gewissermafen eine Mittelstellung zwischen dem 
Selbstleuchter und dem Nichtselbstleuchter in der Abbeschen Theorie, 
indem er jedesmal nur innerhalb eines gewissen kleinen Bezirks im Objekt 
die Phasen als miteinander gesetzmifig verkniipft betrachtete, und zwar — 
nach folgenden Gesichtspunkten: Bedeutet A, die Beleuchtungsapertur vom 
Werte A — 0 bis zu einem maximalen Werte A — Aj, und ist s die 
Dimension eines beliebigen mikroskopischen Details, so besteht nach 
seiner Anschauung lings s Koharenz allen dort einfallenden Lichtes, auch 


ets 
bei umfassender Beleuchtungsapertur, solange s < a ist. Daraus folgt, 
Ap 


da8 es nur von dem Bereich der Beleuchtungsapertur und der Ausdehnung 
des in Frage kommenden Objektdetails abhangt, ob die Abbildung wie 
bei einem Selbstleuchter oder nach der Abbeschen Lehre erfolgt: Ist 


ee : 
Ay < Ay so gilt die Abbesche Lehre, ist A, mit ° vergleichbar oder 


eréher, so wird das Detail s wie ein Selbstleuchter abgebildet. Dieses 
Lord Rayleighsche Kriterium ist nun aber als Spezialfall in unserem 


Konsonanzkriterium enthalten; denn benutzen wir (15), so kénnen wir 
cae 3 6 i A 
das Rayleighsche Kriterium schreiben: Zz. <—- odere pee is 
0 


Hierfiir folgt aber nach (18) K — 1, und das war das Kennzeichen einer 
extrem konsonanten, nach der Abbeschen Lehre erfolgenden Abbildung. 
Es kennzeichnet also das Lord Rayleighsche Kriterium gar nicht in 
Wirklichkeit die Kohirenzverhiiltnisse, sondern es ist bereits eine, wenn 
auch ganz spezielle Form der Konsonanzbedingung. So hat Lord 
Rayleigh, wenn auch nicht im einzelnen sich dieser Zusammenhinge 
bewuBt, tatsiichlich als erster mit einem gliicklichen Griff die maSgebliche 
Fragestellung in die richtige Bahn gelenkt. 

Zum Schlusse michten wir noch ganz kurz das Wesen der soge- 
nannten Diffraktionsversuche beleuchten: Fiihren wir in den 
Strahlengang enge Blenden oder Spalte ein, von denen einzeln immer nur 
nahezu gleichmafig erleuchtete Teile der Objektivéffnung freigeben 
werden, so kann das in einiger Entfernung von diesen Spalten beobacht- 
bare Phiinomen nach Satz I aufgefaBt werden als dasjenige primare 
Interferenzphinomen, welches durch die Struktur der eingefiihrten Be- 
grenzungen, als Ganzes genommen, unter dem Einfluf einer Beleuchtung 
zustande kommt, wie sie eine Lichtquelle am Orte der zugehérigen geo- 
metrisch-optischen Basis, d.h. am Orte des mikroskopischen Objektes 
und von der Struktur dieses Objektes ergibt. Es ist also fiir diesen 
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Versuch ganz gleichgiiltig, ob das Objekt selbstleuchtet oder nicht: 
es verhalt sich in bezug auf den Diffraktionsversuch wie ein Selbst- 
leuchter. Entfernt man aber die eingefiihrten Blenden oder Spalte, 
so muf erst untersucht werden, ob das Objekt sich dann noch 
in bezug auf das im Bildraum resultierende Phainomen so verhilt, 
als ob es selbstleuchtet oder nicht. Es lassen sich also aus den Er- 
scheinungen, die nach EKinschalten enger Begrenzungen in den Verlaut 
der Strahlen wahrnehmbar sind, allgemein gar keine ausreichenden Riick- 
schliisse hinsichtlich der Verhialtnisse ableiten, die vor EKinschalten der 
genannten Elemente mafgebend waren, und auch dieses liegt in den all- 
gemeinen thermodynamischen Higenschaften der Strahlung begriindet '). 
Ganz ahbnlich verhilt es sich mit der Beweiskraft von Versuchen, die von 
H. Siedentopf*) und spiter auch in anderer Abart von C. Pulfrich%) 
beschrieben worden sind, und die sich mit der Interferenzfaihigkeit soge- 
nannter homologer und nichthomologer Stellen der Beugungsspektren be- 
fassen. Sondert man aus den in der Nahe des Objektivs auffangbaren 
Beugungssprektren einer periodischen Struktur beliebige Teile durch enge 
Blenden oder Spalte aus, so sind im Tubus des Mikroskops Interferenzen 
wahrnehmbar, wenn die zur Wirkung zugelassenen Teile der Offnung 
auch homolog liegende Stellen der Beugungsspektren enthalten; 
es sind aber keine Interferenzen wahnnehmbar, wenn die Aussonderung 
nur nichthomolog liegende Stellen betrifft. Diese Versuche 
sind von den Autoren als Beweis fiir die Richtigkeit der Abbe- 
schen Lehre, namentlich ihrer Grundlagen mit Bezug auf die Koharenz- 
verhiltnisse des Lichtes, gedeutet worden. Es verhalt sich aber hier 
gerade so wie oben bei den einfachen Diffraktionsversuchen: Das Objekt 
iibernimmt fiir das Phanomen, welches durch die eingefiihrten engen 
Blenden oder Spalte zugelassen oder erzeugt wird, alle Funktionen 
elmer primiren Lichtquelle, und es laBt sich rechnerisch leicht zeigen, 
daB das Interferenzphinomen im Tubus nach Hinfiihrung jener Begrenzungen 
dissonant ‘ist, wenn der Abstand der Spalte so bemessen wird, dal die 
Spalte nur ,nichthomologe“ Stellen der urspriinglichen Beugungsspektren 
freigeben, und daf es um so mehr konsonant ist, in je hoherem Mafe ,nur 
homologe* Stellen freigegeben werden, wobei aber die Begriffe , homolog“ 


1) Vgl. die Untersuchungen von M. v. Laue iiber die Fragen nach Reversi- 
bilitét und Nichtreversibilitat der hier in Frage kommenden Vorginge, insbesondere 
Ann. d. Phys. (4) 44, 1209, 1914. 

2) H. Siedentopf, ZS. f. wiss. Mikrosk. 32, 1—15, 1915. 

8) C. Pulfrich, ebenda 38, 264—269, 1922. 
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und ,nichthomolog“ nunmehr mit einer Beziehung zu der eigentlichen 
Lichtquelle und zu den Kohirenzeigenschaften des Lichtes nichts zu tun 
haben, sondern lediglich mabstiibliche Abmessungen im Objekt und in der 
Ebene der Spalte betreffen. Die mikrointerferometrischen MeB8verfahren, 
die neuerdings nach dem Vorbild der in der Astronomie schon lange ge- 
brauchlichen Methoden angewandt werden, benutzen ja gerade diese Tat- 
sache zur GroBenmessung des Objektdetails. Die Begriffe , homolog“ 
und ,nichthomolog“ umschreiben daher in Wirklichkeit nur Konsonanz- 
bzw. Dissonanzverhiltnisse der vom Objekt wie von einem Selbst- 
leuchter ausgehenden Strahlung. So macht es geradezu das Wesen 
der Diffraktionsversuche aus, daf das Objekt sich in bezug auf diese wie 
selbstleuchtend verhilt, und eben daher kénnen diese Versuche mit einer 
selbstleuchtenden oder einer nichtselbstleuchtenden Struktur mit gleichem 
Erfolg ausgefiihrt werden. 


Druckfehlerberichtigung: 


In Teil Il, ZS. f. Phys. 86, 833, 1926, Zeile 16 von oben lies »erzwungene* 
statt ,erwungene“. 


: = Obs oG _. 
In Teil IL, ZS. f. Phys. 87, 390, 1926 in Formel (3) les Ye statt sae wie 
1 © 


auch dort aus der Weiterfiihrung der Formeln (4) und (5) ersichtlich ist. 
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Uber die Rekristallisation von Kupferdraht. 
Von E. Schmid und G. Wassermann in Frankfurt a. M. 


Mit 6 Abbildungen. (Eingegangen am 28. Oktober 1926.) 


Die Rekristallisation von hartem Cu-Draht wird besprochen. Hine nach Gliihung 

bei 1000° C auftretende Rekristallisationsstruktur wird als ,einfache Faserstruktur* 

mit der [112]-Richtung parallel der Drahtachse bestimmt. Drihte, die diese Struktur 
aufweisen, zeichnen sich durch Fehlen von elastischer Nachwirkung aus. 


Von R. Glocker’) war vor einiger Zeit auf Grund roéntgenogra- 
phischer Untersuchungen festgestellt worden, da sich in kalt gewalzten 
Metallblechen bei geeigneter Gliihung eine geregelte Rekristallisations- 
struktur ausbildet, die von der vorangegangenen Walzstruktur typisch 
verschieden ist. Kime Bestitigung dieser Beobachtungen wurde von 
W. Koster’) und G. Tammann und H. H. Meyer?) mit Hilfe von Atz- 
figurenuntersuchung und optischer Orientierungsbestimmung gegeben. 

Bei kalt gezogenen Metalldrahten hingegen batten réntgenographische 
Methoden bisher keine von der Zugstruktur verschiedene Rekristallisations- 
struktur ergeben. Alle Beobachter fanden ein mit steigender Gliih- 
temperatur fortschreitendes Schwacherwerden der Zugstruktur, die ge- 
legentlich auch noch nach Gliihung bei Temperaturen in der Nahe des 
Schmelzpunktes spurenweise erkennbar bleibt‘). . 

Bei der Durchfiihrung von Versuchen an hart gezogenen Drahten, 
iiber die an anderer Stelle ausfiihrlich berichtet werden wird, verfolgten 
auch wir réntgenographisch die Rekristallisation von hartem Aluminium- 
und Kupferdraht. 

Bei Aluminium befinden sich unsere Beobachtungen in Uberein- 
stimmung mit den friitheren Angaben. Wiahrend bis zu Gliihtemperaturen 
von 450°C die Zugstruktur deutlich erkennbar blieb, trat nach Erhitzen 


auf Temperaturen iiber 500°C regellos orientiertes, grobes Korn auf. 


1) R. Glocker, ZS. f. Phys. 81, 386, 1925; R.Glocker, E. Kaupp u. H. Wid- 
mann, ZS. f. Metallkd. 17, 353, 1925. Vortrag a. d. Hauptvers. d. Deutsch. Ges. 
f. Metallkd. 1926. 

2) W. Kuster, ZS: f. Metallkd. 18, 112, 1926. 

8) G. Tammann u. H. H. Meyer, ebenda, S.176, 1926. 

4) M. Ettisch, M. Polanyi u. K. Weissenberg, ZS. phys. Chem. 99, 332, 
1921; A. Ono, Mem. Coll. Eng. Kyushu, Imp. Univ. 2, 241, 1922 und 8, 195, 
1925; G. Sachs u. BE. Schiebold, ZS. f. Metallkd. 17, 400, 1925. 
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Die Erhitzungsdauer betrug bei diesen und allen weiteren Versuchen 
drei Stunden. 

Bei Kupfer, das wir in Form harter Dréhte von 0,35 mm _ Durch- 
messer untersuchten, war bis zu Gliihtemperaturen von 300° keine Ver- 
inderung des Rontgenbildes zu beobachten, obwohl bei 200° C gegliihter 
Draht bereits die Festigkeit véllig ausgegliihten Materials zeigt’). Nach 
Erhitzung auf Temperaturen tiber 300°C trat auch im Réntgenbild sicht- 


bare Rekristallisation ein, ohne da8 jedoch die Zugstruktur zum Ver- 


Fig. 1. Faserdiagramm eines hartgezogenen Cu-Drahtes yon 0,35 mm Durchmesser, 
Festigkeit = 49,3 kg/mm”, Dehnung = 1 Proz. 


| foes 


Fig. 2. Derselbe Draht nach dreistiindiger Gliubung bei 300° C. 
Festigkeit = 24,4 kgmm?, Dehnung = 30 Proz. 


schwinden gebracht wurde. Noch nach Glithungen bei 800°C blieb die 
urspriingliche Faserstruktur des harten Drahtes deutlich erkennbar. Nach 
Erhitzen auf 1000°C war das Bild hingegen véllig verindert; eine neue, 
sehr ausgeprigte Struktur trat auf?). 


1) Auf dieses Nichtzusammenfallen von ,rontgenographisch sichtbarer™ 
Rekristallisation und mechanischer Entfestigung haben bereits G. Sachs und 
EB. Schiebold (l.c.) auf Grund ihrer Versuche an Aluminiumdrihten hingewiesen. 

2) Wiederholung an Draht desselben Querschnittes fiihrte stets zum gleichen 
Ergebnis, wihrend an weniger weit kaltgezogenem Draht (Durchmesser 1,75 mm) 
die Rekristallisationsstruktur nur sehr schwach erkennbar war. 
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Die Fig. 1 bis 4, die Reproduktionen einiger der erhaltenen Réntgeno- 
gramme darstellen, erlautern das eben Gesagte. 
Die kristallographische Kennzeichnung der aus Fig. 4 erkennbaren 
Rekristallisationsstruktur wurde durchgefiihrt 
1. durch Bestimmung der Identititsperiode in der Faserachse aus 
den Schichtlinienabstinden ; 
2. durch Auswertung der auf dem Aquator und den einzelnen 


Schichtlinien beobachteten Interferenzen. 


Fig. 3. Derselbe Draht nach dreistiindiger Glihung bei 800° C. 
Festigkeit = 23,9kg/mm2, Dehnung = 23 Proz. 


Fig.4. Derselbe Drabt nach dreistindiger Glihung bei 1000° C. 
Festigkeit = 21,3 kgjmm?, Dehnung = 17 Proz. 


Die Berechnung der Identititsperiode J fiihrte unter Verwendung des 
beobachteten Abstandes von 1,20 cm fiir die erste Schichtlinie zu dem Wert 
4,47 A). Dieser Wert stimmt mit der aus der Kantenlinge des Elementar- 
kérpers (a = 8,62 A) zu 4,44 A berechneten Periode in der[{112]-Richtung 
gut iiberein. 

Fiir das unter der Annahme der [112]-Richtung als Faserachse be- 
rechnete Diagramm sind weiter in Tabelle 1 die auf den Aquator und 
die beiden ersten Schichtlinien fallenden Interferenzen angegeben. 


1) Acu,Ka — 1,54 A, Kameradurchmesser 2 = 5,73 cm. 
3 Ls 
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Ein Vergleich der Tabelle mit dem Réntgenogramm zeigt, dafi samt- 
liche geforderten Interferenzen vorhanden sind. Das fast villige Fehlen 
nicht in das Schema passender 
Schwiirzungen beweist die 
Schirfe der Einstellung. 


Tabelle Nr. IL. 
Fiir Drahtachse /|/ [112] 
berechnete Interferenzen. 


a 


1. Schicht- 2. Schicht- 


| 
- | 
Aquator inie | —_ linie 
— ae 

x (111) au) | = 
By _ (002) | (002 
iS (202) (202) | = 
fe (113 (118) “| Gide) 
= (222) = (222 
$ ae oe 
S =| (313) tet) 
& (20a), | (204) p> 
Die Rekristallisations- 


struktur weitgehend kalt ge- 
zogenen Kupferdrahtes ist somit 


als eine Faserstruktur mit der 
[112]-Richtung // der Draht- 
achse bestimmt. : 

G. Tammann und H. H. 
Meyer!) haben mit Hilfe opti- 


DTT ET BPS G7 6) Gm © «Scher Bestimmungen nachge- 
—> Zeit in Minuten 

Fig. 5. : ; i 

Elastische Nachwirkung von Drihten. Verlauf von Kupferdrahten, die bei 


der Retorsion wahrend der ersten 10 Minuten nach 0 <ristallisi = 
der Entlastung. a) Zn-Einkristall, b) bei 10009 C 1000 rekristallisiert_ waren, 


rekristallisierter CusDraht, c) bei 500°C rekrie in etwa 27 Proz. der Kristallite 
stallisierter Cu-Draht, d) barter Cu-Draht. 1 cm E ‘ 
Skale entspricht einem Torsionswinkel von eme (111)-Flache, in 12 Proz. 
Ro eine (101)- und in 61 Proz. 
eine (100)-Fliche auftritt. Der regellosen (Grientierung entsprechen die 
Zahlen 38 Proz. fiir die (111)-, 40 Proz. fiir die (101)- und 22 Proz. fur 
die (100)-Flache. Da die (112)-Fliche, die bei der von uns angegebenen 
Rekristallisationsstruktur bei allen Kristalliten nahe senkrecht zur Liangs- 
richtung legen miifte, nach G. Tammann und H. H. Meyer sowohl aut 


wiesen, da im Querschnitt 


LN File 
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die Oktaeder- wie aut die Wiirfelfliche abgedtzt werden kann, ist die aus 
obigen Zahlen ersichtliche starke Abnahme der (101)-Flachen mit unseren 
Feststellungen im Einklang. 

Zum Schlu8 sei noch iiber eme Untersuchung der elastischen Nach- 
wirkung der bei 1000°C rekristallisierten Kupferdrahte berichtet. Die 
Versuchsanordnung war der von H. v. Wartenberg’) verwendeten nach- 

4 ee. gebildet. Die Einspannlinge betrug 
| 20cm; die Drahte wurden, nachdem 


sie eime stabile Ausgangslage ange- 
nommen hatten, waihrend 15 Minuten 
bei einer Torsion von 15° festge- 
halten. Die darauffolgende Retorsion 


BS 


S 


| 
| 
| 


& 


—> fRetorsion in cm Skala 
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CN 
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Fig.6. Verlauf der Retorsion bis zu 24 Stunden nach erfolgter Entlastung an je einem der in 
Fig. 5 dargestellten Falle. Bezeichnung wie in Fig. 5 


wurde mit Spiegelablesung beobachtet. In den Fig. 5 und 6 sind die 
dabei erhaltenen Ergebnisse dargestellt. Zum Vergleich sind auch die 
an hartem und an bei 500°C ausgegliihtem Draht gleichen Querschnitts, 
sowie die an einem Zinkkristall erhaltenen wiedergegeben. Man erkennt, 
daB bei 1000° C ausgegliihter, durch weitgehende Parallelorientierung der 
(unverfestigten) Korner ausgezeichneter Kupferdraht ebenso wie der 
Zinkeinkristall (v. Wartenberg) bereits zwei Minuten nach Aufhéren 
der Beanspruchung eine Lage angenommen hat, die sich im Verlauf von 
24 Stunden nur sehr wenig indert (0,05cm Skale in Fig. 6). Ebenso 
wie dem unverfestigten Einkristall fehlt auch dem durch Rekristal- 
lisationsstruktur ausgezeichneten Kupferdraht elastische Nachwirkung. 
Sehr erheblich ist die Nachwirkung, wie die Figuren zeigen, jedoch an 
hartem und noch deutlich erkennbar an bei 500°C geglithtem Draht. 


Frankfurt a. M., im Oktober 1926. 


1) H. v. Wartenberg, Verh. d. D. Phys. Ges. 20, 118, 1918. 
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Uber die Abhangigkeit der Zahl der Lichtelektronen 
von der Wellenlange und der Intensitat des Lichtes’). 
Von Anatol W. Uspensky in Moskau. 

Mit 7 Abbildungen. (Kingegangen am 18. Oktober 1926.) 


Unter der Annahme, dai jedes Lichtquantum ein Elektron auslést, welches im 

Moment seiner Auslosung die Geschwindigkeit nach der Formel 5 mve = herer= 

halt, und daf alle Bewegungsrichtungen der ausgelésten Hlektronen im Raume 

gleichwahrscheinlich sind, bekommt der Verfasser, sich auf das Modell einer 

Doppelschicht stiitzend, eine analytische Formel fiir die Zahl der Lichtelektronen 

von der Wellenlinge und der Intensitat aes fallenden Lichtes. Der Zusammenhang 
mit den experimentellen Ergebnissen Suhrmanns ist befriedigend. 

§ 1. Die Frage tiber die analytische Abhangigkeit der Lichtelektronen- 
zahl von der Wellenlinge und der Intensitiit des Lichtes befimdet sich 
gegenwirtig im Anfangsstadium der Entscheidung. Der prinzipielle 
Charakter dieser Abhingigkeit ist aus dem Experiment gut bekannt; 
bemerkenswert ist dabei, da8 diese Abhingigkeit qualitativ mit dem 
Stoffe sich nicht andert und da8 die Natur des Stoffes eine nur quan- 
titative Wirkung ausiibt. Dieser Umstand erweckt die Hoffnung, eme 
Universalgleichung fiir die Zahl der Lichtelektronen aufstellen zu konnen ; 
in diesem Falle wird sich die Natur des Stoffes nur in der Anderung 
gewisser Parameter fufern, die wir in die Gleichung einfiihren miissen. 
(Das reiche experimentelle Material wird dabei zur Priifung der Theorie 
dienen.) Die gegenwartigen, mehr oder weniger allgemeinen theoretischen 
Vorstellungen iiber die Natur des lichtelektrischen Effekts ergeben keine 
Lisung der gestellten Frage. Von den iibrigen darauf beziiglichen 
Arbeiten nennen wir diejenige von Partzsch und Hallwachs*), wo 
der Begriff der Absorption der Photoelektronen im Metall eingetiihrt 
wird, und diejenige von Becker), der fiir die spektrale Verteilung der 
Lichtelektronenzahl die empirische Formel 

i? AS 
KA) = const (1 — a) ; iA) = const(1 — = 
ho ho 
gibt, und zwar gilt die erste Formel fiir Metall mit Gas gesattigt, die 


zweite fiir ein beinahe entgastes Metall. Dabei ist 2 die Wellenlinge, 
A, die ,Rotgrenze* der Aktivitit. 


1) Hin Auszug aus der Diplomarbeit an dem Katheder der Radiotechnik an 
der Moskauer Technischen Hochschule, ausgefiihrt unter der Leitung von Prof. 
M. W. Schuleikin. 

2) A. Partzsch und W. Hallwachs, Ann d. Phys. (4) 41, 247, 1913. 

5) A. Becker, ebenda 78, 83, 1925. 
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§ 2. Im der vorliegenden Arbeit habe ich den Versuch gemacht, 
die Aufgabe theoretisch anzugreifen. Dabei werden der Untersuchung 
folgende Vorstellungen zugrunde gelegt: 1. Ich stiitze mich auf Vor- 
stellungen von Einstein, indem ich annehme, daf jedes Lichtquantum 
ein Elektron auslést nach der Einsteinschen Gleichung: 

tmv, = hy, (1) 
wo v, die Geschwindigkeit des Elektrons im Moment der Befreiung, 
m seine Masse, h die Plancksche Konstante und y die Schwingungszahl 
des aktiven Lichtes bedeutet; dabei wird die Arbeit der Befreiung des 
Elektrons vom Atom vernachlissigt. 

2. Das Joffésche Resultat betreffend den statistischen Charakter des 
lichtelektrischen Effekts, demzufolge keine Vorzugsrichtungen der Elek- 
tronenbewegung bestehen, erméglicht die Einfiihrung emes gewissen 
Raumwinkels. 

3. Wir stellen uns vor, daf an der Grenze zwischen Metall und 
einem anderen Mittel (auch dem Vakuum) eine Ubergangsschicht von 
endlicher Dicke liegt mit einem (homogenen) elektrischen Felde, gerichtet 
gegen die Bewegung des Elektrons; diese Schicht nennen wir die Grenz- 
schicht. Unter den gemachten Voraussetzungen bewegt sich das Elektron 
in der Grenzschicht auf einer Parabel. 


Bezeichnen wir mit J, die Lichtintensitat; dann haben wir bei 
festgehaltener Schwingungszahl v, bei senkrechtem Einfall und bei einem 
Lichtabsorptionskoeffizienten 6 — 1, nach der Annahme l., fiir die 
Zahl n der Lichtelektronen pro 1 cm?: 


Jo 
ao Ne ) 
d. h. diese Zahl wiichst mit der Verminderung yon vp. 

Dies widerspricht vélig dem Experiment. Dies und das Bestehen 
einer Geschwindigkeitsverteilung bei vy == const fiihren uns zur Annahme 
der Existenz gewisser Krifte innerhalb des Metalls, die der Bewegung 
des Elektrons entgegenstehen. Bei gréferer Dicke der Grenzschicht 
verbraucht das Elektron mehr von seiner kinetischen Energie zur Arbeit 
gegen diese Krafte. Hin Elektron, ausgeloést in solcher Tiefe 0, da seine 
kinetische Energie giinzlich zur Uberwindung der Gegenkriifte verbraucht 
wird, kommt selbstverstindlich mit der Geschwindigkeit Null aus dem 
Metall heraus: 0 ist gerade die Grenzdicke der Schicht. Dagegen hat 
ein an der Oberflaiche der Schicht ausgeliéstes Elektron die Maximal- 
geschwindigkeit. 
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Uber die Natur der Gegenkrafte machen wir die einfachste Annahme: 
Stellen wir uns die Bewegung des Elektrons als analog der Bewegung in 
einem zihen Mittel vor, so erscheinen die Gegenkrafte wie ein Analogon 
der Reibungskrifte (nach Prof. N. N. Andrejev) und wir schreiben: 

F=—ky, (2) 
wo F die der Reibungskraft analoge Krait, v die Elektronengeschwindig- 
keit und k die Konstante des Metalls ist. 

Wir nehmen an, daf & von den Koordinaten unabhingig ist. 

In diesem Falle bewegt sich das Elektron geradlinig, und in der 
Grenzschicht auf einer Parabel (Fig. 1), wo das Licht in der Richtung 
der y-Achse, also normal zur 
Metalloberfliche einfallt ’). 


Indem wir nun die Frage nach 


dem Vorhandensein irgend eines 
Feldes innerhalb des Metalls offen 
lassen, haben wir drei mégliche 
Falle : 

1. Weder in dem Metall, noch in 
der Grenzschicht haben wir Krafte, 
tI aie die der Bewegung des Elektrons 
entgegenwirken ; das Feld besteht 


Fig, 1. nur in der Grenzschicht. 


2. Nur im Metall haben wir Krifte, die den Reibungskraften analog 
sind; nur in der Grenzschicht besteht das Feld. 

3. Das Analogon der Reibungskrafte besteht sowohl im Metall, als 
auch in der Grenzschicht; das Feld nur in der Grenzschicht. 

§ 3. Es sei in einem Punkt (Fig. 1) im Metall unter der Wirkung 
des Lichtquantums hy ein Elektron vom Atom ausgelést; seine Ge- 
schwindigkeit, berechnet nach (1), ist unter dem Winkel @ gegen die 
Normale gerichtet. 

Wenn im Metall keine Gegenkrafte wirken, findet auf dem Wege r 
kein Energieverbrauch statt und das Elektron erreicht die Grenzschicht 
mit der Geschwindigkeit 7, die auch unter dem Winkel @ gegen die 
Normale gerichtet ist. Hier tritt das Elektron in das elektrische Feld — 
ein, wo die Beschleunigung folgendermasen ausgedriickt werden kann: — 


(3) 


1) Die Geradlinigkeit der Bewegung wird nur als eine Annaherung eingefiihrt; 
in welchem Mae dies berechtigt ist, erhellt aus den Kurven des § 6. 
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wo V die Potentialdifferenz, 4 die Dicke der Grenzschicht bedeuten. 
Die Ditferentialgleichungen der Bewegung lauten nun: 


a? x 
—————— 
dt? j 
e (4) 
dt 
und ergeben: ae 
Die Hohe der Parabel wird : 
1 hie z 
1 = tg — 5 = 0; « — sin @ cos @; 
da 6 sin” @ a (6a) 
ei! 2 
Ymax ee 2 a cos @. 


Da keine Vorzugsrichtungen fiir die Bewegung der ausgelésten 
-Elektronen bestehen (Jofié, Elementarer lichtelektrischer Effekt), so 
kann immer der Fall eintreten, da das Elektron im Moment der Aus- 
lésung eine Geschwindigkeit mit solchem @, haben wird, daB ymax —= 4 
wird; saimtliche Elektronen, die im Moment der Auslésung sich unter 
dem Winkel > @, bewegen, kommen nicht aus dem Metall heraus. 
Dann haben wir nach (6a): 


ee 
ve 20A ‘m A 
Ae cbs? 0); €0s7 Oy == = atl ; 
24 OF hy 
ee 
m 
daraus finden wir, indem wir eV = hy, setzen, wo v, die ,, Rotgrenze“ 
der Aktivitiit bedeutet, ia 
2 V h 4 
cos? @, = Rang he ae cos @, = ae (6) 
hy hy 


Diese Gleichung bestimmt den Grenzwinkel @). 
Wenn S die Fliche der Metallplatte ist, haben wir mit 6 = 1 fir 


die Zahl der Lichtquanten 
Nin JS 


hi (7) 


hy 

Die Zahl der Elektronen, die in einem Elementarwinkel dw = sin @d@dq@ 
ausgelést werden, ist N proportional, so daS wir schreiben kénnen: 

aNg = ¢.do = q.sin@d@dgq. (9a) 

Indem wir (9a) nach @ von O bis x und nach q@ von 0 bis 2x 

integrieren, erhalten wir die im Raumwinkel 47 ausgeléste Elektronen- 
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zahl; nach unserer Vorstellung entspricht einem jeden Quantum ein 
Elektron; daher ist N — g.4a und 
N J,8 
q = aed . 
4 1 4Anhy 


Nach (9a) haben wir fiir die Zahl der Photoelektronen : 


(8) 


Oo 27 
r J,8 
lo = ee 2 i 
Ng = 4) do = 227, |snod@ | ag 
0 0 


oder, mit @, aus (6): 


= J)8 Vo C 
eo hs (1 \): i 
Die Gleichung list die Aufgabe in diesem eintachsten Falle. 
Das Maximum der Kurve (9) liegt bei 

Vensce = Vy Sapa Dy: (10) 


Wir bemerken, daS unsere Ableitung der Einsteinschen Gleichung — 


nicht widerspricht. In der Tat haben wir fiir die Anderung der kine- 
tischen Energie des Photoelektrons: 

Limo, — moj = eV = P, 
wo v, die Anfangsgeschwindigkeit auBerhalb des Metalls bedeutet; daraus 
erhalten wir die Einsteinsche Gleichung fiir die Maximalgeschwindigkeit: 


1 mv? = ¢moj —P = hy — P, (11a) 
die gewohnlich geschrieben wird: 
imo; < hy — P. (11) 


Die Gleichung (9) ist nur die erste Annaherung: die Kurven steigen 
zu steil an mit Abnahme von 4 und erreichen nach (10) sehr bald ihr 
Maximum, was der Tatsache nicht entspricht; doch wichst die Elektronen- 
zahl nach (9) mit Abnahme von 4, und die im Anfang von § 2 angefiihrte 
Diskrepanz wird beseitigt. 

§ 4. Wenn im Metall Krifte analog den Reibungskriften wirken, 
lauten die Bewegungsgleichungen : 


d’ 9 
m— == =i) 12 
dt : (12) 
was ergibt: : ' 
= eeihy Mo =< 
at MM eine (18 TZ er 
I; 


Indem wir ¢ eliminieren, erhalten wir die Geschwindigkeit des 
Elektrons v,, mit welcher es in das Feld der Grenzschicht eintritt: 
k 
i ee (13) 


m 
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Die Bewegung in der Grenzschicht unterscheidet sich nicht von der- 
jenigen des § 3, daher erhalten wir, indem wir (13) in (6a) einsetzen: 


\) Ymax sz 2 a Se @ —— a 2 cos? @ 
k 2 
(v, i seen m r) 
\ VAL Y 
A) ee -cos? @,; a 14 
2 a ° cos @’ CS) 


wo y mit einem Index versehen ist, um anzudeuten, da es keine 
Koordinate der Parabel ist. (14) ergibt 


m? ve cos? @, — 2mkvyy, cos@, + (yy —2meV) = 0, 
daraus folgt der Grenzwinkel @,: 
‘Vy k 
cos @, = \2 (—4_+ 1). 
v y 2mhv, 
Man mui das Zeichen + wihlen, weil gemif dem Reibungs- 


analogon @, sich im Vergleich zu (6) verkleinert und cos@, sich ver- 

2 gréfert. Indem wir die Bezeichnung 
k 

V2mh 

_ einfithren, erhalten wir fiir den Grenzwinkel @,: 


A cos @, — ie ( aU 1) od le ae a 1); (16) 
bY Y \V 2mhyv, ee Vv, 


was fiir y, = 0 in (6) tibergeht. Bei y, = 0 ist cos@, = 1, daher 
erhalten wir fiir die Grenztiefe der aktiven Schicht: 


FEE) QE-9. on 


at) (15) 


Ferner erhalten wir leicht 

| UE y 

cos O, ae V% : 1 —cos0, = ube Oi th) : (a) 
1 cos @ VO ; 2 po+ Vr, 


Vr 
Betrachten wir nun eine unendlich diinne Schicht dy, in der 
_ ‘Tiefe y, (Fig. 1), so kénnen wir, wie im § 3, schreiben: 
; “a 22 
dINopy, = qda; dINy, = q{sin@d0 [dg —Anq; 
u 0 


0 


Puy adNy, 
— An , 
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wo dNy, die Zahl der Quanten bedeutet, die in der Schicht dy, wirken; 
diese GréBe kiénnen wir folgendermaSen bestimmen: da die Zahl der 
Quanten, die in das Metall eintreten, mit der Tiefe nach dem 


Exponentialgesetz- J,S 


Na Pes -e— Pur (18) 


abnimmt, wo B der Absorptionskoetffizient des Lichtes ist, so ist 
J, 8 
aNy, = —PeeF -Pndy,, (b) 
v 


wo das Minuszeichen auf die Absorption weist; aber die Absorption des 
Quantums bedeutet eine Auslisung des Elektrons, daher streichen wir 
das Minuszeichen. Dann erhalten wir: 


aN JS 
dN gy, = (de — ia e~ Pus dy, do, 


4 Anhy 
B t) chy 22 
J,8 ; 
jh a — Pui dy 
Ng poe |e nay, | sin ode | dg 
0 0 0 
0 
BJS w (c) 


= 3 ae — PY1 os 
2hy wd+ mI as) Os 
0 


0) 0) 


Bilge Aaa fn dy, — | 6 
=H tg ofr froma 
0 


0 


Fiir die Integrale in eckigen Klammern haben wir 
0 


) | e-fudy, = zens) 


das zweite Integral wird partiell genommen : 


0 
tie ‘ =) 1 = 
Uh Mas dv = e—Pudy,; os ——e Pn, du == ay; 


ferrnndy, eee aie poy & _ net). 
Indem fh das in (c) einsetzen, erhalten wir 
Ue taal pers br ated 
J\8 __ e- Be 
fe Tab ya ar i} 5 (d) 


Noe 
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Bilden wir noch die Bezeichnung 


ya (19) 


und setzen @ aus (17) ein, so erhalten wir die endgiiltige Gleichung: 


Aus (2), (15) und (19) erhalten wir die Dimensionen fiir ik, gm und x: 
| [*]} == eect}; [py] == ema Veen; [y] = sec’/2, 
und ferner 


erg 


|Jo| == 


em? sec ’ 
so dab 
IN] == seers 
wie es auch sein soll. 
Der Grenzwert des Bruches in den geschweiften Klammern ist nun 


l A | 


lim — —— iy, 
v=V9 ne Vv 
——1 
1 V% ( \2 ) 
so daS bei v = v, Ng = 0 ist, wie es auch an der Rotgrenze der 


Aktivitat sein soll. Fiihren wir die Bezeichnungen 


ee 28 yy fin Vn()2— : 


ein, so erhalten wir 


df 22 ge 
i — = g—2e- = oS. g— 2 — &% | — —__ —_ ——____ (), 
em ee OO) See ( ie rg 


und 1 —f> 0, so da® die geschweifte Klammer in (20) eine positive 
GroBe bedeutet und nur bei v — vy, gleich Null wird. 


Der Ausdruck (20) ist fiir die direkte Berechnung zu verwickelt, 


eile 
: = A a R ~ 71% (V2-1) S ; 
daher suchen wir eine Anniherung, indem wir ¢ "0 in eine 


i. ae 
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Reihe entwickeln, und nur vier Glieder beibehalten. Dann haben wir 
statt (20) : 


eS Tees Y% 
Np oh v (1 V2) 

a le _\ tm yfe Naveen 
fea E02 REI) 
eV ay L.2\F % 1-25 3iNhie, 

ae Vv 
Von (2-1) 
0 
S¥V% aN Iv, (y2 1-2, ly 
No & i pane 
Ne see Tyee s \) Vp 1)| 3% Va, 1)| 


Die Konstante w ist von der GréSenordnung 10%, daher [Glei- 


chung (19)] ist y sehr klein und wir kénnen den zweiten Summanden in 


den eckigen Klammern streichen, dann erhalten wit 


AT oY Sz Vv, J lv, i 
Le 4h (1 ey; 1) 


SyVx, / % 
peel ae 


Die Gleichung (21) entspricht nun ganz befriedigend den Kurven 
des normalen Lichteffekts (vgl. die Kurven des § 6). Wir finden die 
Extremwerte der Kurve (21): ‘ 


N : 
d t= y? = 1Oageeo ys = .0, 
dy | 
1; pa. —— 
y=) Vy AVG io ae i (22) , 
max a () ; 


Die Kurve hat also ein Minimum an der Rotgrenze und ein Maximum | 
weit im Ultraviolett. Das entspricht ganz den Tatsachen: bei geeigneten : 
Versuchsbedingungen (fiir Metallschichten, die durch Destillation im 
Vakuum auf gekiihlten Platten gewonnen sind) wird tatsaichlich bei 
normalem Effekt ein Maximum im fernen Ultraviolett beobachtet*). Das 
spricht zugunsten der gewonnenen Resultate und der ihnen zugrunde 
gelegten Hypothese. 

Dazu beseitigt die Gleichung (21) noch die Diskrepanz, die im 
Anfang des § 2 und am Ende des § 3 angefiihrt wurde. 

Fir die Anderung der kinetischen Energie des Elektrons schreiben 
wir jetzt (vgl. Ende § 3): 


tm; —imey =eV=P 


1) R. Pohl und P. Pringsheim, Die lichtelektrischen Erscheinungen. 
Sammlung Vieweg, Heft 1, 1914. 


) 
| 


om tr 


| 


4 
ad 


: 
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E 
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a 


: 


1! 
‘ 
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und 


1 2 ee 2 
5 Mv, == 5%, — P, (a,) 


wo v, die Elektronengeschwindigkeit im Moment des Austritts aus dem 
Metall, und v,, die Geschwindigkeit im Moment des! Eintritts in die 
Grenzschicht bedeuten und durch (13) bestimmt werden :! 
i 
1, = %— =": (b,) 


01 Oy 


Setzen wir (b,) im (a,) ein, so erhalten wir die Einsteinsche 
Gleichung (IL) in folgender Form: 


1 4 1 (pe Ne 
> mo => (x, mal r) —P 
2 
si) (1 2s — Pp aie 
| Vy 
/ \2 
ae iy) (! Paper iy 
Vv cos @, 
und das ergibt 
fiir yy == 0, ; mv; = Emax — hy sags | 28) ‘ 
fir == 0, a0, == oni, = 9, | ( 


“ 


; d. h. wenn wir die Annahmen, die in diesem Paragraphen gemacht sind, 
auf die Einsteinsche Gleichung anwenden, erhalten wir ein richtiges 
 Intervall der Geschwindigkeiten in der Verteilungskurve. 

; § 5. Die Untersuchung des allgemeinen Falles fiihrt {wegen der 
Kompliziertheit der Resultate zu keinen konkreten Folgerungen, trotz 
der mannigfaltigen (dazu noch nicht einwandfreien) Vereinfachungen. 

Wir nehmen der Einfachheit wegen an, da8 die Konstante & in (2) 
bei dem Ubergang aus dem Metall unveriindert bleibt. Augenscheinlich 
unterscheidet sich die Bewegung des Elektrons im Metall durch nichts 
von dem im § 4 betrachteten, doch findet wegen der reibungsanalogen 
Krifte in der Grenzschicht die Bewegung in dieser nicht auf der Parabel, 


sondern auf einer mehr komplizierten Kurve statt. 


: ; : dx ites 
Es sei ds ein Element dieser Kurve, dann sind ds und aa die 


4 


 Richtungskosinusse. So haben wir die Bewegungsgleichungen : 


i * dx i da 
-. m— = — kv — 
iz dt? ds’ 
Py ay dy 
. m— = —ma—kv— 
i dt? ds’ 
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da aber 


ds 
, = av’ 
so ist 
da kh dau 
at = ee | 
ay k dy (24) 
if ) eee 


oder nach Intregration : 


ke 
m ae —<t 
C= (= v= r) sin a(t —e m ) 
k 


m m —=t 
y= ‘ at - (3% —r) cos o(1 —e ™m ) 


also (nach Elimination von ¢) ist die Gleichung der ' lrajektorie : 


bl} 7 7 
m v 
y= my —= bg | ed — — ao Hy ete . (26)) 
m ; 
(= % — r) sin @ 
i 
Ferner ist 
me 
m We - m m 
Yeux == =z alg —— +-( =U) — 1) con @ a= sand. 
ki m ki ki 
= Uy ae ] 
yf 
Indem Wir gmx —= J setzen, erhalten wir die Gleichung ftir dei 
Grenzwinkel @, : 
hk? a ee ay hw 
Wy 9 
me of ' 2 (090, Ll = e 
m a m a ma y f * 
(26) 
me? w 


hmv, C08 Oy — Wy 

Wir setzen hier annihernd e & 1 -+ g, dann haben wir: 

— i? me v5 cos? @, + (mA i % 4 my, hv, + mky,v, 4 2 km® avy) 00s @ 
(m' a? + Ay, |? + yfh? + 2may,) = 0. 


| 
Indem wir die unterstrichenen Glieder vernachlissigen, erhalten wir 
kA hia 


HY, 
ong, = — 
Mv, Te My oe 


Vy wy | 
yz Fen 4) 4 j ( 


2ma 


he, ’ 
oder 


2 


cos @, 


Z Uber die Abhangigkeit der Zahl der Lichtelektronen usw 4.67 
und fiir die Tiefe der aktiven Schicht 
Vv, (a/v V¥% 
Bore = 2 + — 71). 28 
a \ Wegpeateee Ma 


Ferner ergibt sich leicht 


; wv ( —4y,) : 
Vo 
vid +8) + 


1—cos@, = 


Ferner haben wir, wie im § 4, fiir die Zahl der Mlektronen : 


JS a! ee _ Lehr 
hy a 9.) 
w(4 +0)+ as 


Ng = 


Setzen wir hier die Gleichung (28) ein, so erhalten wir endgiiltig : 
soa HE) 202-9)-10 
~ 2hy v V) Vv 
Vivo 4\ 
poe pal t trol V2 7m wd 4) | 


eA et (29) 
ee -E-4) 
0 V5 Cs | m0 
oder, wenn wir nur drei Glieder der Entwicklung beibehalten 
~ | - vi; 2 Ah Ve athe 
x eee, Yo pa + *% “|. (80) 
Shy payy va Bae We Vv Vv. 


§ 6. Aus. dem Gesagten folgt also, da8 der Fall des § 4 zu den 
am besten definierten Resultaten fiihrt. Zum Vergleich der Gleichung (21) 
mit dem Experiment schreiben wir sie in folgender Weise: 


es BI, 8 (yz dy te 
i hy Vo 
= const a (yz + . Paes K (21a) 
= ( " Vy Vv 


const — ua und E = pJ,S 


ie GréBe der absorbierten Lichtenergie bedeuten. Bei gegebenem 
v, kénnen wir, weil darauf beztiglich Np = Ng, aus dem Kx- 


ment bekannt ist, aus (21a) const = sian finden. Wenn die 
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Messungsresultate in coul/cal gegeben sind, erhalten wir, wenn wir durch 
coul 


Slee einen der experimentell gefundenen Werte bezeichnen, folgende 
Formeln zur Berechnung: 
const = Y= PMR, - ie 4 
i) 
— 0,992. 10-15 at (31) 


eye 
Ds V; 

coul conste H 1 vy V 
Etheor By Se Cwaes i‘; (yz + - 


== IOUS. 10% (yz se \": ey 2). (32) 
0 


In (81) und (32) ist angenommen: 
e = 4,74.10—-° CGS — ¢; h = 6,54. 10-7 erg sec, 
E = ical = 4,17. 100i 
Ich benutzte die von Suhrmann?) an Pt und Ag unter ver- 


schiedenen Bedingungen ausgefiihrten Messungen : 


I. Platin. 
1. Ptyx,, gemessen ohne Heizung, an der Oberflache adsorbiertes Gas. 
1 

y= 266 my, vy = 112,7. 10", v, = 1848.10, 2, = 68,8, 10-5 

' Ess 
const —=109 9 86010= > Menor coul soe Tot (yz 4 2 2); 

cal v Vo v 
2. Ptry,, gemessen nach 15sec der Heizung, bei 1400°C, adsor- 
biertes Gas ist durch Heizung entfernt worden. A, = 315m_p, 
vy) = 95,2.10%, y, = 184,8. 10%, ca 10-§, const = 149,6.10-8, 


l 
Peek — == ABOsem0. ae y2 


3h, Ptr,» 75 min ce Bae Zwei = bei 1500° C. 


l 

dy = 300 mu, vy = 100.10", », = 134,8.10%, 7. = — 94,4.10-8, 

Pe 5 ety) = = 572.101. — VE 2 Se, ): 
cal ES A v 


1) R. Suhrmann, Ann. d. Phys. 67, 43, 1922. 
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Tabelle 1. 
Pt Ip Pt Ill, | Pt Ill, 
Amu v | 
beob. ber. beob, ber. beob. ber. 
P222,5 | 134,8.1013 |/65,8.10-6 | 65,7.10-6 || 339.10-6 339,3.10-6 || 94,4.10-6 94,4.10-6 
24,0 | 133,9 62,7 63,2 | 329 320u0 88,7 90,95 
226,2 | 132,6 57,4 54,3 309 B11252 Sze 85,80 
230,1 | 130,4 47,2 45,4 277 285,0 66,9 C22) 
M37,8 | 126,2 24,1 27. 203 236,7 42,1 61,20 
39,9 | 125,1 19,09 24,4 188,9 223.2 || 36,2 57,20 
48,2 | 120,9 6,67 lala 140,0 176,4 || 24.0 42,33 
54,0 | 118,1 2,20 4,43 || 130,2 147,8 Walezacal! 33,18 
57,6 | 116,5 0,732 2,216 101,0 131,2 || 12,73 28,60 
265,5 | 113,0 0,0250 ~~ 0,000 65,5 99,5 || 6,40 18,88 
mw69,9 ) 111,2 — tek 44,6 81,4 3,01 14,30 
/280,3 | 107,0 = — 14,96 48,25 0,446 5,89 
P289,3 | 103,7 — = 4,33 25,64 0,079 Ia 
96,7 | 101,1 — == 0,890 3s 57 0,0214 O,11 
5802,2| 99,3 — —= 0,234 6,03 = = 
B13,2| 95,8 —_ — 0,0423 | ~0,00 = = 
: 
Es Il. Silber. 
1. Agy,, ohne Heizung, an der Oberfliche adsorbiertes Gas. 
iz coul 
— 290 min ——= L034. 101, re —— lay: stor UGE aes == 42,2. 10-8 


cal 


; l iy oy er oe 
const == 337,91. 10-5, ey... —— —= 340.10. (V2 ! i. 2). 
v Vo v 


j Tabelle 2. 
Aglo Agly Ag Illy 

| Amu v 

z beob. ber. beob. ber. | beob. ber. 
6222,5 | 134,8.1015 | 42,2.10-6| 42,2.10-6) 163,8.10-§| 163,8. 10-6] 181,4. 10-6| 181,6.10-6 
224,0 | 133,9 40,9 42.1 149,2 157,3 173,7 174,3 
/226,2 | 132,6 35,0 39,4 145,3 150,7 172,7 167,1 
1230,1 | 130,4 30,4 35,0 135,6 137,6 167,2 152,5 
237,8 | 126,2 17,10 26,86 104,2 114,3 128,5 126,7 
239,9 | 125,1 14,48 24,48 94,8 107,7 121,5 119,4 
/248,2 | 120,9 6,37 17,00 72,4 85,2 101,1 94,4 
154,0 | 118.1 3,07 12,58 62,1 71,3 91,5 79,1 
1257,6 | 116,5 1,502 10,20 48,4 63,3 74,6 70,2 
65,5 | 113,0 0,165 6,12 29,0 48,1 50,5 58,3 
69,9 | 111,2 0,0662 1,02 18,85 39,3 35,1 43,6 
80,3 | 107,0 0,0318 |~0,00 3,68 23,3 10,79 25,8 
89,3 | 103,7 = = 0,446 12,4 1,808 13,7 
296,7 | 101,1 ee as 0,139 6,55 0,215 7,3 
302,2| 993 = = 0,0256 2,91 | 0,0666 3,23 
| — = = 0,00961 0,00 || 0,0328 0,00 


32* 
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2. Ag,,, nach 20sec Heizung bei 900°C, adsorbiertes Gas entfernt. 


1 
dy = 815 mp, v) = 95,2.10", v, = 1848.10, 2, = '163,8.10-%, 


oul 1 v V ‘ 
const == 722,89.10-%, fi. ——- = 720nOe— (V2 o. y% E= 2). 
cal v Vo v 


3. Agy,, 1140 min Heizung zwischen zwei Mefreihen bei 900° C. 


oy oul 
dy = B15 mp, vp = 95,2.10", », = 1348.10", 2, = 181,4,10-8, 


. F : » ] 1 a ae ‘ 
const = 800156 10-% eu: — =e (2 ops y* By ) 
cal v eee «Ape te 


Die Zusammenstellung der nach unserer Theorie berechneten und 
der von Suhrmann beobachteten Resultate ist in den Tabellen 1 und 2 
zusammengestellt. 

Die den Tabellen entsprechenden Kurven (Fig. 2 bis 7) weisen eine 
befriedigende Ubereinstimmung mit dem Experiment auf, imsbesondere 
fiir Ptoy,, Pto,, Agr, und Agn,. 

Wir fiihren aber noch ein Resultat an, welches demjenigen von 
Partzsch und Hallwachs (1. c¢.) widerspricht: fiir die Tiefe der aktiven 


- x 
ex Amu 
T 7 


200 210 220 230 240 250 260 270 280 


Fig. 2. 


Ao = 26 
Gee 200 aM, @ Experiment. Theorie. © Rotgrenze. 


Perttg es = 112,7.1013, 
Schicht erhalten diese Forscher: 0 & 45.10~7cm (45 my), und diese 
Gréfe ergibt sich aus (31) und (17) berechnet z. B. fiir Ptpy, bei 
vy = 134,8.10%.(y, = 100. 10"), 0 == 36,4. 10-4 cm (86,4 mm), dh. 
fast 10’mal gro8er. 

Anmerkung bei der Korrektur. Kiirzlich ist in Phil. Mag. 
(2, 680, 1926) von J. J. Thomson eine eigenartige Methode fiir die 


Uber die Abhingigkeit der Zahl der Lichtelektronen usw. 


200 2130 220 230 240 250 260 270 280 290 300 310 320 


Fig, 3. 
@ Experiment. X Theorie. © Rotgrenze. 


(4 = 315 mu, 
= 95,2. 1013. 


ba] 
= 
a 
i 
=| 
me 
— 
co 


200 210 220 230 240 250 260 270 280 290 300 310 
Fig. 4, 
@ Experiment. x Theorie. © Rotgrenze. 


hy 1300 ani; 
Petts { vo = 100.1013, 
* 
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Berechnung der Lichtelektronenzahl vorgeschlagen worden. Indem die 
Vorstellung von der Weglainge 4 der kinetischen Gastheorie auf die 


200 210 220 230 240 250 260 270 280 290 300 


Fig. 5. 


49 = 290 mu, ‘ : 
= 103,4. 1013, @ Experiment. X Theorie. 


© Rotgrenze. 


200 2/0 220 230 240 250 260 270 280 290 300 310 320 


Fig. 6. 
do i my, F, . | 
Agr, { vy = 95,2. 1018, @ Experiment.  X Theorie. © Rotgrenze. yl 


Bewegung der Quanten ausgedehnt wird, erhalten wir nach Clausius 
fiir die Wahrscheinlichkeit der Absorption der Quanten in der Schicht da 4 
in der Entfernung x von der Metalloberfliche : 


x 
—tdz 
We Sa ane OF 


hates eee 


he OU 
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1 ‘ 
‘wo A = —,—, 6 den Atomdurchmesser und y die Atomzahl fiir 1 cm? 


mO'V 
bedeuten; die Walhrscheinlichkeit der Auslésung des Elektrons im 
Elementarwinkel 2 7 sin @d@ ist gleich: 
Woe 2xsn@0@d@ sin @d@— 
4x 2 


Indem wir die Absorption des Quantums und des Elektrons als ein 


komplexes Ereignis betrachten, erhalten wir hieraus fiir ihre Wahr- 
scheinlichkeit: W == W,.W, die Formel von J. J. Thomson: 


We ot OF sin Ode. (a) 
Indem wir die Bezeichnung 6 = : einfiihren, erhalten wir nach der 
Definition der Wahrscheinlichkeit aus (~) den Ausdruck : 
BJ,S 


dNgz = -e-Ptdz.2asin@d@, 


Agmhy 


welcher formell mit dem Ausdruck (c) des Textes identisch ist. 


200 210 220 230 240 250 260 270 280 290 300 S10 320 
Fig. 7. 
@ Experiment. X Theorie. © Rotgrenze. 


Ao = 315 mu, 
Aen, | v9 = 95,2.1023, 
Ich spreche meinen herzlichen Dank aus meinem Lehrer, Herrn 
Prof. M. W. Schuleikin, fiir die stete Férderung meiner Arbeit und 
den Herren Prof. N. N. Andrejev und Prof. 8. I. Wawilov fiir manche 
wertvolle Hinweise. 
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Zur Frage der Abhiangigkeit der Dichte 
von der Temperatur. 
Von A. Predwoditelew in Moskau. 
(Hingegangen am 26. Oktober 1926.) 
Es wird gezeigt, dai die Bemerkungen von A. Batschinsky und K. N. Scha- 
poschnikow itiber meine Arbeit ,Uber die Abhingigkeit der Flissigkeitsdichten 
von der Temperatur“ unbegriindet sind. Es werden die Formeln fiir die Ab- 
hangigkeit der Dichte von der Temperatur angegeben, falls in der Gleichung 
y>—qy—r = O q negativ ist. 

Uber meine Arbeit ,Uber die Abhingigkeit der Fliissigkeitsdichten 
von der Temperatur“*) haben die Herren Batschinsky und Scha- 
poschnikow’) eine Bemerkung veréffentlicht, welche vier Beanstandungen 
enthalt. 

1. Der erste Punkt wird von den genannten Forschern folgender- 
maen formuliert: ,Irrig meint Herr Predwoditelew, daf die Gleichung 

y—qy—1 = 0 (1) 
nur bei positivem q imaginire Wurzeln haben kann.‘ 

In meiner Arbeit wurde betont (8.560), da die Bedeutung nicht 
in dieser elementaren Eigenschaft einer kubischen Gleichung, die jedem 
bekannt ist, leet, sondern daf die GréSe q fiir fliissige Kérper (weit 
vom kritischen Zustand) nicht negativ sein kann. Diese Behauptung 
griindete ich auf die folgenden Betrachtungen, welche ich in meiner er- 
wihnten Arbeit auseinanderzusetzen leider fiir iiberfliissig gehalten habe. 

Die Gréfe gq kann folgendermafSen ausgedriickt werden: 


een 1 eet ¢— Oa 


aa ae 
RT 


ab ' al 3h #8 
Fiir Fliissigkeiten wird der Wert von i ae nahe gleich Eins sein, 
(a)e- 
denn es ist p klein im Vergleich mit (a/v’). Deswegen wird annihernd 
LS ae 
30? vb 
Wenn q negativ sein kénnte, so wiirde die Ungleichung 
Sade vt 3b? < 3b0 


1) ZS. f. Phys. 86, 557, 1926. 
2) Ebenda 88, 573, 1926. 


a 
a) 


q 


or 
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bestehen, die offenbar mit der van der Waalsschen Gleichung unvertriglich 
wire, laut welcher » > b sein muf. Dennoch ist es nicht schwierig, aus 
dem Rahmen der oben angefiihrten physikalischen Beschrinkungen, an 
welchen ich in meiner Arbeit festgehalten habe, heranzutreten. 

Die Gleichung (1) hat eine Liésung, welche mittels trigonometrischer 
Funktionen auch fiir negative Werte von q ausgedriickt wird. Das 
negative q ist fiir einen solchen Zustand des Stoftes denkbar, fiir welchen p 
mit (a/v*) vergleichbar ist (Dampf, kritischer Zustand). 

Also wenn g < 0 und r > 0 ist, werden wir die folgende Formel 
fiir 0; haben: 


Rg 


Se oe( I + 2ctg2 ) ee (2) 


Wenn g < 0 und r < 0 ist, so wird 


ul, —T 
, = de(1 — Bete 2a pices sal (3) 


sein. 
Die beiden Formeln werden mit Hilfe der folgenden Bezeichnung 


erhalten: 


A p72 2 
au tro tga = Pine. 
Die Formel (8) hat einen dem iiblichen entgegengesetzten Verlauf der 
Dichte in Abhingigkeit von der Temperatur. Wenn eine physikalische 
Interpretation dieser Formel méglich ist, so wird diese nur in Ausnahme- 
fallen durchfiihrbar. 

2. In dem zweiten Punkte ihrer Bemerkung weisen die Autoren 


darauf hin, da$, wenn ich meine Formel 


01 ; ox ( v <a uT, ) ©) 
mit der folgenden empirischen Formel von Saslawsky, 
1,05 T;, — T 
On te 2 ———— 4 
a= o(1 +2 ) 1,087; ) Sa 
a identifiziere, ich mit demselben Rechte meine zweite Formel 

a Rar 
T,— T 

Oo: o4( + 2siny ul; (5) 


mit ihr identifizieren mu. Dies fiihrt aber zu der ,sonderbaren Be- 


ziehung “ 
2siny = 2,73. (6) 
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Die Autoren verschweigen aber dabei vollkommen, dai die Formel (5) 
sich auf das ungereimte Gebiet der van der Waalsschen Gleichung 
bezieht, das Gebiet nimlich, wo es drei verschiedene reelle Wurzeln und 
folglich drei verschiedene Liésungen vom Typus (5) gibt. 

Wegen dieser physikalischen Ungereimtheit habe ich die Formel (5) 
mit der Formel von Saslawsky nicht indentifiziert. 

3. Die dritte Bemerkung der Herren Batschinsky und Scha- 
poschnikow enthalt eine undeutliche Erwabnung der prinzipiellen Un- 
moglichkeit der Identifizierung der von mir erhaltenen Formeln mit der 
Formel von Saslawsky (und ebenso mit derjenigen von Schaposchnikow) 
,weil die letztere sich auf die Grenzkurve, die erste sich auf eine Isobare 
beziehen*. Wenn man aber die theoretisch erhaltenen Formeln (4) 
und (2) mit der empirischen Formel (4a) von Saslawsky neben- 
einanderstellt, so wird man kaum von einer zufalligen Ubereinstimmung 
ihrer funktionellen Gestalt reden kénnen. 

Des weiteren wird es kaum ein Zufall sein, dal die empirische Re- 
lation von Schaposchnikow 

0, = nd, 4+ 8, 
wo 6; und 0; die kritischen Dichten von zwei Fliissigkeiten in gleichen 
Abstiinden von der kritischen Temperatur und und b bestimmte Kon- 
stanten bedeuten, mit meiner Formel 

~ 2 

b= p84 dl —@) : 

k 
identisch ist, welche ebenso aus den Formeln (2), (4) wie aus (5) folgt 
und in welcher die GréBen 0;/d;,.gq und 0,(1—q@) beinahe konstant 
sind, denn g hat nur einen langsamen Gang mit der Temperaturanderung. 

4. Der vierte Punkt der Bemerkung der Herren Batschinsky und 
Schaposchnikow enthilt nichts objektiv Interessantes; die Autoren 
sprechen ihre Verwunderung erstens dariiber aus, daf ich die kritischen 
Dichten, seien es die von Young angegebenen, ,experimentelle Werte der 
kritischen Dichte“ nenne, und zweitens iiber meinen SchluSsatz: , Die 
erhaltenen Resultate erwecken das Bedenken, ob die Schliisse von 
K. N. Schaposchnikow, welche er in seiner Arbeit »Zur Existenz der 
kritischen Dichte« tiber kritischen Zustand gezogen hat, richtig sind.“ 


Moskau, Institut fiir Physik und Biophysik, 10. Oktober 1926. 


Erwiderung auf die letzte Bemerkung des Herrn 
W. Kast’) zu meiner Arbeit ,Zur Bornschen Dipol- 
theorie der anisotropen Flissigkeiten“ yy 
Von G. Szivessy in Minster in Westf. 


(Hingegangen am 10. November 1926.) 


1. Zu der ,,Feststellung“ des Herrn Kast michte ich bemerken, 
da8 ich auf seine von ihm als , Beweisgriinde* bezeichneten Vorstellungen 
so ausfiihrlich emgegangen bin *), als iiberhaupt méglich war, ohne den 
Raum dieser Zeitschrift zu mifbrauchen. 

2. Die von Herrn Kast neuerdings durch ,genauere Rechnung“ er- 
mittelte Relaxationszeit ist falsch. _ Berechnet man dieselbe in der 
bekannten Weise aus Dielektrizititskonstante [> 4,6*)] und Leit- 
vermogen [<_5.10—8°)], so erhalt man als untere Grenze mindestens 
8.10~%sec. Da sich die untere Grenze der nach der Dipoltheorie zu 
erwartenden Potentialdifferenz auf 2,2.104 Volt belief 5), so hatte der 
nach Herrn Kasts Vorstellungen zu erwartende Spannungsstof$ min- 
destens 1,7.10—-1Voltsec betragen miissen; dieser wiirde bei meiner 
Versuchsanordnung einen Ausschlag des Elektrometers’) von mindestens 
30 Skalenteilen hervorgerufen haben, der sich der Beobachtung unméglich 
hatte entziehen kénnen. 


1) W. Kast, ZS. f. Phys. 39, 490, 1926. 

*) G. Szivessy, ebenda 84, 474, 1925. 

’) Derselbe, ebenda 88, 159, 1926. : 

*) Die Dielektrizitatskonstante ist in der anisotrop-fliissigen Phase mit der 
Temperatur nur wenig veridnderlich und betragt z. B. fiir p-Azoxyphenetol 5,6, fiir 
Azoxyanisol 5,3, fiir Anisolazoxyphenetol 4,8. Vgl. hierzu E. Eichwald, Neuere 
Untersuchungen tiber die fliissigen Kristalle. Dissert. Marburg 1905; C. Biihner, 
Beitrage zur Kenntnis der kristallinischen Flissigkeiten. Dissert. Marburg 1906; 
B. Specht, Untersuchungen iiber die Dielektrizitatskonstante fliissiger Kristalle. 
Dissert. Halle 1908. 

5) Das Leitvermégen der benutzten anisotropen Flissigkeiten wurde be- 
sonders gemessen. Es war am gréften bei p-Azoxyanisol und betrug hier DalOncr 
diese Zah! nehmen wir als obere Grenze. Bei den iibrigen Fliissigkeiten war das 
Leitvermégen noch geringer und betrug z. B. bei p-Azoxyphenetol 5. 10-9. Diese 
Werte beziehen sich auf die anisotrop-fliissige Phase etwa in der Mitte zwischen 
Schmelz- und Klarungspunkt und sind in befriedigender Ubereinstimmung mit den 
| Angaben von Th. Svedberg (Ann. d. Phys. 44, 1132, 1914; Jahrb. f. Radioakt. 
| 12, 131, 1915). 

8) G. Szivessy, ZS. f. Phys. 34, 480, 1925. 

") Statischer Reduktionsfaktor des Elektrometers 4.10- Volt/Skalenteil, 
Schwingungsdauer 5,2 sec, Dampfungsverhiltnis 4. 
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3. Ubrigens blieb der nach der Dipoltheorie zu erwartende Effekt 
auch aus, als gelegentlich ein so empfindliches Elektrometer benutzt 
wurde!), daB der in Rede stehende einmalige Spannungsstof einen Aus- 
schlag von mindestens 200 Skalenteilen hitte erzeugen miissen °). 

Selbst wenn also die Vorstellungen des Herrn Kast richtig waren, 
miigte man aus dem negativen Resultat meiner Versuche auf das Fehlen 
des magnetoelektrischen Richteffekts schliefen. 

Mit diesen Bemerkungen ist fiir mich die Polemik mit Herrn Kast 


abgeschlossen. 


Minster i. Westf., Physikal. Institut d. Universitat, November 1926. 


Schwingungsdauer 17,4sec, Dampfungsverhiltnis 8. 
*) Bei diesen Kontrollversuchen wurde p-Azoxyphenetol benutzt. 
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Uber den Energieumsatz bei einigen Wirkungen 
der Rontgenstrahlen. 
Von R. Glocker in Stuttgart. 
Mit 3 Abbildungen. (Kingegangen am 11. November 1926.) 


I. Definitionen. Die Intensitétsabnahme eines parallelen homo- 
genen') Réntgenstrahlenbiindels beim Durchgang durch ein Medium von 
der Dicke Dem berechnet sich aus der Gleichung 

MN Wi (1) 
Die Materialkonstante w heibt ,Schwichungskoeffizient*%). Die 
Schwiichung der Réntgenstrahlen erfolgt teils durch Zerstreuung, teils 
- durch Absorption, so daB gilt 
U=oru 
Schwachungskoeffizient — Streukoeffizient+ A bsorptionskoeffizient. 

Die absorbierte Energie wird zum Teil in Fluoreszenzréntgen- 
strahlung, zum Teil in Elektronenstrahlungsenergie (Photoelektronen) 
verwandelt. Als ,Ausbeute“*) an Fluoreszenzréntgenstrahlung p’ 
bzw. an Photoelektronenenergie p sei definiert derjenige Bruchteil der 
absorbierten Primiarstrahlungsenergie, der in Form von Fluoreszenz- 
strahlung bzw. von Photoelektronen wieder in Erscheinung tritt. Es 
ist also 

ptp =1. 

Die gestreute Energie tritt ebenfalls in zwei verschiedenen Formen 
wieder auf, némlich 1. als Réntgenstrahlung mit einer aus dem Compton- 
effekt je nach der Streurichtung sich ergebenden VergriBerung der 
Wellenlinge und 2. als Energie von RiickstoBelektronen (Compton- 
elektronen). Es gilt somit 

6 = 6+ 6; 
Streukoeffizient — Streustrahlungskoeffizient3)+Riickstofkoeffizient. 

I. lonisationswirkung. Ist jy, die in einer Sekunde in dem 
Gasvolumen absorbierte Réntgenstrahlenenergie, i der Ionisationsstrom 
und ¢ die Lonisierungsarbeit, d.h. die zur Erzeugung eines Ionenpaares 


) Homogen in bezug auf die spektrale Ausdehnung (einheitlicher Absorp- 
__tionskoeffizient). 

*) R. Glocker, Phys. ZS. 19, 66, 1918. 

5) Terminologie nach W. Bothe, Handb. d. Phys. XXIII, 310, 1926. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XL. 33 
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erforderliche Arbeit, so ist, abgesehen von einer von der Wahl der Mab- 
einheiten abhiingigen Konstante, 


é 


Nach den Untersuchungen von Kulenkampff!) und Kircher und 
Schmitz?) an Luft ist von 0,5 bis 2,0 Angstrém ¢ von der Wellenlange 
unabhiingig. Wie von dem Verfasser®) an anderer Stelle gezeigt worden 
ist, liefern die Messungen von Kircher und Schmitz auch im kurz- 
welligen Gebiet einen konstanten Wert fiir ¢, sobald man beriicksichtigt, 
da® bei der Berechnung von ¢ aus Gleichung (2) fiir Z,45, nicht nur die 
absorbierte, sondern auch die in Riickstofelektronenenergie verwandelte, 
eestreute Energie einzusetzen ist. Ist L die Linge der Ionisations- 
kammer, so lautet nunmehr Gleichung (2) 

(2 hie 


wobei J, die auf die Vorderseite der Kammer auffallende Strahlungs- 


é 


intensitit ist. 

Die zur Auswertung der Mefergebnisse erforderlichen Werte der 
Luftabsorptionskoeffizienten wurden von Kircher und Schmitz wegen 
der Gleichheit der effektiven Atomzahl der Luft und des Wassers aus 
uy,o4) durch Abzug des aus der Comptonschen Formel errechneten 
Streukoeffizienten 6 erhalten. Wegen der anormal®) groben Streuung 
des Wasserstoffatoms werden aber durch Abzug des normalen Streu- 
koeffizienten 6 viel zu grofe Werte fiir my,o und damit auch fiir Gport 
erhalten ®). Die Folge davon ist ein scheinbares Ansteigen der Ioni- 
sierungsarbeit mit abnehmender Wellenliinge. Dieses theoretisch un- 
verstiindliche Ergebnis wird richtig gestellt”), sobald an Stelle von uy,0 
die Werte wo zur Berechnung verwendet werden. 


1) H. Kulenkampff, Ann. d. Phys. 79, 97, 1926. 

2) H. Kircher und W. Schmitz, ZS. f. Phys. 36, 484, 1926. 

3) ZS. f. techn. Phys. 7, 571, 1926. 

4) C. W. Hewlett, Phys. Rev. 17, 284, 1921. 

5) Derselbe, ebenda 20, 688, 1922, findet bei Ausmessung der azimutalen 


Verteilung der Streuung des Wasserstoffs fiir 4 — 0,71 A den Wert apc: 0,46, 
N 


fiir Kohlenstoff © == 0,20. 
@ 


6) Die Ausnahmestellung des Wassers ist aus einem Vergleich der Hewlett- 
schen Messungen an Wasser und Sauerstoff deutlich zu ersehen: fiir lange Wellen 
ist (£) > ioe . Wiihrend fiir A < 0,3 A sich dieses Verhiltnis umkehrt. 

Q! 2 ; 

7) R. Glocker, ZS. £. techn. Phys. 7, 571, 1926. 
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Fir Luft als ionisiertes Gas liefern die Messungen unter Beriick- 
sichtigung der erwahnten Korrektionen im ganzen untersuchten Spektral- 
bereich von 0,2 bis 2,0 A fiir « ein- und denselben Wert, dessen absolute 
GroBe nach Kulenkampff 35 Volt, nach Kircher und Schmitz 21 Volt 
betragt. Wie die Gleichung (3) lehrt, ist somit der Lonisations- 
strom unabhingig von der Wellenlinge ein Ma8 fiir die ab- 
sorbierte Réntgenenergie (einschlieBlich des in Riicksto8- 
elektronenenergie verwandelten Bruchteiles der gestreuten 
Energie). 

Liegt im untersuchten Spektralbereich eine Absorptionskante eines 
in dem absorbierenden Mediums enthaltenen Elements, so ist in Glei- 
chung (3) nicht der volle Betrag von w einzusetzen, wie aus Barklas 
Messungen’) der Absorption und der Ionisation von Bromathyldampf 
beiderseits der Bromkante hervorgeht. Auf der langwelligen Seite ist 
p = 1, aut der kurzwelligen Seite ist p < 1 und nimmt mit abnehmender 
Wellenlange zu, um schlieBlich bei grofer Entfernung von der A bsorp- 
tionskante wieder den Wert 1 zu erreichen. Die von verschiedenen. 
Seiten *) beobachtete Tatsache, daB beim Uberschreiten einer Absorptions- 
kante der Emissionskoeffizient fiir Photoelektronen eine geringere Zu- 
nahme erfihrt als der Absorptionskoeffizient, ist darin begriindet, da8 
ein Teil der absorbierten Energie jenseits der Kante in Fluoreszenz- 
réntgenstrahlung verwandelt wird. Dazu kommt, daB in der Nihe 
der Absorptionskante auf der kurzwelligen Seite die Elektronen 
)des betreffenden Energieniveaus im Atom, dem die Kante zu- 
zuordnen ist, eine gegeniiber der GréBe des absorbierten Strahlungs- 
quantes hy nicht zu vernachlassigende Abldsearbeit besitzen, woraut 
Kossel*) erstmals hingewiesen hat. Bei Bestrahlung von Luft mit der 
Wellenlinge 4 = 2A ist die Ablosearbeit der K-Elektronen des Argons 
(A, = 3,8 A) etwa halb so grof, wie das absorbierte Strahlungsquant. 
Trotz des geringen Argongehalts der Luft macht sich dieser Umstand 
wegen der Zunahme der Absorption mit der dritten Potenz der Atomzahl 
fiir die Gesamtionisation der Luft deutlich bemerkbar: 1/, der insgesamt 
in der Luft von 4 = 2A ausgelisten Elektronen besitzen nur eine kine- 
tische Energie, welche die Hiilfte der absorbierten Réntgenenergie betriigt. 


, 1) Phil. Trans. 217, 315, 1918. 
*) W. H. Bragg und H. L. Porter, Proc. Roy. Soc. 85, 349, 1911; 
C. G. Barkla und G. Shearer, Phil. Mag. 30, 745, 1915; ©. G. Barkla und 
A. E. Dallas, ebenda 47, 1, 1924. 
3) ZS. f. Phys. 19, 339, 1923. 
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Wie das eben angefiihrte Beispiel zeigt, ist bei Tonisationsmessungen eine 
Beachtung der Wirkungen einer Absorptionskante auf die Photoelektronen- 
emission auch dann notwendig, wenn die Absorptionskante nicht im 
eigentlichen MeB8bereich liegt. 

Um der Veriinderlichkeit der Elektronenausbeute » mit der Wellen- 
lange Rechnung zu tragen, ist die Gleichung (3) im folgender Weise 


abzuiindern: 


] — e— (PE + %) L 
i= iC ), (4) 
é 


Der Klammerausdruck im Zihler stellt den in kinetische Energie 
bewegter Elektronen verwandelten Bruchteil der auffallenden Réntgen- 
strahlenintensitiit dar, welcher mit y bezeichnet werden mége; dann er- 
eibt sich eine sehr einfache Gesetzmibigkeit zwischen Tonisationsstrom 7@ 
und auffallender Réntgenstrahlenintensitat I): 

0) 
yy 


‘Dies ist die Grundgleichung der Intensititsbestimmung von 


— const in bezug auf die Wellenlinge. (5) 


Réntgenstrahlen mit Hilfe von Ionisationsmessungen. 


So einfach die Form dieses Grundgesetzes ist, so schwierig ist héufig 
in praktischen Fallen die genaue Ermittlung der die GréBe y bestimmen- 
den Koeffizienten. Insbesondere sind die Daten itiber die Gréfe p in 
Abhingigkeit von der Wellenlinge noch sehr mangelhaft, so daB es ge- 
raten erscheint, bei Intensitiitsmessungen an Strahlungen verschiedener 
Wellenkinge nur solche Gase zu verwenden, deren Komponenten weit 
auberhalb des Mefbereiches liegende Absorptionskanten haben; in diesem 
Falle darf unbedenklich p == 1 gesetzt werden. Keinesfalls aber ist es 
erlaubt, wie es mitunter schon geschehen ist, bei Messungen mit Gasen, 
die in der Nahe des MeBbereiches, wenn auch auferhalb desselben, eine 
Absorptionskante haben, bei der Ermittlung der Strahlungsintensititen 
aus den Tonisationsstrémen die volle absorbierte Energie in Rechnung 
zu stellen. 

Wird z. B. die Intensitit zweier Spektrallinien 4, = 0,71 A und 
ay 0,49 A in einer Bromiithylkammer?) gemessen und gleiche lonisa- 
tionswirkung gefunden, so betragt das Intensititsverhiltnis nach Glei- 
chung (4) 

Jy gia Lut aye, 


1) Der Einfachheit halber ist bei dem Beispiel vorausgesetzt, dal 1 —e—el 
“1 niherungsweise gesetzt werden dart, 
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da nach Barklas Messungen p, = 0,54, p, == 0,73 ist, wihrend bei 
Berechnung auf Grund der gesamten absorbierten Energie sich J,: J, 
== 1:3 ergeben wiirde. 

Ill. Photographische Wirkung. Das Verhiltnis der photo- 
graphischen Wirkung (Schwirzung S) zur fonisationswirkung (Lonisa- 
tionsstrom in Luft 7) wurde fiir Réntgenstrahlen verschiedener Wellen- 
lange (0,14A bis 1,94 A) von Berthold und Glocker?) experimentell 


' 


bestimmt; S war in allen Fillen gleich grof. Ist — das auf gleiche 


oy 


absorbierte Réntgenenergie bezogene Verhiltnis, so gilt 
s’ S (1 eet 
jag 7 (°) 
uw Absorptionskoeffizient der Luft, 
wp Absorptionskoeffizient der Bromsilberschicht, 
I Linge der Jonisationskammer, 
D etfektive Dicke der Bromsilberschicht. 


Eine Neuberechnung der rechten Seite von Gleichung (6) unter Be- 


ar 


nutzung neuerer Werte der Luftabsorptionskoeffizienten ?) liefert fiir 7 


, 
, 


Uy 


den in Fig. 1 gezeichneten Kurvenzug, wihrend sich friiher fiir — — f (v) 
7 


(vy Frequenz der Réntgenstrahlen) eine Gerade mit abnlicher Neigung, 
aber ohne Sprungstellen ergeben hatte. DaS bei der Umrechnung auf 
\ gleiche absorbierte Réntgenenergie an der Brom- bzw. Silberkante Un- 
. stetigkeiten auftreten, ist zuniichst tiberraschend, wird aber verstindlich, 
sobald man bedenkt, da auf der kurzwelligen Seite einer Absorptions- 
kante nur ein Teil der absorbierten Réntgenenergie in Photoelektronen- 
energie transformiert wird. Wie der Verfasser an anderer Stelle ®) 
kiirzlich gezeigt hat, ergeben sich bei Beriicksichtigung dieser Tatsache 
unter Benutzung der Barklaschen p Werte fiir die Elektronenausbeute 
des Brom‘) solche Punktlagen in Fig. 1, da jenseits der Brom- und 


all 


Silberkante — ebenfalls einen konstanten Wert annimmt [gestrichelte °) 
v7 


1) R. Berthold und R. Glocker, ZS. f. Phys. 81, 259, 1925; R. Berthold, 
Ann. d. Phys. 76, 409, 1925. 

2) A. Olson, E. Dershem und H. Storch, Phys. Rev. 21, 30, 1923. 

3) ZS. f. techn. Phys. 7, 571, 1926. 

*) Und der Annahme gleicher Wellenlingenabhingikeit des p fiir Silber. 

5) Wegen des spater zu besprechenden Hinflusses der Riickstofelektronen im 
Gebiet der kurzwelligen Strahlen ist die Gerade nur bis » — 11.1018 ein- 
gezeichnet. 
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v 


. . wos . . » 
Gerade in Fig. 1]. ist also konstant, wenn in Gleichung (6) als Exponent 
i 


der e-Funktion im Ziihler statt ji, D geschrieben wird pug D. Ist 
baw. y’ der in kinetische Energie bewegter Elektronen im Gas bzw. im 
Bromsilber umgewandelte Bruchteil der primiiren Strahlungsenergie, so 
lift sich Gleichung (6) so schreiben 


ul 
is A : > 
seat — const in bezug auf die Wellenliinge. (7) 


; 
a. 


Hieraus folet unter Beriicksichtigung der Gleichung (5) 
S 
7 1) 


Gleichung (8) laBt sich in Worten folgendermawen ausdriicken: Bei 


== const. (8) 


Exposition auf gleiche Schwirzung ist die photographische 


Tain, Bh ae TG hime eto 17 a DOs : 
Fig, 1. 
Schwirzung zu lonisation bei gleicher absorbierter Strahlungsenergic. 


Wirkung unabhingig von der Wellenlinge ein Ma& fiir den in 
kinetische Elektronenenergie umgesetzten Teil der auffallen- 
deu Réntgenstrahlenenergie. Aus dieser Ubereinstimmung in ener- 
getischer Hinsicht mu8 der Schlu8 gezogen werden, dah die photolytische 
Aufspaltung eines Bromsilbermolekiils durch Réntgenstrahlenwirkung ein 
dbnlicher Vorgang ist wie die lonisierung eines Gases. 

Von der Einschrinkung, dafi stets auf gleiche Schwirzung exponiert 
werden soll, kann man durch Anwendung einer bestimmten Entwicklungs- 
weise'), die bis etwa S == | eine geradlinige Schwirzungskurve liefert, 
loskommen, da die Form der Schwairzungskurve*) fiir Strahlen ver- 
schiedener Wellenlinge die gleiche ist. 


1) R. Glocker und W. Traub, Phys. ZS. 22, 345, 1920; W. Busse, ZS. 
f. Phys. 84, 11, 1925, 

*) W. Priedrich und P,P. Koch, Ann. d, Phys. 45, 399, 1914; R. Glocker 
und W. Traub, lL. ¢. 
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Bei Einhaltung des geradlinigen Teiles der Schwarzungskurve kann 
somit die absolute Schwiirzung einer photographischen Platte als Mab 
fir Intensitatsbestimmungen an homogenen Réntgenstrahlen verschiedener 
Wellenlange verwendet werden, wihrend ihre Anwendung bisher auf 
, Intensitatsbestimmungen an Réntgenstrahlen gleicher Wellenlinge be- 
} schrinkt war. Bei der rechnerischen Bestimmung der Intensitat aus der 
Schwarzung gemiS Gleichung (8) kénnen allerdings zuniichst noch keine 
groben Anspriiche an die Genauigkeit der Methode gemacht werden, da 
der zur Berechnung von y’ erforderliche Faktor p (Photoelektronen- 
ausbeute) erst naherungsweise bekannt ist. Man wird daher fiir prak- 
tische Messungen die experimentell gefundene Beziehung!) zwischen 
Schwarzung S und auffallender Strahlungsintensitat J, (Fig. 2) als Aus- 
wertungsgrundlage vorziehen. 


0 ar 
LOZ ROS 08 CRITE OR TERA 
Fig. 2. 
| ) Empfindlichkeit der photographischen Platte fiir yerschiedene Wellenlangen. 


Bezeichnet man in dem Grundgesetz der Ionisation [Gleichung (5)] 
und der photographischen Wirkung [Gleichung (8)] den in kinetische 
Energie von Sekundarelektronen umgesetzten Bruchteil der in der Zeit- 
einheit auffallenden Réntgenstrahlenenergie kurz als ,EKlektronen- 
| umsatz“, so ergibt sich fiir beide Vorgange folgende einfache Beziehung 


zwischen der beobachteten Wirkung (Lonisationsstrom bzw. Schwarzung 
‘in der Zeiteinheit) und der auffallenden Réntgenstrahlenintensitiat 


Wirkung = const. in bezug auf 


_ Elektronenumsatz > Réntgenstrahlenintensitat 
die Wellenlange. 

Aus theoretischen Griinden ist zu erwarten, daB diese einfache 
 Beziehung auch fiir andere Wirkungen der Réntgenstrahlen 
(Photolysen, Erregung von Fluoreszenzlicht, biologische 


1) R. Berthold und R. Glocker, l. c. Reduktion der Ionisation auf ab- 
solute Energie nach Kulenkampff. Effektive Bromsilberdicke 2,3 .10-4 cm. 


486 R. Gloeker, 


Wirkungen) sich als giiltig erweisen wird. Experimentelle Unter- 
suchungen hieriiber sind zurzeit im Gange. 


Die quantitative Berechnung des Einflusses der RiickstoSelektronen 


’ 


S 
der Luft?) auf das ;Verhiltnis Schwarzung zu Jonisation a unter Be- 


nutzung der Comptonschen Formel fir den RiickstoBkoeffizienten ergibt 
fiir die beiden kurzwelligsten MeBpunkte in Fig. 1 eine Erhdhung der 
Ordinate auf das Zwei- bis Vierfache, also eine viel zu groBe Korrektion. 
Die Comptonsche Forme! liefert offensichtlich zu groBe Werte 
fiir die RickstoSelektronenenergie, was theoretisch verstandlich 
wird, wenn man bedenkt, daB bei der Ableitung der Formel der Idealfall 
der Streuung an freien Elektronen vorausgesetzt wird, waihrend beim 
Streuproze eines leichtatomigen Korpers zweifellos die Streuung an ge- 
bundenen Elektronen iiberwiegt. 

Zum SchluS8 mége noch kurz die Frage gestreift werden, inwieweit 
aus der Gleichung (8) auf die Giiltigkeit des photochemischen Aquivalenz- 
gesetzes fiir Réntgenstrahlen geschlossen werden kann. Bezeichnet man 
mit Z die Zahl der durch die Strahlung direkt aufgespaltenen Brom- 
silbermolekiile, wie sie sich bei der Silberausfaéllung einer bestrahlten 
und fixierten, aber nicht entwickelten Platte ergibt, mit N die Zahl der 
nach dem Entwicklungsvorgang insgesamt vorhandenen freien Silber- 
atome, so ist iiber den Faktor c in der Beziehung 


N= eZ, (9) 
aus den Messungen von Eggert und Noddack?) an Licht bekannt, daf | 
seine Gréfenordnung etwa 10° ist. Uber die Wellenlangenabhangigkeit ‘ 
ist weder bei Licht noch bei Réntgenstrahlen Naheres bekannt. 

Bei den Versuchen von Berthold und Glocker’) kann aus der 
Gleichheit der Schwarzung auf Gleichheit der Zahl N geschlossen werden, — 


so daf das in Gleichung (8) enthaltene Ergebnis der Versuche sich nun- 
mehr so schreiben laBt: 


N ! 
ou — const (10) 
: y I) 
in bezug auf die Wellenlange, oder 
L 
aes = const. (11) 
v1, 


1) Da tir Bromsilber “ AgBr > o, ist, so kommen die RiickstoBelektronen 

nur in Betracht fiir die Berechnung der Ionisation. 
2) ZS. f. Phys. 20, 299, 1923. 
S) ewes 
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Im Falle der Giiltigkeit des photochemischen Aquivalenzgesetzes 
miiBte eme Beziehung existieren von der Form 


= const. (12) 


Fiir die Deutung der Gleichung (11) bestehen zwei Moglichkeiten: 
1. Veranderlichkeit von ¢ proportional mit hy und Giiltigkeit des Aqui- 
valenzgesetzes; 2. Ungiiltigkeit des Aquivalenzgesetzes. 


Der erste Fall ist zu verneinen, da es auBerst unwahrscheinlich ist, 
daS zwischen den primar in Freiheit gesetzten Silberatomen und den 
durch den Entwicklungsproze8 befreiten Silberatomen eine Quanten- 
beziehung existiert. Es bleibt somit nur der Schlu8 tibrig, daf das 
photochemische Aquivalenzgesetz, das von Eggert und Noddack 
bei der Lichtwirkung auf die photographische Platte bestatigt werden 
konnte, fiir Réntgenstrahlen nicht gilt. 


Dieses unterschiedliche Verhalten wird auf Grund der oben erwahnten 
Ahnlichkeit der Réntgenionisation und der Réntgen- 
schwarzung versténdlich. Wie bei der lonisierung eines Gases, so 
beruht auch die Wirkung der Roéntgenstrahlen auf die photographische 
Platte gréStenteils') auf der Wirkung der sekundar ausgelésten Elek- 
tronen, von denen man unter Beriicksichtigung der Gleichung (8) und 
der neueren Untersuchungen iiber die lonisierungsarbeit annehmen muB, 
da8 die photochemische Wirkung, bezogen auf gleiche kinetische Energie, 
fir Elektronen aller Geschwindigkeiten gleich grof ist. Es ist daher 
mit groBer Wahrscheinlichkeit zu erwarten, da$ bei einer Bestimmung 
der Zahl Z der direkt durch Réntgenstrahlenwirkung, ohne nachfolgende 
Entwicklung, in Freiheit gesetzten Silberatome, sich das photochemische 
Aquivalenzgesetz nicht bestitigt finden wird, da die direkt befreiten 
Z Atome, im Gegensatz zu der Lichtwirkung, einem Sekundiar- 
proze8*) ihre Entstehung verdanken. 


IV. Erregung von Fluoreszenzroéntgenstrahlung. Nach der 
von Kossel?) entwickelten Vorstellung wird bei der Absorption von 
Rontgenstrahlen im Atom ein Elektron einer inneren Bahn an die Peri- 
pherie des Atoms gehoben. Es ist quantentheoretisch wahrscheinlich, 
wie Kossel an anderer Stelle*) gezeigt hat, dafi die Riickbildung des 


1) Vgl. die bekannte Tatsache, da neben der grofen Zahl von Sekundar- 
elektronen das primare Elektron fiir die gesamte Ionisation kaum in Betracht kommt. 

2) Verh. d. D. Phys. Ges. 16, 898 u. 953, 1914. 

3) ZS. f. Phys. 19, 333, 1923. 
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Zustandes durch Ubergang eines Elektrons einer auBeren Bahn auf die 
betreffende innere Bahn von der Wellenlainge der Strahlung, welche ab- 
sorbiert wird, unabhingig ist; fiir das SchlieBen der Liicke ist es ohne 
Belang, auf welche Weise die Liicke entstanden ist. Die von Kossel 
gegebene Auswertung der Sadlerschen*) Messungen iiber die Ausbeute p’ 
an Fluoreszenzréntgenstrahlung zeigt tatsaichlich, daf die ,Ergiebig- 
keit an Fluoreszenzstrahlung* w von der Wellenlange der erregenden 
Réntgenstrahlung unabhingig ist. 

Durch einige neuere Untersuchungen”) tiber die Abhiangigkeit der 
fonisierungsarbeit von der Wellenliinge der Réntgenstrahlen, wird jedoch 
ein wesentlicher Teil der Interpretation der Sadlerschen MeSwerte hin- 
fallig, so da sich ein anderes Resultat ergibt. 


Sei w der Bruchteil der angeregten Atome, der Fluoreszenzréntgen- 
strahlung von der Frequenz vg aussendet, so ist 
Ne 
“u = —, (13) 
Np 
wobei mp und mg die Zahl der in einer Sekunde absorbierten bzw. emit- 
tierten Strahlungsquanten der Primiar- bzw. Sekundiirstrahlung bedeutet. 
Ist Ip bzw. Ig die absorbierte primire bzw. die emittierte sekundire 
Strahlungsintensitat, so gilt 
Tg ng hug Vs 


= — . 14 
Ip nuphvp e Vp Cr 


vi 
Das Verhiltnis = wurde von Sadler durch Messung der [onisation in 
P 


Luft bestimmt. Nach Division der Sattigungsstréme durch die Luft- 


S 
Te 


Nach den neueren Messungen der Jonisierungsarbeit von Kulen- 


absorptionskoeffizienten erhilt er eine Verhiltniszahl 


kampff und Kircher und Schmitz ist nun 


dig. aes, 


Le 


— 8 (15) 


wahrend Kossel im Anschlufi an Lenard von der Anschauung ausgeht, 
daf die von einem Elektron erzeugte Ionenzahl bezogen auf gleiche kine- 
tische Energie noch von der Elektronengeschwindigkeit, also von der 


1) Phil. Mag. 18, 107, 1909 und 22, 447, 1911, 
*) H. Kulenkampff, l. c. und H. Kircher und W. Schmitz, l.c. 
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Roéntgenstrahlenfrequenz abhingig sei. Kossel benutzt daher statt 

Gleichung (15) folgende Beziehung: 

JT 5) MAES) 
Jp Ipf (vp) 

Die Funktion f(v) gibt die ,spezifische Ionisation pro Einheit der kine- 

tischen Energie“ an und wird aus den Lenardschen Messungen der 


(15a) 


differentiellen Ionisation berechnet. Diese Berechnungsweise wird durch 
die experimentelle Bestimmung der Jonisierungsarbeit durch Kulen- 
kampff und Kircher und Schmitz widerlegt!). Es ist demnach fiir 
die Berechnung der GréSe w, Gleichung (15) und (14), anzuwenden. 

Die beiden ausgedehn- 
testen von Sadler an 
Chrom und Eisen erhaltenen 
Mefreihen sind in Fig. 3?) 


dargestellt [gestrichelte 
ats Js 
Linien —* 8), ausgezogene 
a 
Iinien uw]. Die Kurven on Os 70 15 20 A? 
fiir die Ergiebigkeit der Fig. 3. 


Réntgenfluoreszenz rere Ergiebigkeit an Fluoreszenzrontgenstrahlung. 


laufen nicht mehr horizontal, wie bei Kossel, sondern zeigen einen 
deutlichen Gang mit der Wellenliinge. Dies bedeutet, daS die 
) Prozentzahl der angeregten Atome, die Fluoreszenz- 
strahlung emittieren, mit wachsender Entfernung der Primir- 
frequenz von der Kigenfrequenz kleiner wird. Die Messungen 
von Sadler widersprechen also tatsachlich der Annahme, das 
auf die Riickbildung des angeregten Atoms die Frequenz der 
anregenden Strahlung keinerlei Einflu8 ausiibe. Ferner zeigt 
die Abnahme von w mit abnehmender Wellenlange, da die 


1) Vgl. ferner zur theoretischen Seite des lonisierungsproblems H. Kulen- 
kampff, Ann. d. Phys. 80, 261, 1926. 

°) Bei Hisen sind die Werte fiir # bei 4 = 0,71 A und 24 = 0,87 A 0,075 
und 0,112 statt, wie bei Kossel in Fig.3 gezeichnet, 0,062 und 0,078. 

°) Der nach Bothe (Handb. d. Phys. XXIII, 369, 1926) von Sadler ver- 
sehentlich weggelassene Faktor 1,5 ist hier, als fiir die Uberlegungen unwesent- 
lich, nicht beigesetzt. Die wahren absoluten Werte von w sind also das 1,5fache 
der in Fig.3 angegebenen Zahlen. Hs ist ferner Js = = (w’ ist der auf die 

Je 

K-Absorption entfallende Teil des Absorptionskoeffizienten und K der Photo- 
emissionskoeffizient). 
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Zahl der strahlungslosen Ubergange im Atom (Rosseland- 
prozesse) um so gréBer ist, je gréber der Unterschied zwischen 
Primarfrequenz und Higentrequenz ist. } 

Die Auswertung der Sadlerschen Messungen liefert also eme Aut- 
fassung des Fluoreszenzvorgangs, die in der Mitte steht zwischen der 
Anschauungsweise der Quantentheorie und der klassischen Elektrodynamik, 
nach der die Fluoreszenzergiebigkeit um so kleiner sein sollte, je schlechter 
Primarfrequenz und Eigenfrequenz iibereinstimmen. 
Gegen die Sadlersche Bestimmung von z 
werden, der im Sinne einer Verflachung der u-Kurve wirkt, namlich der, 


daB Sadler keine reine Luftionisation gemessen hat. Die Rontgen- 
strahlen treffen in seiner Anordnung auf die mit Aluminium belegte 
Riickseite eines Wilsonelektroskops auf, so daS im Falle einer von der 
Luft abweichenden Wellenlingenabhangigkeit der Elektronenemission 


kann ein Einwand erhoben 


des Aluminiums das Verhialtnis = als Funktion der Wellenlinge ge- 
falscht wird. a 

Der Einflu8 dieser Fehlerquelle wurde vom Verfasser gemeinsam 
mit Herrn Dr. Kaupp in folgender Weise bestimmt: Die Intensitaét der 
K,-Linie des Kupfers und des Molybdans wurde nach Filterung durch 
Nickel bzw. Zirkon in einer kleinen zylindrischen Kammer aus einem 
der Luft aquivalenten Wandmaterial 1) (Lange 23 mm, Durchmesser 20 mm) 
gemessen 1. ohne, 2. mit 0,1 mm dicker Aluminiumauskleidung. Zur 
Eliminierung des Absorptionsverlustes in der Aluminiumfolie, wurde 
im ersten Falle eine gleich dicke Belegung auBen angebracht. Bei 
Gleichheit der Ionisationsstrome in einer Kammer mit reimer Luit- 
ionisation, ist bei Aluminiumauskleidung die Ionisation der Molybdin- 
strahlung um 18 Proz. gréfer. Diese Uberschitzung der Intensitiit der 
kurzwelligeren Strahlung ist bei dieser Anordnung stark tibertrieben. — 
Hier betragt niimlich das Verhiltnis Aluminiumoberflache zu bestrahltem | 
Luftraum 12:8, wihrend es bei Sadler 12:36 ist (unter Einschlu8 des — 
ebenfalls Elektronen aussendenden Aluminiumfensters von 20 « 30 mm). 
Die UWhberschatzung der Primirintensitaten Ip mit abnehmender Wellen- 
lange betragt bei Sadler etwa 1/, des von unserer Anordnung gelieferten 
Wertes: Der Einflu8 dieser Fehlerquelle ist nicht so grof, dab die 
Neigung der w-Kurven in die Horizontale iibergefithrt wird, so daf also 
das oben abgeleitete Ergebnis aus Sadlers Messungen zu Recht besteht. 


1) R. Glocker, ZS. f. techn. Phys. 7, 571, 1926; R. Glocker und 
E. Kaupp, Strahlentherapie 28, 447, 1926. 
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Zusammenfassung. 

1. Sowohl fiir die Jonisationswirkung als auch fiir die photo- 
graphische Wirkung der Réntgenstrahlen laBt sich aus den vorhandenen 
Messungen eine einfache Beziehung von der Form 

Wirkung 
Elektronenumsatz < Strahlungsintensitiit 


ableiten. Unter Elektronenumsatz ist verstanden der in kinetische 
Energie bewegter Elektronen umgesetzte Bruchteil der auffallenden 
Strahlungsintensitét. Er berechnet sich erstens aus der absorbierten 
Energie nach Abzug des auf der kurzwelligen Seite einer Absorptions- 
kante in Fluoreszenzréntgenstrahlung transformierten Energiebetrages, und 
zweitens aus dem in RiickstoSelektronenenergie verwandelten Anteil der 
zerstreuten Hnergie. 

2. Zum praktischen Gebrauch bei photographischen Messungen wird 
die Empfindlichkeitskurve einer photographischen Platte, bezogen auf die 
auffallende Strahlungsintensitit, fiir den Spektralbereich 1,9 bis 0,3 A an- 
gegeben. | 

3. Unter Beriicksichtigung der neueren Untersuchungen iiber die 
GréBe der Ionisierungsarbeit ergibt sich aus Sadlers Messungen der 
Ausbeute an Fluoreszenzréntgenstrahlung, daf der Prozentsatz der 
Fluoreszenzstrahlung aussendenden Atome, bezogen auf die Zahl der an- 
geregten Atome, etwas kleiner wird, mit wachsendem Unterschied zwischen 
den Frequenzen der anregenden und der erregten Strahlung, das heiSt 
die Riickbildung des angeregten Atoms ist nicht unabhingig von der 
Frequenz der anregenden Strahlung. 


Stuttgart, Réntgenlaboratorium a. d. Techn. Hochschule. 
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Uber nicht kombinierende Terme in der neueren 
Quantentheorie. 


Erster Teil. 
Von E. Wigner in Charlottenburg. 
(Eingegangen am 12. November 1926.) 


Es wird in einem System mit drei Elektronen der Zerfall der Terme in mehrere, 
untereinander nichtkombinierende Gruppen bewiesen. Die Eigenrotation des Elek- 
trons ist nicht beriicksichtigt. 


1. In einer Arbeit iiber Mehrkérperproblem und Resonanz in der 
Quantenmechanik?) gibt Heisenberg an, da’ wenn n gleichwertige 
Teile in einem System in Wechselwirkung stehen (z. B. die beiden Elek- 
tronen eines He-Atoms), eine Einteilung der Terme in »! Gruppen in der 
Weise moglich ist, daB ein Atom im Zustand der einen Gruppe auf keine 
Weise in ein Atom im Zustand der anderen Gruppe iibergehen kann. Er 
gibt weiter an, daS man aus diesen »! Gruppen eine herauswahlen kann, 
in der sowohl Paulis Verbot der aquivalenten Bahnen, wie auch die 
Einstein-Bosesche Statistik gilt. ; 

Im Gegensatz zu letzterem kommt Dirac?) auf Grund von etwas 
anderen Uberlegungen zu dem Resultat, da8 man zwei Termsysteme 
unterscheiden kann, von denen das eine dem Paulischen Verbot, das 
andere der Bose-Einsteinschen Statistik geniigt. 

In der vorliegenden Arbeit soll gezeigt werden, daB die Terme tat- 
sachlich 8) in mehrere Gruppen zerfallen. Diese Gruppen kéunen mit- 
einander nicht interkombinieren und es befinden sich unter ihnen zwei 
Gruppen, die folgende Eigenschaften haben: Beide enthalten etwa den 
1/n!ten Teil der Terme des ganzen Systems; das eine System geniigt dem 
Paulischen Verbot, die Gewichtsverteilung des anderen ist durch die 
Bose-Einsteinsche Statistik gegeben. Die tibrigen Systeme sind alle 
entartet, die Entartung ist aber so, daS sie durch keine Stérung, die 
symmetrisch in den einzelnen gleichwertigen Teilchen ist, aufgehoben 
werden kann. 


1) ZS. £. Phys. $8, 411, 1926. 

2) Proc. Roy. Soc. 112, 661, 1926. 

3) Heisenberg erwihnt, da’ ihm ein Beweis seiner Behauptung bisher 
nicht gelungen ist. 
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Wir betrachten also ein System mit m gleichwertigen Teilchen. Im 
folgenden schreibe ich immer 1; an Stelle des Koordinatentripels X;, Y;, Z; 
des iten Teilchens. Es erschien mir zweckmiBig, zu der Rechnung die 
Schrédingersche Methode zu benutzen. 

Die Ladungsdichte an der Stelle t wird nach Schrodinger durch 
folgenden Ausdruck gegeben: 


NO pe {a Paar tere, 
j 


Del 198) B49 «1 Up) Dp rae A tpg Oty gg el AV gs (1) 
Dabei ist @ die Schrédingersche Wellenfunktion 
Ini Nyt 
= 7 ; Sr Pann MRR ‘ 
Lic = ae (pee (2) 


worin E;, die Energie des mit i bezeichneten Zustandes, @, die zugehorige 
Eigenfunktion und ¢, die AnregungsgréBe dieses Zustandes ist. 
Bekanntlich ist die Ubergangswahrscheinlichkeit nach Heisenber g- 
Schrodinger in erster Naherung proportional dem Quadrat der Summe 
der MatrizengréBen oder, was auf dasselbe herausliuft, der Polarisation 
des Atoms. Will man auch die Quadrupol- und héheren Momente beriick- 
sichtigen, so mu8 man nach Heisenberg symmetrische Funktionen der 
p und q bilden, die die entsprechenden Momente der klassischen Theorie 
reprasentieren. Es scheint mir aber zweckmifiger, als hinreichende Be- 
dingung dafiir, da8 die Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen zwei Zu- 
stinden Null ist, die Tatsache anzusehen, da8 die Ladungsdichte in jedem 
Punkte des Raumes zeitlich konstant ist, wenn nur diese zwei Zustinde 
angeregt sind. In diesem Falle ist also 
2721 Lyt 
et) = Sjlye, (t\0 . 0peaaiind ead eta yeu ASG 
: ecu Bey 


p 
Beng en yeah, toys.) i h 


272% Bot 
rig Cy ray oS e T Tj py a. .)-€ h i eae (3) 


unabhangig von ¢t. Oder, was dasselbe ist, 
AG ae Tn) Be (t- “Wo ity. Touts) 
j 
AtyAN yn AGO A ty... dtz-= 0. (4) 
2. Der Vollstindigkeit halber behandeln wir zuerst das Zweielek- 


_ tronenproblem, obwohl es von Heisenberg und Dirac vollkommen 


erledigt ist und dabei nichts Neues mehr herauskommt. 
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Haben wir eine Kigenfunktion % (v,v,), so kinnen wir drei Falle 
unterscheiden: a) Es ist fiir beliebige Werte von 1, und r, P(r, a) 
— YW (x, ,); in diesem Falle sagen wir, die Kigenfunktion ist symmetrisch. 
b) Es ist ftir beliebige Werte von rv, und r, W(t, 1,) = — PCy ri) sa 
diesem Falle sagen wir, die Eigenfunktion ist antisymmetrisch. c) Weder 
a) noch b) trifft zu. In diesem Falle ist weder ¥ (r, r,) + By, 1,) 
noch Y(t, r,) — PW (vg r,) identisch Null. Wegen der Symmetrie der po- 
tentiellen Energie und der Linearitiét der Differentialgleichung reprasen- 
tieren beide Lisungen, und zwar zueinander orthogonale Lisungen des 
Eigenwertproblems, die zu demselben Kigenwert gehéren, wie der urspriing- 
liche #. Dieser Kigenwert ist also entartet, man kann jedoch die Entartung, 
wie dies Heisenberg gezeigt hat, durch eine kleine, symmetrische Stérung 
aufheben, wodurch aus dem entarteten Eigenwert zwei einfache, aus der 
entarteten Eigenfunktion zwei unentartete entstehen, die dann natiirlich 
(da sie einfach sind) entweder in die Kategorie a) oder b) gehiren. Wir 
kénnen demnach sagen, da8 der Fall c) unstabil ist, da er bei einer kleinen 
Stérung in a) oder b) iibergeht und legen ihm keine weitere Bedeutung 
bei. Die Zustiinde mit den Kigenfunktionen der Sorte a) (4) kombinieren 
nicht mit den Zustiinden der Sorte b) (@P). Es ist namlich 

(¥ (Quy) y (ts) Oe (¥ (v, Y) yp (v, x) dv, 

= — [PO) BP Oyx) dry—] Por) ¥ CO t,) Gig 
Wenn wir jetzt auf der rechten Seite die Rolle der Integrationsvariablen 
t, und x, vertauschen, so sehen wir unmittelbar, daf der ganze Ausdruck 
verschwindet, also die Bedingung (4) erfiillt ist. 

Wir gehen nun zu dem Falle von drei Elektronen tiber. Wir 
werden als potentielle Energien V(v,v,t,) und Stérungen nur in r, ty Ys 
symmetrische Funktionen zulassen, d. h. solche, in denen sich der 
Funktionswert nicht andert, wenn wir die Werte der Argumente beliebig 
vertauschen. Es ist also fiir beliebige Werte von abe die potentielle 
Knergie 

V(abc) = V(acb) = Vi(bac) = V(bea) = V(eab) —V(cba). (5) 

Wir gehen in Anlehnung an Heisenberg von einer ,ungestirten 
Bewegung“ aus, in der die potentielle Energie als Summe von Funktionen | 
darstellbar ist, die nur von dem einen Koordinatentripel, also entweder 
von t, oder von r, oder von r, abhiingen, also wegen (5) 

Vo (ty Uy ty) = (ty) + (tq) + Y (i): 

Die Gleichung fiir die ungestiérte Kigenfunktion 


AB (v, ty tg) +? (BE — Vo (ty Uy ts)) P (t,t, t,) = 0 (6) 
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wird also gelést durch 
Bie Cy Ue Ue) = Wey) Hy (Co) Veg), Fieger tate, (% 
worin fiir w und e die Lisungen der Gleichung 
4 y(t) + le—v] yO) = 0 (8) 
gesetzt sind. Wir nehmen an, daf die Liésungen von (8) nicht ent- 
artet sind. 

Es wird sich folgendes zeigen: Wenn i = j = fk, also alle Elek- 
tronen auf derselben Bahn sind, so ist der Kigenwert einfach, kann also 
nicht aufspalten; ist 7 = j + hk, so ist er dreifach und spaltet in einen 
einfachen und einen doppelten EKigenwert auf; ist i = j + hk, so ist er 
[wie Formel (9) zeigt] sechsfach und gibt zwei entartete und zwei un- 

- entartete Terme. Der eine hiervon bildet mit den unentarteten der vorigen 
beiden Fille eine Gruppe (die Bose-Kinsteinsche), der andere un- 
entartete bildet eine Gruppe fiir sich (die Paulische), wihrend die ent- 
arteten die dritte Gruppe bilden. 

3. Wir betrachten zuniichst den Falli +7 4 k. Wie zu sehen, 

ist jeder EKigenwert sechsfach, da die sechs orthogonalen Kigenfunktionen 

Wi (Uy) Vy (Tq) He (lg) We (TL) Va Ua) Gg) yj (7) a (To) Ve (vs) | 

Wj (C1) Vie (Uo) We (Uy) Pe (Uy) Vi (Ta) Bi (Vg) He (%) Yj (Vg) Ys (5) 
dazu gehéren. Wir behandeln dieses System nach dem Vorgang von 
\Schrédinger*) und setzen der Einfachheit halber ¢ = 1, j = 2, k= 3. 
Die Stérungsfunktion, die also auch in r, r,t, symmetrisch sein muB, be- 


(9) 


zeichnen wir mit V" (tr, t, Y3)- 

Eime gestirte Eigenfunktion ist, wenn die Stérung klein ist, eine 
lineare Kombination’) derjenigen ungestérten, aus denen sie hervor- 
gegangen ist. In unserem Falle der B,,;; in (9) 

Dros Wy (ty) Wa Ua) Ws Ug) + Orga Wy (%y) We (tg) Wy (Us) | 
| + Bgrg Wa (ty) Vy (Ce) Vs (3) + Pgsa Va (Ur) Vs (Ca) Vy (Xs) (10) 
+ Dg19 Vs (T1) Vy (Ta) Ve (Us) + Oso Vs (a) Yo (Ny) Vy (ts) 


Die Gleichung fiir die Energiestérung 4 FH ist sechsten Grades, 


123—J4E 2138 231 321 312 132 

BAS 1932768 132 312 321 231 

312 132 123—7E 213 231 321 2% Ua 
321 231 9138 123-—J4E 132 312 == i 
231 321 312 132 1233-28 213 

132 312 321 231 213 123—4E 

bios bo13 bo 31 bso4 bsi9 bisa 


2) Ann. d. Phys. 80, 437, 1926. 
2) 1. c. S$. 453. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XL. 34 
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worn 
lmn = | V'(abe) wb, (0) dy (0) dy © de (Q) Wp (0) wr, () dadbde. 


Sie ist die Bedingung fir die Lésbarkeit der sechs linearen homogenen 
Gleichungen fir die bg, usw. Die b—s sind unter die entsprechenden 
Kolonnen cingetragen. (Bs ist 281 == 3812) 


Gloichung (11) hat zwei einfache und zwei doppelte') Wurzeln. 


AL, —= 128+182+2817-+9184 8124821, 
Al, — 198—1824+ 281-8704 312—82n 
JE, = 4H, = 128+281 


‘i achat a (12) 
Vid22+82194+2918°—218.182—821.1382—321.213, 
AE, = 4E, = 1284281 


6 “t 


Vi8294+ 8219+ 2139—218.182—881,.1382—321.218. 


4. Die zu diesen gestirten Kigenwerten gehirenden Kigenfunktionen 
habon gewisse ‘Transtormationseigenschatten, die wir nun herleiten wollen. 
Kinfache Kigenwerte: 
Wenn Wy 5(t) tts) eine Lésung ist, so ist auch Wyjp (ty %y ts) 
Wy oy Qe tte, Wo (jk) eine Permutation von (1 2 3) ist, eine Lésung. 
Da der Kigenwert einfach ist und also keine Entartung vorliegt,, so ist 
es von vornherein klar, da® diese Funktionen bis aut einen konstanten 
aktor, der wegen der Normierung nur + 1 oder —1 sein kann, 
idontiseh sind, Und gwar sind entweder alle einander gleich, oder alle 
gehen durch jede Transposition der Argumente in den negativen Wert 
bor. Die weiteren Fille, dai eine Transposition den Wert ungeindert 
luBt, wihrend eine andere das Vorzeichen wechselt, fiihren, wie leicht za 
sehen, vu einem Widerspruch, 2. B. 


W (ut, ty ty) == + Wr, ty.) == — Py) = — POD 
= + Wry ty t,) == W (ryt, ty) == — BP (7, ty ts $ 
Die Bigenfunktionen dieser beiden Typen nennen wir mit Dirae*) sym- é 
motrische baw, antisymmetrische Eigenfunktionen. J 
Doppelte Kigenwerte: , 


Ich greife zwei linear unabhiingige @ heraus und unterscheide zwei 
Fille, a) Bei der Vertauschung des ersten mit dem letzten Argument 


‘) Man findet sie, indem man aus der Determinante (11) die swei trivialen 
Liisungon ./ 2, und « By durch vweckmiibige Addition von Zeilen und Spalten 
abspaltet, 

¥) 1 


paw dine 6 8 
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bleiben entweder beide Funktionswerte ungeandert oder beide wechseln 

das Vorzeichen. Dann hat jede Eigenfunktion diese Kigenschaft. b) Die 
eine der beiden (@,) bleibt durch die angegebene Operation ungeiindert, 
die andere (Y,) wechselt ihr Vorzeichen. Den Fall, da8 wenigstens eine 
Kigenfunktion ({’) bei dieser Vertauschung auch ihren absoluten Betrag 
andert, kann man auf b) zuriickfiihren, indem man andere Eigenfunktionen 
herausereift : 


P(t, tet) = B' (xt, 1) + W(t, x, 1,), 
P(t, Uy ts) = B(x, t v,) — BW" (Ty Y). 
_&, ist orthogonal zu @,. Ich leite hier nur fiir b) die Transformations- 
eigenschaften ab. 


Zunachst kénnen wir nach Schema (9) vier weitere Lésungen 
| angeben: 


Fy tg tei Py (ty tt, hee Pots Eee 

SEs Fg Vales E(t, Yate ee ia lat, (13) 
%, (t,t, 1) = P, (1, 4) = — BP, (tT Tp); | 
Pe (t,t ts) = H(t, t,t) = — B, @, ts Y) 


Da wir es aber mit einem nur doppelten Eigenwert zu tun haben, 
| miissen die @,, Y,, Y,, W, linear von den ®, (tr, 1, r,) und ®, (r, x, v5) 
abhangen. Wir setzen also an: 
) Hs (Cty Uy) = By (tt t,) = A, PL yt) + v, B, (t, Ty U5), | 
By (ty Uy tg) = By (0, Us to) = Ay By (, ty ty) + vy Wy (t, Uy vq), 
Ps (ty Ty U3) = By (vy ty tg) = A, Wy (t, ty tg) + vy W, (t, ty vq), | 
Pe (ty tg ty) = Wy (1, ty ty) == A,B, (U, ty tg) + v, WB, (x, ty v5). 
Diese Gleichungen geben also an, wie sich @, und BW, transformiert 
‘wenn man die Werte der ersten bzw. letzten beiden Variablen vertauscht. 
Durch mehrfache Anwendung der angeschriebenen Regeln, sowie 
der Symmetrieeigenschaft von @, und @, in der ersten zur letzten 
PWariable, lassen sich die 4 und v bestimmen. Wir erhalten dann 
‘folgende Gleichungen: 


(14) 


1 
ais) — 2, (t,t, t,)— — > 2, qual? BW, (v, Vy Us); 
: i 
agit, t, ts) == B(x, 1, t,) = — aa (ty foal TE, (ia Nate, 
g(t, ts ty) = — ®, (1, , t,) = Ps (v,% i) > Lo a(t; Tats), 
ay 
Ps (Ua ty Uz) = — Wy (1, vr, ty) a hiGaee (t,% 3) + > Ps (tT Va), 


34* 
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wo entweder in allen Gleichungen das obere oder in allen das untere 
Vorzeichen gilt, 

5. Wir wenden uns nun zuriick zu 8. Zuniichst sehen wir durch 
direkte Berechnung der Boziehungen zwischen den }, 5, bi 39) Org USW 
da® tatsichlich bei den doppelten Kigenwerten der im Punkt 4 mit b) 
bezeichnete Fall vorliegt. Wollen wir direkt die dort gewithlten 


und YF, erhalten, so ergibt sich fir 


DP i biaw Oise = bira Obs. = iia Yios 4 bf ss ++ bi 31 = 9, 
Ps V3 b?s 9 == dise— Yai V3 0350 = bios — dais, 
V3 bbs = Pisa — bias, OLes = — Bai, Ofsa = — bere, 
v1 = — Dire 


die zusammen mit einer der Gleichungen, deren Determinante in (11) 
stoht, die biog, Bigg, ..+ und by gg, be yg, +. eindeutig bestimmen. 
Bringen wir nun noch eine weitere in Y, Vy Vs symmetrische Stérung 
V"' (v, Vy) an, so zeigt es sich, daf die Entartung dieser Zustiinde nicht 
mehr aufgehoben wird, Wir bezeichnen im folgenden die symmetrischen 
Bigentunktionen mit @&, die antisymmetrischen mit YW, die entarteten 
behalten die Bezeichnung Y, und Wy, bei, Ftir die Krhaltung der Mnt- 
artung ist nach Schrédinger zuniichst notwendig, da die Funktional- 


determinante, als Gleichung fir 2 autgefabt, 


| 7 (ey ty Ya) Wa (ty My Uy) 1 dy ty — 4H, | VD By | 


|= 0 (Ley 
| \ ye" yp Oe | jr yp? ae a EE, 
doppelte Wurzeln habe. Nun ist wegen (14a) und (5) 
A | V"" (Uy Uy ty) Wy (Wy Uy Uy) Wy (Uy Uy Uy) BU, Uy Uy 


= aM | V"" (tg Yq Uy) Wy (Uy Uy Uy) Wy (%g Ua Ya) dr, dX, dX, 
und 
| Vi" (v, Yq ty) WE (ty Uy Vg) dt, dy d vy 
3 ate: smal 8. } 
‘ | V"" (tg 0, Uy) | — 5 Fy (ty YY) J 5) Py (vy ty Xs) | dry dry dry 


1 fp pea MEP ee eA eae 
= ra} V" (tg ty Uy) WT (vg, Vy) dy ty dey 
u ak coy oy uy » yw  \8 ly ly ly wal 8 
ie (Ug Uy Uy) Py (Ug Uy Ys) dyy dry dry oes" 
Nun kénnen wir die Rolle der Integrationsvariablen v, und t, baw. T% 
vertauschen und erhalten 


a =| v"'p Ww, = 0, | yr ape a= | Vv" we, (16) 
Gleichung (15) hat also die doppelte Wurzel 4 == { V" pe? dr, dt, dt. 
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Aufer diesen Gleichungen (16), deren erste sich gem ihrer 
_ Ableitung nicht nur auf zwei, aus derselben ungestérten Eigenfunktion 
. entstandene #, und W, beziehen, sondern fiir ein beliebiges Paar W,, W, 
giiltig sind, brauchen wir noch folgende, die sich ganz analog herleiten 
lassen : 

| V"P, B dr, dr, dv, = (VW, Pdr, dr, dr, = 0, 

[V"w, B dr, dy, dr, = [V"P,Pdr,drdr,—0,} (16a) 
V" PP dr, dr, dx, = 0.| 

Diese Gleichungen (16) und (16a) driicken die Tatsache aus, daB 
das Integral tiber das Produkt einer beliebigen symmetrischen Stérungs- 


funktion mit zwei YW—s verschiedener Gattung immer verschwindet. 
Diese Integrale sind aber nach Schrédinger nichts anderes als die Ent- 
wicklungskoeffizienten einer gestirten Eigenfunktion der einen Gattung 
nach den ungestérten Eigenfunktionen einer anderen Gattung. Aus dem 
_ Verschwinden dieser Koeffizienten ergibt sich, dab fiir @, und ®, die 
Gleichungen (14a) auch bei einer endlichen Stérung richtig sind und 
_ auch @ und @& bei einer solchen ihre Symmetrie- bzw. Antisymmetrie- 
eigenschaft beibehalt. 

) Um den Zerfall des Termsystems in der in 2. angedeuteten Weise 
zu beweisen, miissen wir noch das Verschwinden des Ausdrucks (4) als 
Folge der Transformationseigenschaften der J, @, P,P, nachweisen. Es 
ergibt sich tatsiichlich z. B. F 


| (tt, v5) py (tt, tg) dt, dv, + |e (ri xt,) 2 (t,t 1,) dt, dt, 
aE | GF (%, ty) yp (ut, 1) du, dt, == — { F (v vs Vy) yp (UY, 1g) dt, dt, 
== {¥ (Geet) yp (t,rt,) dt, dry — J # (ty vr) yp AGiap tpt) Grete 
ound ahnlich die anderen. 

6. Wenn wir von einem Zustand ausgegangen wiren, der alle drei 
| Elektronen in demselben Zustand enthalt, so hitten wir als ungestirte 
Eigenfunktion q;(t,) vy (tg) Ui (t;), als gestérte nur ein symmetrisches & 
erhalten. 

Wenn nur zwei Teilchen auf derselben Bahn, das dritte dagegen 
auf einer anderen Bahn war, wenn also i = j + k, so ergibt sich eine 
symmetrische und eine entartete Eigenfunktion. Wir erhalten also mit 


Heisenberg das System der antisymmetrischen Eigenfunktion als das 
einzige, in dem das Paulische Verbot gilt. 
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Aus dieser Aufzihlung ersehen wir auch, daf allen Zustinden, die 
mit der Angabe der Zellen bestimmt sind, in denen ein Elektron vor- 
handen ist, nur eine und immer eine symmetrische Eigenfunktion zu- 
geordnet werden kann. Wenn wir allen symmetrischen Kigenfunktionen 
das gleiche statistische Gewicht beilegen, so haben wir, wie dies schon 
Dirac bemerkt hat, den Fall der Bose-Einsteinschen Statistik 
yor uns. 

In einer zweiten Mitteilung hoffe ich die gleiche Autgabe fiir 


mehrere Klektronen zu lésen. 


Berlin, Institut fiir theoretische Physik der Technischen Hochschule. 
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Schwankungserscheinungen und Quantenmechanik. 
Von W. Heisenberg in Kopenhagen, 


Mit 1 Abbildung. (Hingegangen am 6. November 1926.) 


Die vorliegende Note versucht zu zeigen, daf die Quantenmechanik mit den von 
der Diskontinuumstheorie geforderten Schwankungsformeln stets in Uhberein- 
stimmung ist. 


y Die grofe physikalische Bedeutung der Schwankungserscheinungen 
beruht darauf, daf sie zu den anschaulichsten und unmittelbarsten Aus- 
wirkungen der bei Vorgingen in kleinen Raumen und Zeiten auftretenden 
Diskontinuitiiten gehéren. Nach Einstein kann z. B. die Brownsche 
| Bewegung als direkte Folge der atomistischen Struktur der Materie an- 
| gesehen werden, die Energie- und Impulsschwankungen im Strahlungs- 
| hohlraum fiihren unmittelbar zur Einsteinschen Lichtquantenvorstellung, 
die Energieschwankungen etwa in einem Kristallgitter stehen in engster 
Verbindung mit der Existenz diskreter stationarer Zustiinde eines mecha- 
nischen Systems. Da die Theorie der mechanischen Systeme durch die 
Quantenmechanik einer quantitativen Behandlung zuginglich gemacht 
worden ist, wird zwischen der Quantenmechanik und jener letztgenannten 
Art von Schwankungserscheinungen ein sehr enger Zusammenhang be- 
stehen miissen. Dieser Zusammenhang soll im folgenden klargestellt 
werden. Die folgende Note bedeutet also eine Erweiterung und Priizi- 
sierung der Uberlegungen, die Born, Jordan und der Verfasser 1) 
friiher gelegentlich der allgemeinen Entwicklung der Quantenmechanik 
dargestellt haben). ine tiefere Untersuchung der damals gefundenen 
’Zusammenhinge schien mir niitzlich, da neuerdings von manchen Seiten 
Zweifel an der Existenz der Diskontinuititen laut geworden sind. 

§ 1. Der mathematische Teil der folgenden Uberlegung schliet 
sich an eine Arbeit des Verfassers*) iiber quantenmechanische Resonanz 
an; ich tibernehme hier die Resultate jener Arbeit. Es sei zunichst 
dieses Problem gestellt: Zwei gleichartige Atome a und b mégen sich 


1) M. Born, W. Heisenberg und P. Jordan, Quantenmechanik II. ZS. f. 
Phys. 35, 557, 1926, Kap. 4, § 3. 

») Die Kritik von A. Smekal, ZS. f. Phys. 87, 319, 1926, bezieht sich nicht 
‘auf den hier behandelten Fall mechanischer Systeme; ob eine solche Kritik im Falle 

der Hohlraumstrahlung zu fruchtbaren Resultaten fiihren kann, laft sich zurzeit 

| nicht entscheiden; ich méchte annehmen, da der Fall des Hohlraums dem des 
| Kristallgitters vollkommen analog ist. 
5) W. Heisenberg, Mehrkérperproblem und Resonanz in der Quanten- 
~mechanik, ZS. f. Phys. 88, 411, 1926; im folgenden als (I. c.) zitiert. 
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(bei Vernachlissigung aller Strahlungskrafte) zunachst in den Zustiinden » 
und m, d.h. W2 = E,, W° = E,, befinden; sie werden durch eine sehr 
kleine Wechselwirkung gekoppelt. Dann besteht Resonanz zwischen 
beiden Atomen; diese Resonanz lé$t sich anschaulich auf zwei ver- 
schiedene Weisen beschreiben : 

1. Es werden im Laufe der Zeit mit einer gewissen Haufigkeit 
Energiespriinge vorkommen, derart, daB sich gleichzeitig W® diskonti- 
nuierlich von E, nach EH, und W® von Ey, nach E,, oder umgekehrt 
indert. In anderen Worten, im Laufe der Zeit wird das , Lichtquantum “ ') 
(E,, — Em) immer wieder einmal vom Atom a zum Atom 6 iibergehen, 
nach irgendeiner Zeit wieder zu a zuriickkehren. Im Mittel wird das 
Lichtquantum aus Symmetriegriinden die Halfte der Zeit im Atom a, die 
andere Halfte im Atom Db sein. 

2. Die Resonanz ist als korrespondenzmabiges Analogon der klas- 
sischen Wechselwirkung zwischen zwei Oszillatoren anzusehen. Deshalb 
wird die Energie mit einer langsamen Schwebungsfrequenz zwischen den 
Atomen a@ und b hin- und herpulsieren. Die Energie eines Atoms ist 
eine harmonisch-periodische Funktion der Zeit. In dieser Form wider- 
spricht die Beschreibung II der Beschreibung I vollstiindig. Durch die 
Quantenmechanik wird jedoch diese Korrespondenzbeschreibung wesentlich 
modifiziert und einer mathematischen Behandlung zugiinglich gemacht: 
Es hat, bei einem bestimmten Zustand des Gesamtsystems, keinen Sinn, 
von der Energie eines Atoms als Funktion der Zeit zu sprechen. Nur 
die Zeitmittelwerte irgend einer von der Zeit abhiingigen GréSe haben 
einen physikalischen Sinn bei einem bestimmten Zustand des Gesamt- 
systems. Die Energie eines Atoms ist im hier betrachteten Falle formal 
darstellbar durch eine Matrix, die einer harmonischen Funktion der Zeit 
entspricht. Die harmonischen Glieder dieser Matrix sind aber je zwei 
Zustiinden des Gesamtsystems zugeordnet. Solange keine Ubergiinge des 
Gesamtsystems in Betracht gezogen werden, sind nur die obigen Zeit- 
mittelwerte prinzipiell beobachtbar. 

Es soll gezeigt werden, da fiir alle prinzipiell beobachtbaren Effekte 
die Beschreibung II der Beschreibung I aquivalent ist. Die erste Frage 
sei zuniichst, ob es méglich sein wird, etwa durch StoSprozesse mit emem 
der beiden Atome Energiewerte experimentell festzustellen, die irgendwo 
zwischen H, und KE, liegen. Die Antwort lautet von beiden Be- 
schreibungen aus: nein. Im Falle I] braucht man nur die Grund-_ 


1) Man sollte vielleicht besser ,Schallquantum“ sagen, da es sich um | 
mechanische Schwingungszustande handelt. ; 
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- definitionen der Quantenmechanik auf das Gesamtsystem (der beiden 
+ Atome a und b) anzuwenden, um einzusehen, da8 (bis auf GréSen von 
» der Ordnung der Wechselwirkung) nur dieselben Energiedifferenzen 
E,, — E, wie ohne Wechselwirkung bei StoSprozessen iibertragen werden 
kénnen. Um weiterzukommen, sei die quantentheoretische Matrix fiir die 
Energie eines einzelnen Atoms (etwa a) ausgerechnet: Alle Matrizen 
des Systems mit Wechselwirkung gehen aus denen des ungestérten 
Systems durch eine kanonische Transformation mit der Matrix S hervor 


» [l. c. Gleichung (8) und (7)]: 


W' ——- S-} WS, | (1) 
g =*S-4Ag5 4 
hierin ist § [l. c. Gleichung (12)]: 
1 1 L : 1 
Sam; nm — y2’ nm, mn — ya’ re n, nm — y2 Darr mn — ~ yo - (2) 


Bezeichnet man also mit W die Energie des Atoms @ im un- 
_ gestérten System, mit W’ die im gestérten, so wird 
W'? == SGEWAS: (3) 
Dies ist nach (2) eine Matrix mit den Ghedern: 
We nm — 5(£, at engl Woe mn — 5(E,, —— En); | (4) 
Wank nm —— 5 (E, ae E,;) ; Wrin, mn — = (E,, == Borah J 
Als prinzipiell beobachtbare Gréfen in einem bestimmten Zustand, 
z. B. nm des Gesamtsystems, werden anzusehen sein: der Zeitmittelwert 
| von W2 selbst, das mittlere Schwankungsquadrat der Energie, irgend- 
welche Schwankungsmittelwerte. Ganz allgemein kénnen alle diese 
| Schwankungen zuriickgefiihrt werden auf die Zeitmittelwerte irgend einer 
Funktion von W:f(W) (z. B. etwa den Mittelwert von W?, W* usw.). 
Wir rechnen daher den Zeitmittelwert solch einer Funktion f aus: 


| Es wird f= S325 ) 
/ also ; es ni 3(f (E,) =e f (Em)) 
| ebenso wird bonus, moa Eee en): 


| Man sieht ohne weiteres, da diese Werte mit denen, die aus der Auf- 
fassung I gewonnen werden kénnen, véllig identisch sind. Man konnte 
‘die Frage sogar umgekehrt stellen: Gibt es eine Funktion E(t) derart, 
} daB der Mittelwert irgend einer beliebigen Funktion f(£) der Glei- 
} chung (15) geniigt: 
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Man wird dann wohl finden, daS nur Funktionen von dem in Fig. 1 dar- 
gestellten Typus diese Eigenschaft haben, und zwar dann, wenn die 
Gesamtlange der oberen Stiicke der Kurve der Gesamtlinge der unteren 
Stiicke im Mittel gleich ist, was genau den Annahmen I entspricht. 

Das Resultat ist also, daS die Quantenmechanik in dem hier be- 
handelten Falle hinsichtlich aller Schwankungsgréfen zu den gleichen 
Resultaten kommt wie die Diskontinuumsvorstellung, in anderen Worten, 
es zeigt sich, daB die Tatsache 


Sf) \—— : — —— — der Diskontinuitat in ungezwun- 
EA EN es __ __ gener Weise dem System der 
| Quantenmechanik eingefiigt ist. 
F Es scheint, als ob die Quanten- 
mechanik ebensoviel und ebenso- 
a aa wenig tiber die diskontinuierlichen 

gay te 


Vorgiinge auszusagen gestattete, 
als wirklich priifbar ist. Die Zeitpunkte der Ubergiinge, iiberhaupt die 
Ubergange selbst kommen in diesem Schema nicht vor. Es ist also 
unsere Meinung, da8 in der Fig. 1 nur die Gesamtliinge der oberen und 
unteren Stiicke der Kurve eine physikalische Bedeutung hat. 

Es mag noch hinzugefiigt werden, da8 alle Rechnungen nur in der 
Naherung durchgefiihrt wurden, in der die Wechselwirkung der beiden 
Atome als verschwindend klein betrachtet werden kann. Dies ist aber 
eben die Naberung, in der das Problem iiberhaupt definiert ist. Der 
Begriff , Energie eines Atoms“ hat ja nur so lange einen bestimmten 
Sinn, als die Wechselwirkungsenergie vernachlassigt werden kann. 

§ 2. Der mathematische Grund fiir die Ubereinstimmung der quanten- 
mechanischen Schwankungsmittelwerte mit denen der Diskontinuums- 
theorie ist die Form der kanonischen Transformation (1), (5). Diese Form 


hat andererseits in der Quantenmechanik so allgemein Geltung, daB sich’ 


die oben angestellten Schwankungsiiberlegungen auf die allgemeinsten 
vorkommenden Falle erweitern lassen. Zunachst ist die Annahme von 
$1, daB a und b zwei Atome seien, unwesentlich; es koénnen irgend- 
welche gleichartige mechanische Systeme sein. Ferner bleiben alle Be- 
trachtungen auch dann richtig, wenn die Wechselwirkung mehrerer 
gleichartiger mechanischer Systeme betrachtet wird. Es weist dann das 
ungestirte System eine héhere Entartung auf. Die Form (1), (5) der 
kanonischen Transformation bleibt jedoch stets erhalten, nur die Matrix S 
selbst wird anders. Auf die Werte von § kam es fiir die Uberein- 
stimmung der Diskontinuumsschwankungen mit den. quantenmechanischen 


é 
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Sehwankungen gar nicht an, nur die Form der kanonischen Trans- 
_ formation war wesentlich. Bezeichnet man etwa die Zustiinde irgend- 
eines gestérten mechanischen Systems mit ,«%“, die Zustinde des ungestirten 
Systems mit ,6*. Dann bedeutet eine kanonische Transformation (1), (5) 
im Sinne der Diskontinuumsvorstellung folgendes: Befindet sich das 
_ gestoérte System im Zustand w, so ist | Se? die Wahrschein- 
lichkeit dafiir, daB (bei StoBprozessen, bei plétzlichem Auf- 
)héren der Stérung usw.) das System im Zustand B betroffen 
wird. Fiir jede Funktion etwa von W® gilt z. B. nach (5): 


fa (W*) = =| Se al f(We), (6) 


wo Ws denjenigen Wert von W* bezeichnet, den das System a im 
Zustand #6 annimmt. Nach allgemeinen Prinzipien gilt natiirlich 


| 


Aree, (7) 


Sy | Be p 
B 


Als zweite Erweiterung kann die Annahme verlassen werden, dah 
es sich um gleichartige mechanische Systeme handelt. Es soll nur 
vorausgesetzt werden, daf die gleiche Energiedifferenz H, — H,, in allen 
Systemen vorkommt, da es sich sonst (eben fiir die Systeme, in denen 
sie nicht vorkommt) gar nicht um einen Fall von Resonanz handeln 
wiirde. In den Worten der Diskontinuumsvorstellung: es soll das Licht- 
quant 1, — E,, in allen Systemen Platz finden kénnen. Die Rechnungen 
des § 1 kénnen auf diesen Fall ungeindert iibertragen werden. 


Die dritte Erweiterung, die vorgenommen werden soll, bezieht sich 
jauf die Art der GréBe, deren Schwankungen untersucht werden. Die 
bisherigen Uberlegungen werden nicht geindert, wenn statt der Energie 
des Teilsystems irgend eine andere GréBe betrachtet wird, die im un- 
gestérten Falle durch eine Diagonalmatrix dargestellt werden kann. Zu 
diesen GréSen gehért z. B. der Gesamtdrehimpuls, der Drehimpuls um 
eine feste Achse usw. Die Schwankungsmittelwerte aller dieser GréSen 
stimmen nach der quantenmechanischen Rechnung von § 1 mit den aus 
der Diskontinuumsvorstellung folgenden Schwankungsmittelwerten iiber- 
ein. Sofern man iiberhaupt iiber die Energie, den Dreh- 
-impuls usw. eines mechanischen Systems als Funktion der 
Zeit sprechen will, kommen nach der Quantenmechanik nur 
| Funktionen von dem in Fig.1 gezeichneten Typus in Be- 
tracht. Als Wahrscheinlichkeitskoeffizienten gehen iibrigens immer die 
-gieichen GréBen | 8,5 |? ein. 
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Endlich werden die Uberlegungen des § 1 auch fiir den Fall aperio- 
discher Bewegungen ihre Giiltigkeit beibehalten, da die Form der 
kanonischen Transformation (1), (5) ja allgemeine Giiltigkeit hat. Als 
Beispiel mag zum Schlusse noch angegeben werden, in welcher Weise 
die von Born, Jordan und dem Verfasser (1. ¢.) angegebenen Rech- 
nungen iiber Schwankungen in eimem Kristallgitter in den hier aus- 
gefiihrten Uberlegungen enthalten sind. Es handelt sich um Energie- 
schwankungen in einem kleinen Teilyolumen eines Kristalls. — Im 
ungestirten System soll das Teilvolumen aus dem Kristall heraus- 
geschnitten sein. Dann besteht im gestirten System Resonanz hin- 
sichtlich aller derjenigen Eigenschwingungen, deren Frequenz fiir Kristall 
und Teilvolumen im ungestérten System die gleiche ist. Dies ist an- 
genihert der Fall fiir alle Eigenschwingungen, bei denen die Wellen- 
langen klein gegen die Lineardimensionen des kleinen Teilvolumens sind. 
Nur fiir solche Eigenschwingungen hat also das Schwankungsproblem 
einen bestimmten Sinn. Aus den ,Uberlegungen des § 1 kann ohne 
Rechnung vorausgesehen werden, da die Berechnung des mittleren 
Schwankungsquadrats und aller héheren Schwankungsmittelwerte nach 
der Quantenmechanik das gleiche Resultat geben mul wie die Bose- 
Einsteinsche Lichtquantenstatistik. (Eben die letztgenannte Statistik 
deswegen, weil auch in der Quantenmechanik stets nur nach den 
Energiewerten der stationiren Zustinde gefragt wird, vgl. l. c. Quanten- 
mechanik II.) Fir den Fall des mittleren Schwankungsquadrats ist die 
Rechnung explizit in der oben genannten Arbeit , Quantenmechanik II“ 
durchgefiihrt worden. ; 

Die hier durchgefiihrten Rechnungen scheinen mir ein Argument 
dafiir, da8 eine kontinuierliche Interpretation des quantenmechanischen 
Formalismus, also auch der de Broglie-Schrédingerschen Wellen, 
nicht dem Wesen der bekannten formalen Zusammenhiinge entsprechen 
wiirde. Vielmehr ist nach diesen Rechnungen die atsache der Dis- 
kontinuititen harmonisch im mathematischen Schema der Quantenmechanik 
enthalten. 


| 
i 
i 
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Die Druckabhangigkeit der Dielektrizitatskonstante 
einiger Flissigkeiten bis zu 3000 kg/cm’. 
Von S. Kyropoulos in Géttingen. 


) Mit 6 Abbildungen. (EKingegangen am 12. November 1926.) 


Fiir eine Anzahl Fliissigkeiten wurden die Dielektrizititskonstanten von Atmo- 

spharendruck bis zu 3000 kg/cm? mittels ungedimpiter Schwingungen von 4 ~ 350 m 

bei 20°C bestimmt und fiir einige der wichtigsten Fliissigkeiten der Verlauf der 
Lorengz-Lorentzschen Beziehung in diesem Druckgebiet berechnet. 


Die Untersuchung des Geltungsbereiches der verschiedenen 
Refraktionsformeln, besonders der Lorenz-Lorentzschen Beziehung 
fiir den Verlauf der Molekularpolarisation mit Anderung des Druckes ist 
der Anla8 zu einer Anzahl friiherer Arbeiten gewesen'). Namentlich 


- im Sinne der Theorie der molekularen Dipole *®) war mit der Méglichkeit 


zu rechnen, da bei hohen Drucken bei den assoziierenden Fliissigkeiten 
Assoziationsprodukte mit vermindertem Moment, z. B. Quadrupole, auf- 
treten kénnten, was sich am Verlauf der Molekularpolarisation bemerkbar 
machen kénnte. 

Da die experimentell herstellbaren Drucke im allgemeinen mabig 
gegen die inneren Drucke in so hoch kondensierten Systemen wie den 
Fliissigkeiten sind, d. h. miSig gegen die van der Waalsschen Krifte, 
‘so kommt es auf die Erzeugung miéglichst hoher Drucke an und auf 
yméglichst genaue Messungen an ausgesprochenen Dipolfliissigkeiten. 

In der vorliegenden Arbeit wurden die Dielektrizititskonstanten 
von 11 Fliissigkeiten bis zu Drucken von immerhin etwa 3300 kg/cm? 
gemessen. Die Fliissigkeiten sind: Athylither, Schwefelkohlenstoff, 
Chloroform, Petrolather, Aceton, Athylalkohol, Methylalkohol, Wasser 
und Pyridin sowie Tetrachlorkohlenstoff und Benzol. Bei diesen beiden 
konnte die Druckabhingigkeit wegen der eintretenden Kristallisation nur 
bis zu 1000 bzw. 390 kg/cm? verfolgt werden. Das Druckgebiet ist bei 
Tetrachlorkohlenstoff noch groB genug, um einen Vergleich mit Chloro- 


form zu gestatten. 


1) OC. W. Réntgen, Ann. d. Phys. 52, 599, 1894; F. Ratz, ZS. physik. 
Chem. 19, 86, 1896; R. Ortvay, Ann. d. Phys. (4) 36, 1, 1911; G. Falckenberg, 
ebenda (4) 61, 145, 1920; F. Waibel, ebenda (4) 72, 161, 1923; Ch. Francke, 


| ebenda (4) 77, 159, 1925. 


*) P. Debye, Handb. d. Radiologie 6, 614 ff., 1924. 
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Die MeBStemperatur lag meist um 20°C. Vereinzelte Serien bei 
niedrigerer Temperatur zeigten keinen Unterschied dagegen. Zur Druck- 
erzeugung wurde der von Tammann und seinen Schiilern vorwiegend 
mur Bestimmung von Schmelzkurven angewandte und beschriebene ‘) 


Apparat benutzt, Die durch den Endzweck bedingten Abweichungen 


Fig. 1. 


sind in Fig. 1 skizziert. Zur Druckiibertragung diente Rizinusél. Dieses 
wurde vom Druckapparat durch eine Stahlkapillare in das  stiihlerne 
U-Rohr U gedriickt, dessen Schenkel @ und b zur Hiilfte mit Ol bzw. mit 
der Untersuchungssubstanz gefiillt waren. Beide Fliissigkeiten waren 
voneinander durch eine Quecksilberschicht getrennt. Vom U-Rohr fiihrte 
eine zweite Stahlkapillare zum Stahlzylinder B, der den Mefkondensator C 
enthielt. Zum Druckapparat hin war die Kapillare in ein gréferes 
Stahlrohr hart gelétet, welches am Ende zu einer gehiirteten Schneiden- 
dichtung ausgebildet war. Diese wurde an der dazu vorgerichteten 
Stelle mittels Uberwurfmutter am Druckapparat festgezogen. Alle 


1) Kristallisieren und Schmelzen, 8. 194f, Leipzig 1903. 
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sonstigen Verbindungen erfolgten durch Konusdichtungen mit Uberwurt- 
mutter. Die Enden der Stahlkapillaren waren jeweils durch die Konusse 
hindurchgeschraubt und dicht verschweiSt. Hierauf wurden die Konusse 
soweit gehirtet, daS sie etwas weicher blieben als ihre Sitze, in die sie 
wie Automobilventile eingeschliffen wurden. Bei sorgfiltiger Arbeit 
_ und Montage hielten diese Dichtungen gut Drucken bis zu 8500 kg/em? 
stand. Bei der im Laufe der vorlie- 
) genden Arbeit auBerordentlich haufig 


notwendigen Demontage muften die 
Dichtungen natiirlich haufig erneuert 
Sta 


oder nachgearbeitet werden. Das den 
 Kondensator enthaltende Druckgefag 


hatte eine Linge von 18cm und einen 
AuSendurchmesser von etwa 6m bei 
einer Bohrung von 17mm. Die Fliissig- 
_keitszuleitung erfolgte von unten. Oben 
war der den Kondensator tragende 


Konus festgezogen. Dieses Aggregat ri 2 
ist in Fig. 2 abgebildet. Die Bombe i 
tauchte bis zu ihrem oberen Ende in ein Wasserbad ein, welches vor 
jeder Messung 10 bis 15 Minuten Jang gertihrt wurde. 

Es wurden zwei Zylinderkondensatoren benutzt mit Kapazitiiten 
| von 34,00 bzw. 0,741 em. Der grofbe Kondensator bestand aus zwei 
} ineinandergesteckten Messingrohren, die durch eingelétete Messingkreuze 
| abgeschlossen waren und durch die isolierende Elfenbeinbuchsen mit 
| ;Ansétzen hindurchfiihrten. Zur Sicherheit wurden zwischen die Kreuze 
| noch Glimmerblittchen gelegt. Das obere Messingschraiubchen, welches 
‘durch die Buchse hindurch in das Kreuz des Innenzylinders geschraubt 
}war, hatte Doppelgewinde und war in den konischen Stahldraht ge- 
}schraubt, der als Zuleitung durch die konische Elfenbein-Isolierdichtung 
| ttihrte, die im oberen Stahlkonus sab (Fig. 2). Die Anbenlange des 
| Kondensators betrug 64 mm, sein Aubendurchmesser 15mm. Der kleine 
/Kondensator bestand aus einem etwa 14mm weiten und 20 mm Jangen 
! AuBenzylinder, der an drei Stellen mit Drahten an den Konus gelotet 
jand mit diesem zusammen stark vernickelt war. Kin etwa 15 mm langer 
Nickelstift von etwa 4mm Dicke, in die Zuleitung geschraubt, bildete 
‘ten Innenzylinder. Die Verschraubungsstelle des Nickelstiftes wurde 
durch jeweils der Untersuchungsfliissigkeit angepabte Schutztiberztige 
vor Benetzung geschiitzt. Die Dimensionierung und Form des kleinen 
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Kondensators bildete den Gegenstand einer besonderen Untersuchung 
und wurde auf Grund von Messungen in der Wheatstoneschen Briicke 
so gewahlt, daf die Wirkung als Leitfahigkeitsgefab méglichst gegen 
die Kondensatorwirkung zuriicktrat. Nachdem die Kondensatoren mit 
ihrem Konus einmal langere Zeit unter Druck gestanden hatten, ver- 
anderte sich ihre Kapazitat nicht mehr, wie gelegentliche Kontroll- 
messungen zeigten. Die Bombe war geerdet und als Aufenbelegung 
des Kondensators gleichfalls mit der MeBSapparatur verbunden. 


Der Elfenbeinkonus befriedigte hinsichtlich Isolation und Festigkeit 
und bedurfte nie der Erneuerung. Infolgedessen wurden nach dem 
Scheitern von Vorversuchen mit einem Bernsteinkonus keine Versuche- 
zur Umkonstruktion der Durchfithrung mit Riicksicht auf seine Material- 
eigenschaften gemacht. 

Die MeSanordnung bestand aus zwei ungedimpften Schwingungs- 
kreisen mit Rohren in der Meissnerschen Schaltung. Die Ausfiithrung war 
weitgehend der von Pungs und Preuner?) nachgebildet und ergab eine 
Wellenlinge von etwa 350 m. Als Anodenbatterie wurde entweder eine 
Trockenbatterie oder eine stationére Akkumulatorenbatterie von etwa 
80 Volt verwendet. Als Rohren gentigten fiir die meisten Zwecke 
Telefunkenréhren fir Uberlagerungsempfang; fiir die Wassermessungen 
und einige Alkoholmessungen wurden Schottréhren mit etwa 1,2 Amp. 
Heizstrom verwendet. Die eigentliche Messung der Kapazitaten erfolgte 
durch Substitution. Der Kondensator des einen Schwingungskreises 
war derart an eine Wippe gelegt, daf ihm abwechselnd der Flissigkeits- 
kondensator und ein Kohlrauschscher MeBplattenkondensator parallel 
geschaltet werden konnte. Im Detektorkreise wurde bei zugeschaltetem 
Druckkondensator der Frequenzunterschied der beiden Kreise als 
Differenzton abgehért und im allgemeinen mittels eines kleinen Hilfs- 
kondensators auf a oder g nach einer Stimmgabel eingestellt. Nun 
wurde der MeSkondensator an Stelle des Druckkondensators dem Haupt- 
Kondensator parallel geschaltet und auf denselben Differenzton gestellt, 
diese Stellung durch wiederholtes Umschalten kontrolliert und durch 
Annihern der Hand sichergestellt, daf das GroBSenverhaltnis der 
Frequenzen der Schwingungskreise nicht umgeschlagen war. Hierauf 
wurde der Druck um etwa 250 bis 500 kg/cm? erhoht und nach etwa 
15 Minuten die Kreise neu erregt, wieder mit eingeschaltetem Druck- 
kondensator auf den vorigen Differenzton gestellt, dann der Lat 9 


1) L. Pungs und G. Preuner, Phys. ZS. 20, 548, 1919. 
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~kondensator an Stelle des Druckkondensators geschaltet und auf beider- 


seitige Tongleichheit nachgestellt. Die Plattenstellungen bzw. Ver- 
schiebungen wurden aus der Mikrometerteilung, und soweit méglich, mit 
schwacher Mikroskopvergréferung und Okularmikrometer abgelesen und 


nach der Kirchhoffschen Formel, soweit angingig graphisch, im 


" 


Kapazitatsdifferenzen umgerechnet. Zur Messung von Dielektrizitats- 


)konstanten selbst und zur Eichung der Kondensatoren wurden diese 


direkt in Gliser mit den betreffenden Fliissigkeiten und Vergleichs- 
flissigkeiten getaucht und unter sorgfaltiger Beibehaltung der Stellung 
aller Teile gemessen. Als Grundlage wurde der Turnersche Wert fiir 
Benzol angenommen. Bei grofen Kapazititen wurde dem MeSplatten- 
kondensator noch em geeichter Gerdienkondensator parallel geschaltet. 
Eine einfache Uberlegung zeigt, daB bei dieser Methode der Einflu8 der 
konstanten beiderseitigen Zuleitungskapazititen eliminiert wird. 


Im allgemeinen wurden etwa je vier Kapazitatsdruckkurven aui- 


-genommen bei nahe gleicher Temperatur, die auf Zehntelgrade konstant 


gehalten wurde. Die Hihe des Enddruckes, der sich einstellte, hing 
sehr von der Geschwindigkeit der Drucksteigerung und der Zimmer- 
temperatur ab. Daher lie® sich ein bestimmter Druck mit Leichtigkeit 
nur auf rund 50 kg/cm? vorausbestimmen. Die Werte wurden zunichst 
gemittelt und die Kapazititssteigerungen fiir runde, dezimale Druckwerte 
in Zentimetern interpoliert. Die Kurven der Kapazititssteigerung in 
Abhangigkeit vom Druck waren dann bereits recht ausgeglichen, wie 
sich auch an den Differenzenkurven zeigte. Grobe Fehler, die sich hin 
jund wieder besonders durch Lecken der Druckapparatur bei hohen 
Drucken einstellten, machten sich so ohne weiteres, besonders in den 
Differenzenkurven, bemerkbar. 

Bei den stark assoziierten Dipoltliissigkeiten vom Aceton bis zum 
Wasser war mit Stérungen durch das Leitvermigen zu rechnen. Selbst 
geringes Leitvermégen machte sich bereits durch starke Dampfung des 
Telephontones geltend. Es bereitete zunachst Schwierigkeiten, das Leit- 
vermégen unschadlich zu machen, bis sich herausstellte, daB dieses viel- 
mehr von dem Lésungs- und Jonisierungsvermégen dieser Fliissigkeiten 
fiir Salzspuren, als von ihrem Eigenleitvermégen herriihrte. Destilherte 
man die in Rede stehenden organischen Flissigkeiten wiederholt sehr 
langsam und mit hohen Destillieraufsitzen von ihren Reinigungs- und 
Trockenmitteln ab, sptilte die gesamte Apparatur, soweit sie mit der 
Untersuchungsfliissigkeit in Beriihrung kam, aufs sorgfaltigste damit aus 
und fiillte unter peinlicher Vermeidung der Beriihrung mit anderen als 
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so gereinigten Teilen ein, so war, wenn auch das saubere Zusammen- 
setzen vollkommen gelang, keine Spur mehr von Tondampfung wahr- 
zunehmen. Da bei den Alkoholen, besonders aber beim Wasser, dieser 
Idealzustand nicht immer wihrend der ganzen Messung bestehen blieb, 
so wurden bei diesen Fliissigkeiten oft 6 bis 25 Neuftillungen - vor- 
genommen. Am schwierigsten gestalteten sich die Me8vorbereitungen 
beim Wasser. Dieses selbst konnte leicht in ausreichender Giite be- 
schafft werden. Indessen muften U-Rohr, Kapillaren und Bombe 
peinlich gesiubert, angewarmt und mit einer Schutzschicht tiberzogen 
werden. Diese geriet nicht immer vollkommen, so da sie manchmal 
friiher oder spiter wihrend der Messungsserie schadhaft wurde und das 
Wasser verunreinigte, wie sich an zunehmender Tondimpfung bemerkbar 
machte. Diesen ,gedimpften* Einstellungen entsprachen regelmafig zu 
geringe Kapazitatssteigerungen. 

Die Kondensatoren wurden durch Kapazitiitsbestimmung mit 
Fillungen bekannter Dielektrizitatskonstanten in der Weise geeicht, dab 
der Kondensator mit kurzen Zuleitungen in ein Glasgefa oder in die 
Druckapparatur auf eine Seite der Wippe gestellt wurde, wihrend sich 
auf der anderen der Mefplattenkondensator und parallel dazu der 
Gerdienkondensator befand. Dieser war sowohl nach der Thomsonschen 
als auch nach der Schwingungsmethode geeicht worden. Bezeichnet man 
mit a die Summe der unbekannten Zuleitungskapazitaten des zu eichenden 
Zylinderkondensators, mit y seine unbekannte Kapazitat, mit A bzw. B 
die Summe der Kapazititen, die am Gerdienkondensator und am Meb- 
plattenkondensator eingestellt wurden, und mit zg die Summe der 
Zuleitungskapazitiiten auf dieser Seite, so ergeben sich fir jedes Paar 
Eichmessungen zwei Gleichungen vom Typus: # + y.é, = 4+ 2 und 


hieraus y = Wie die Versuche zeigten, veriinderte sich y nicht 


€ = 83 

merklich durch Einsetzen des Kondensators in die Bombe. 
In derselben' Weise wurden die Dielektrizitaitskonstanten der 
Fliissigkeiten bei Atmosphirendruck gemessen. | 
In den folgenden Tabellen, die die Zahlen fiir die einzelnen 
Flissigkeiten enthalten, bedeutet P den Druck, 4c die Kapazitiits- 
zunahme von P = 1 bis zu der betreffenden Druckstufe in Zentimetern, 
© die Kapazitit des gefiillten Druckkondensators bei der betreffenden 
Druckstufe in Zentimetern, ¢ die Dielektrizitatskonstante, d die Dichte, 
e—l1 1 


£—_._, MP, ihr Produkt mit 
e+ 2d 


L die Lorenz-Lorentzsche Funktion 
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H 
dem Molekulargewicht (MG), die Molekularpolarisation, und LZ’ die 


: 
i Funktion : 7 
> ¢ 


ay Die Drucke konnten aut etwa 3 kg/em? genau abgelesen werden. 


und zeigte durchschnittlich tiber das ganze Gebiet um 20 kg/cm? zu 
hohe Drucke an. Die Abhingigkeit der Dielektrizitatskonstante vom 
Reinheitsgrade der Fliissigkeiten iibertrifft die Druckabhingigkeit fiir 
— 20kg. Daher wurde vom Anbringen der Korrektur abgesehen. 

1. Athylather. Der Kahlbaumsche Ather wurde in der fir 
optische Messungen gebriiuchlichen Weise (vgl. Ley, Farbe und Konst. 
_ organ. Verb., Leipzig 1911, S. 226) mit verdiinnter Schwefelsiure, Kali- 
| _ lauge und reinem Wasser geschiittelt, iiber Natrium getrocknet und mit 
) hoher Glaskolonne destilliert. Das mittlere Drittel wurde verwendet. 

 Beim Einfiillen wurden hier wie iiberall Pipetten mit Chlorcalcium- oder 
Phosphorpentoxydrohr und Watteptfropf verwendet. 


Das Versuchsmanometer wurde mit einem geeichten Manometer verg lichen 
a 
BS 
i 
| 
FS 


&g0 — 4,368 gemessen, bezogen auf & 0 — 2,288 fiir Benzol (Turner). 
‘990 — 4,328, Maximaldruck — 3132 ua TE 20,89" MG == 74.08 


P 4 C £90 | y90 1) L MP De 


= —— - 
il — 147,15 4,328 | 0,7137 | 0,7380 | 54,63 | 4,666 
500 15,83 162,98 4,790 0,7605 | 0,7342 54,39 4,984 
1000 27,83 174,98: 5,142 | 0,7863 0,7379 54,65 5,270 


1500 37,50 184,65 5,428 0,8096 0,7367 54,55 | 5,470 
2000 45,60 192,75 5,668 0,8299 0,7339 | 54,36 5,627 
2500 52,85 200,00 0,880 | 0,8477 | 0,7310 | 54,14 | 9,760 
3000 59,35 206,50 6,071 | 0,8631 | 0,7287 | 93,97 | 5,879, 


. 2. Schwefelkohlenstoff. Reinster Kahlbaumscher Schwefel- 
_kohlenstoff wurde durch Stehenlassen und Schiitteln mit Quecksilber und 

: €:e0 — 2,652 gemessen; grofer Kondensator. 

£ &y99 — 2,647, Maximaldruck = 3130 ke, T — 21,29. MG — 76,1. 

5 “i | ak ¢ | ®900 g90 1) iB Hes Ay 

i 1 oa 90,01 2,647 1,263 | 0,2807 21,36 1,305 

a | 3,06 93,07 | 2,739 | 1,310 | 0,2800 | 21,30 | 1.327 

a De 95275 2,818 1,347 | 0,28038 | 21,32 1,350 


M1500 || 7,94 | 97,95 2,881 1,381 | 0,2790 | 21,23 | 1,362 
» 2000 | 9,94 99,95 2,940 1,409 | 0.2787 2f205 | fee 
2500 | 11,80 | 101,81 2,993 1,434 0,2781 21,17 1,390 

| 18,55 | 103,56 3,047 1,456 0,2788 21,20 1,405 


1) Aus den Daten von Bridgman, Proc. Amer. Acad. 49, 1, 1913, berechnet 


35 * 


514 §. Kyropoulos, 


Phosphorpentoxyd gereinigt und destilliert, eine mittlere Fraktion des 


schwach chloroformahnlich riechenden Produktes verwendet. 


3 Chloroform. 


Kahlbaumsches Chloroform wurde in der fiir 


optische Messungen iiblichen Weise (vgl. Ley, 1. c.) mit konzentrierter 
Schwefelsiure, hierauf mit Wasser ausgeschiittelt, tiber Calciumchlorid 


getrocknet und fraktioniert, dann frisch verwendet. 


£18,509 — 4,955 gemessen; grofer Kondensator. 
Maximaldruck = 3120kg, T = 18,0°. 


ap 4c C £18,50 

1 — 168,50 4,955 

500 7,84 176,34 5,182 
1000 14,32 182,82 5,377 
1500 19,41 187,91 5,024 
2000 23,61 192,10 5,648 
2500 27,56 196,04 5,764 
3000 30,86 199,34 5,860 

4. Petrolather. Fraktion vom Siedepunkt 54 bis 68° destilliert 


und tiber Kalium getrocknet. 


e18,49 = 1,870 gemessen: § 
Maximaldruck = 3077 kg 


rofer Kondensator. 
ae 18,49. 


ee 


12 4c C 218,40 

1 ca 63,60 1,870 

500. 2,37 65,97 1,940 

1000 3,94 67,04 1,986 
1500 5,20 68,80 2,023 
2000 6,20 69,80 2,053 
2500 7,07 70,67 2,079 
3000 7,70 71,30 2,096 

5. Benzol. Thiophenfreies Benzol Kahlbaum, mehrmals 


gefroren, mit Kalium getrocknet. 


€189 — 


Maximaldruck — 390 kg, 


2,288 (Turner); grofer Kondensator. 
= 18,6°. 


12 4¢ C £180 
1 = 77,79 2,288 
200 0,85 78,64 2,313 
400 1,71 79,50 2,339 


aus- 


or 
_ 
ou 
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6. Tetrachlorkohlenstoff. Kahlbaumsches Praparat, iiber 
Chlorealcium getrocknet, destilliert bei 74°, mittlere Fraktion. 


£180 — 2,246; grofer Kondensator. 
Maximaldruck — 1022kg, T = 17,0 und 18,59. 


I2 | 4c C £180 
| 
) Ignhe| ae 76,36 2,246 
: 250 || 1,28 77,64 2,284 
500 2,44 78,80 2,319 
750, | 3,48 79,84 2,349 
1000. 4,44 80,80 2,377 


7. Aceton. Aceton von Kahlbaum wurde mit Kaliumperman- 
ganat erhitzt und langsam dariiber abdestilliert, dann iiber Chlorcalcium 
getrocknet und abdestillert. Zu Kontrollzwecken und zur Bestimmung 
der Dielektrizitiitskonstante wurde auch Aceton aus der Bisulfitverbindung 

_ verwendet. — Die leichte Salzaufnahme und die daraus hervorgehende 
_ betrichtliche Leitfahigkeit verursachten zunachst grofBe Schwierigkeiten. 
Mehrere Kondensatorformen, teils ganz in Glas eingeschlossen, mit Queck- 
silberverschlu$8 wurden versucht. Es zeigte sich, da bei sorgfaltiger 
Reinhaltung der kleine Zylinderkondensator Fig. 2 allen Anforderungen 
geniigte. Die Vorversuche zeigten, daB Leitfahigkeit, d. h. Salzgehalt, 
der hier durch Schiitteln mit wasserfreiem Natriumsulfat variiert wurde, 
stets zu kleine 4c-Werte ergab. Die Versuche umfaften 20 Messungs- 
serien. Wegen der Kleinheit der Gesamtkapazitaét und daher auch der 
| dc-Werte wurden bei den stark assoziierten Dipolfliissigkeiten mit grofer 
Hy Dielektrizitatskonstante zahlreichere Beobachtungen gemacht und die 
| Plattenabstande des MeBkondensators stets mikroskopisch gemessen. Die 


£990 — 21,50 gemessen; kleiner Kondensator, C = 0,741 cm. 

T = 18 bis 19°, Maximaldruck — 3226 kg, kleinstes MG — 58,05. 
12 dc CO &9()0 dg0 ) L MP Gr 5 
1 — 15,93 21,50 0,7920 1,101 | 63,96 25,90 
500 0,91 16,84 22,73 0,8284 | 1,061 | 61,60 26,21 
1000 1,60 17,50 23,62 | 0,8523 | 1,036 60,13 | 26,51 
— 1500 2,14 18,07 24,40 0,8749 | 1,0135 5S.Siy he a26.74. 
1, 2000 2,60 18,53 25,01 0,8950 0,9933 57,65 26,82 
fe 2500 3,02 18,95 Qoyo9) 0,9120 0,9772 56,76 26,94 
3000 3,32 HOE25), | 20,99 0,9281 0,9620 55,82 26,91 


Abnahme von J von 1 bis 3000 kg/em?: 12,75 Proz. 


1) Bridgman, l.c. 
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Kapazitat des Druckkondensators war speziell der mit dem gegebenen 
Me8kondensator (Plattendurchmesser etwa 40 mm) erreichbaren maximalen 
Ablesegenauigkeit angepalit. 

8. Athylalkohol. Kahlbaumscher absoluter Alkohol wurde 
mehrere Wochen lang tiber gebranntem Kalk aufbewahrt und abdestilliert. 
Etwa 20 Messungsserien wurden ausgetiihrt. In der experimentellen 
Technik bot das Arbeiten mit Alkohol nach Durchfiihrung der Vor- 


arbeiten und Messungen am Aceton keine besonderen Schwierigkeiten mehr. 


£190 — 25,84 gemessen; kleiner Kondensator. 
€990 == 25,71, Maximaldruck — 3300kg, 7 = 14 bis 199, kleinstes MG@ = 46,05. 
notin | Bite ll ‘ ene 37208 dg90 1) i ux ue 
=== —— —————— Se 
1 i — | 19,05 sya 0,7894 1,130 52,04 | 31,30 
500 || 0,77 19,82 26,76 0,8231 1,088 50,11 31.29 
1000 |} 1,88 | 20,43 27,58 0,8484 1,059 48,77 31,32 
1500) 193 | 20,98 | 28,31 
o r) 2 ? | 2 rs ras ap a ra 
2000 2p) je zlead 28,88 0,8882 1,016 46,80 31,35 
2500 || 2,80 | 21,85 PASS — =a — 
3000 3,24 | Pps) 30,08 | 0,9178 0,9880 45,49 31,68 


Abnahme von ZL von 1 bis 3000 kg/em*: 12,4 Proz. 


9. Methylalkohol. Kahlbaumscher Methylalkohol wie Athyl- 
alkohol behandelt. Wegen schwacher Absorption im beiden Schwingungs- 


kreisen Schottréhren benutzt. Etwa 20 Messungsserien. 


7T = 19,0°, Maximaldruck — 3438 kg, kleinstes MG — 32:03 eee 


Pil ae C £990 dogo ) L MP Lt 
iL — 25,05 83,79) | (O70 1,158 37,08 41,42 
500 || 1,10 26,15 35,28 | 0,8250 | 1,115 35,70 41,55 
1000 | 2,02 27,07 36,51 | 0,8503 | 1,085 34.73 41 
1500 2,82 27,87 37,61 _— = = == 
2000, 363 | 2858 | 38,55 | 0,8912 | 1,089 | 33,29 42,13 
2500 || 4,13 Bote 1 30,00. ee a 2 
3000 4,70 29,75 40,14 0,9220 1,007 32,26 42,46 


Abnahme von L von 1 bis 3000 kg/em®: 13,03 Proz. 


10. Wasser. Das benutzte Wasser war ein Goldkiihlerdestillat. 
Siimtliche damit in Bertihrung kommenden Teile der Apparatur wurden 


mit einem Schutziiberzug versehen. Zu diesem Zwecke wurden Asphalt- 


lack, Zaponlack und endlich emé Lésung von reinem Paragummi und 


Paraffin verwendet. Zur Herstellung des Uberzuges wurden U-Rohr, 


1) Bridgman, 1. c., nach Landolt-Bérnstein 5. Aufl. 1923, 8.1226. 


v 
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| Stahlkapillaren und Druckbombe auf etwa 50° erwirmt, die Lésung 


hineingefiillt und durch die Kapillare gesogen. Der Paraffingummiitiberzug 
bewahrte sich am besten, multe aber gleichwohl vor jeder Neufiillung 
erneuert werden. Trotzdem kam es hiufig vor, daf besonders bei hohen 
Drucken im Laufe der Versuchsserie der Schutziiberzug irgendwo durchlissig 
und das Wasser verunreinigt wurde, was sich durch Dampfung des Differenz- 
tones oder auch durch voélliges Aussetzen der Schwingungen bemerkbar 


" machte. Die Richtigkeit der Kapazititsmessungen bei vélliger Reinheit 


des Wassers, trotz merklicher Absorption, die die Anwendung der Schott- 
réhren praktisch unumgiinglich machte, ergibt sich aus dem gemessenen 
Werte von ¢ fiir Atmosphirendruck. Eime weitere Schwierigkeit ergab 
sich daraus, da8 beim Einfiillen auch ein Ubertreten des Wassers etwa 
bis an die Gewindegiinge fiir die AbschlufSschraube unbedingt vermieden 


' werden mubte, da dort wihrend des Zusammenbaues die Schutzschicht 


verletzt wurde. Trat wihrend der Vorbereitungen dann Wasser in die 
Génge und dann wieder zuriick in die Bombe, so war die Fiillung meist 


~unbrauchbar. Aus der zu beobachtenden Vorsicht ergab sich die Méglich- 


keit eines anderen Ubels, des Einschlusses von Luftblasen in der Bombe. 
Infolgedessen diiriten bei einigen Messungen besonders die ersten Druck- 


~stufen durch Luitblasenkompression gefilscht und ein zu grofes 4e¢ vor- 
getauscht sein. 


Aus den angefiihrten Griinden mufiten etwa 30 Messungsserien aus- 
gefiihrt werden. Die Dielektrizitiitskonstanten-Druckkurve hat méglicher- 
weise gleich der des Athylalkohols etwa bei 2300 kg/cm? einen schwach 


4 ausgepragten Wendepunkt. Die Genauigkeit der Messung der Kapazitits- 


differenzen beim Wasser steht der der vorigen Messungen nach und betragt 
etwa 2 Proz. Die Zahlen diirften eher zu niedrig, als zu hoch sein. 


| £19,309 — 80,82 gemessen; kleiner Kondensator. 

6990 = 80,79, Maximaldruck — 3248kg, 7 = Obis199, kleinstes MG — 18,01. 

va | 4c C 90 dye 1) L MP rol 

ii} 

ees — ieroo.84 || ws0s79 0,9982 0,9660 WEB) |) Ase) 

“500 | 1,71 61,55 83,07 | 1,019 0,9460 | 17,038 | 80,5 

HOOO || 13,27 63,11 85,20 | 1,038 0,9304 usec PT esaleal 

1500 4,67 64,51 | 87,03 1,056 0,9152 16,48 | 81,5 

2000 | 0,93 Garr’, 88,72 1,072 0,9020 16,24 81,8 

2500 || 7510 66,94 | 90,34 1,087 0,8901 16,08 82,2 

3000 8,25 68,09 | 91,90 1,101 0,8802 15,85 82,58 


Abnahme von J, von 1 bis 3000 kg/cem?: 8,9 Proz. 


be: 1) Aus Bridgmans Daten, Proc. Amer. Acad. 47, 439, 1912, Tabelle S. 539. 
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11. Pyridin. Pyridin Kahlbaum wurde mit Kaliumpermanganat 
destilliert, mit Bariumoxyd getrocknet, davon abdestilliert und von einem 
abermaligen Destillat die mittlere Fraktion verwendet. Siedep. 113° bei 
745,6mm Druck. Die Dielektrizititskonstante wurde gegen Ather und 
Benzo] bestimmt. Als Flissigkeit mittlerer Dielektrizitatskonstante wurde 
fiir diese Messung, wie fiir die Eichung des kleinen Kondensators auch 
frisch gereinigtes und destillertes Anilin benutzt, dessen Dielektrizitats- 
konstante ‘gegen Benzol zu é970 = 7 ,35 gemessen wurde. Als Mittel- 
wert ergab sich fiir Pyridin é150 = 13,93-+ 0,03. Sieben Serien; die 
Messung erfolgte hier etwa alle 250 kg/cm? ohne Schwierigkeit und zeigte 
die bequem erreichbare Genauigkeit bei sehr kleinen Kapazitatsdifferenzen, 
wo Stérungen durch Verunreinigung wegfielen. 


£150 — 13,93, kleiner Kondensator. T — 16 bis 19°, Maximaldruck = 2560 kg. 
(ne a 
iP | 4c Cc £150 
\| 

je omic = 10,32 13,93 
BBO" fs, O23). nd ilognnielidees 14,24 
500 0,43 10°75 14,50 
750 0,61 10,93 14,75 
1000 0,79 11,11 14,99 
1250 0,96 | 14. 2ee wut 15,23 
1500 | 1,09 merlin 5h 15,40 
1750 || 1,24 i, 5 une 15,60 
2000 | 1,38 1 One| 15,79 
2250 ~~‘ 1,52 11,84 15,98 
2500 || 1,65 111, O17aune| 16,15 


Ubersicht iber die Messungsergebnuisse. 

Die wichtigsten, bei den einzelnen Stoffen tabellarisch zusammen- 
gestellten Daten sind in den Fig. 3 bis 6 graphisch dargestellt. Fiir die 
wichtigsten Dipolflissigkeiten, ferner fiir Ather und Schwefelkohlenstoff 
sind auch die Dichten bis zu Drucken von 12000kg/em* aus den 


Messungen von Bridgman zu bP ae Danach konnte der Verlauf der 
1 
Lorenz-Lorentzschen Funktion as ena ae = fi») fir Ather, Schwefel- 
é 
kohlenstoff, Wasser, Aceton, Athylalkohol und Methylalkohol bis 3000 kg 
berechnet werden. Aus Fig. 5 ist ersichtlich, da diese Funktion fiir 
Ather und Schwefelkohlenstoff praktisch so gut wie konstant ist, mit 
einem ganz geringen Abfall mit steigendem Druck. Dagegen nimmt sie 
stark ab bei den starken Dipolflissigkeiten. Die Abnahme betragt fiir 
Aceton 12,75 Proz., fiir Athylalkohol, Methylalkohol und Wasser 12,4, 
13,03 bzw. 8,9 Proz. Vom Standpunkt der Dipoltheorie ist anzunehmen, 


daf die Abnahme der Molekularpolarisation von einer Zunahme der Zahl 
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der Komplexe geringeren Dipolmoments herrithrt. Gleichgiiltig, wie 
' wohldefiniert man diese Assoziationskomplexe annehmen mag, ist es 
einleuchtend, da mit 
ihrer Vergréferung die 
Wahrscheinlichkeit der 
_Verkleinerung des re- 


) sultierenden Moments 
zunehmen wird. Die 


geringere Abnahme der 
Funktion bei Wasser 
wiirde in diesem Sinne 


den Schluf nahelegen, dab 
hier bereits bei Atmo- 
spharendruck solche 
Komplexe _iiberwiegen, 
-deren Zahl und Grofe 
entweder nicht mehr 
stark zunehmen kann, a 500 1000 1500 2000 2500p 3000 
oder deren Beschaffenheit Fig, 3. 


so ist, da die Veran- 


derung dieser Faktoren 


WASS5Er COS. 


die Molekularpolarisation 


nur relativ wenig beein- 


fluBt. Hinweise auf so 
,starke Assoziation des 
Wassers finden _ sich 
verschiedentlich). Eine 
dementsprechend  gerin- 
gere Assoziation bei 


Atmosphirendruck wire Se 
bei den anderen Dipol- ‘yridin 


flissigkeiten mit stir- gw 


500 7000 7500 2000 2500 9 3000 
kerer Abnahme der ie 


i ; Fig. 4. 
_ Molekularpolarisation an- 


zunehmen. Im iibrigen strebt die Lorenz-Lorentzsche Funktion 
anscheinend einem endlichen Grenzwerte zu in Ubereinstimmung mit den 
theoretischen Ausfiihrungen von Lundblad’). In Fig. 6 ist die Funktion 


1) J. Duclaux, C. R. 152, 1387, 1911. 
») R. Lundblad, ZS. f. Phys. 5, 349, 1921. 
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2 = f(») tir dieselben Flissigkeiten dargestellt. Bemerkenswert ist 
€ 


hier eine gewisse Analogie im Verlauf bei Ather, Aceton und Wasser.. 


> 


Tex, 


E71. 7 Fp) | Methylalkohol 20° 


Attylalkohol_»— 
Ai Ce. i on 2 


Wasser 20° 


Q7 t | 
ki 2 
ig Se 


0 500 7000 7500 2000 2500 3000 


Fig. 5. 


p : 
0.500 1000 7500 2000 2500 3000 


Fig. 6. 


Die Versuche wurden wahrend der Jahre 1921 bis 1924 im Institut ) 
fiir physikalische Chemie ausgefiihrt. | 


(Gbttingen, November 1926. 
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- Reflexion eines beliebigen Strahlenbiindels endlicher 
Offnung an einem mit konstanter Geschwindigkeit 
bewegten Spiegel. 

Von Johannes Picht in Potsdam. 


(Hingegangen am 2. November 1926.) 


Ee — 


)Es werden Formeln fiir die Reflexion am translatorisch bewegten Spiegel bei 
» Annahme beliebiger Form und Offnung des einfallenden Strahlenbiindels hergeleitet. 
Diese Formeln werden auf den speziellen Fall einer Kugelwelle angewandt. 


In einer friitheren Arbeit) habe ich die Formeln fiir Spiegelung 
und Brechung eines beliebigen Strahlenbiindels endlicher Offnung an der 
; ruhenden ebenen Trennungsfliche zweier Medien angegeben. Diese Arbeit, 
anf die zum Verstindnis des Folgenden verwiesen sei, werde mit (1) 
‘zitiert. Es sollen nun entsprechende Formeln fir die Reflexion an 


einem mit konstanter Geschwindigkeit bewegten ebenen Spiegel hergeleitet 


Oo aaa 


werden, den wir zunichst als seitlich ty voraussetzen [siehe I] ?). 


Wir legen ein Koordinatensystem x, y, 2 zugrunde, das dadurch 
bestimmt ist, das zur Zeit t — O der Spiegel mit der yz-Ebene zusammen- 
fallt und die w-Achse in das Innere des Spiegels hineinweist. Die Ge- 
'schwindigkeit des bewegten Spiegels sei in bezug aut dies System 
- gegeben durch den Vektor g = const. 

Wir schreiben zunichst die Gleichungen fiir die Spiegelung einer 
inear polarisierten ebenen Welle hin, wie sich diese aus der Relativitits- 
BP rcorie ergeben. Hierbei setzen wir voraus, daf die Einfallsebene die 
ay Ebene ist, und da8 die Fortpflanzungsrichtung der einfallenden Welle 
mit der positiven Richtung der z-Achse den Winkel @ bildet. AuSerdem 
sei durch @ die Richtung der Polarisationsebene bestimmt, so dab die 
einfallende linear polarisierte ebene Welle*) dargestellt werden kann durch: 


edie isack iene iis ild otha lta a 
=e 


eo = — "cos osmne Fr), 

GC, = + e*! cos mcosae *#E 1, 

ee —— 6)" Sin ong a 

S. — —isnasmoe *F- 7) (1) 
Dy = + e'sinw.cos me **E° 4, 

ye “biel cos cee el 

e—tkl--+:] — e—tklecosa + ysina — 9), | 


1) J. Picht, ZS. f. Phys. 39, 933, 1926. 

2) Diese Voraussetzung kinnen wir nachtriiglich wie in (1) wieder wesentlich 
| eee 

me 3) e Ria ails 
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Die Darstellung der am bewegten Spiegel reflektierten ebenen 
Welle erhalten wir hieraus nach dem von Bateman’) angegebenen 


Transformationsverfahren, indem wir 


e+ 2c q 
x durch 2 % es lr “t und 
ae te (2) 
Ct ey 2 qe 
t durch i 2 = 5” ersetzen. 
= igh C= Ae 
Es ergibt sich so: 
Go — — eirtm, A, cos @ sina, e— tl 
ee — + ¢elatm, A, COS @ COS by = 
GO — 4 eirts, A, sin mes tel 
5? = = eens a. SiN @ SIN Gy C— see (3) 
oy = — ¢fvets, A, SiN 6 COS MH ie ee! 
~ (2 
HO = + efv2tm, A, cos metal: 
e— thet ++] — ns te Soh ep ee ee 9a), 


Durch m, und s, ist die Amplitudenanderung bei Reflexion am 
ruhenden Spiegel (I, § 1) gegeben (siehe 8**). 
Es ist noch zu beachten, dal 


as (2 +q2)coswa—2eq, .. Bo C= q3 g 
COS MH, == 3 Toe: —— > SIN Oy == a9 laos, 
c+ q2 — 2¢q, cos o ce + q2—-2cq,cosa 
P+ gp — 26g C08 ce — qe 
LS Bete ie ye) aa IT v, 
ea? c? + q2 — 2 eqz COS H, (3%) 
eines a 
eae C= Os = aa. 
k, = ra 0) 2 “6 = k; D res a, 
¢ C2 +q2—2 Cz COS OM, =a? 
if ane 
Cc — We 
A, = 


C+ g2 —26q, COS Oy 
Der Gedankengang der folgenden Entwicklung entspricht nun genau ; 
demjenigen, der in (I, § 2) angegeben ist. Auch die Ausfiihrungen you 
(, § 3) gelten unverindert. Wir hatten dort das einfallende Strahlen- 
biindel durch den vom Phasenfaktor e’”* RS a Herzschen Vektor 3 
mit den Komponenten 


ee Uh \ 
3y == 0; ; 
323 (4) j 


wv = v(cosB, cosy); f =f (cos 8B, cosy); 12 = A(vosB)d(cos) 


1) H. Bateman, Phil. Mag. 18, 890, 1909; siehe auch W. Pauli jr., Re- 
lativitatstheorie, Enc. d. math. Wiss. V, 19. 
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‘gegeben, aus dem sich & und $) nach den bekannten Formeln (I, 4) zu 


(J, 6) ergeben ’). 


sich im System 2”, y”, 2”, 


Die zur Richtung a, B, y gehdrige ebene Welle lef 
das mit 2, y, 2 verbunden war durch: 


| 
a" | y" gl! 
SS = ———— 
x | 1 0 0 
J | | cos cos y 
y | 0 ; ia ee 
: sin a sin a 
cos cos 
z | 0) sails eee 
\| | sin @ sin @ 


darstellen durch (I, 


8): 


En = — ety cosacos y etl, 
2 
, cos*a@ cosy _. 
& = eve pea ey el Nal 
4 im ¢ SIN 6% 
| COS pees 
& na ett — e—tk [pees] 
2 ge, Vices 
Hoe == et pcos Bete 4, (5) 
‘i 5 
; COS & COS 
9,7 = — ert = ; 08 Bie 
of sin 
a > cosa@cosy _. 
| Don = ew : Babi letarl 
Bie ety 
ea tkt ++] — e—tk{a'’ cos @ + y'’ sin & — f), 
wv = w(cosB, cosy); f = f (cos B, cosy). 


5 Das System x", y”, 2" entspricht demjenigen, das den Gleichungen (1) 
und (8) zugrunde lag. Wir kinnen also auf (5) die Formeln (3) anwenden, 
um die zur Richtung a, B,, y. gehérige ebene Welle des reflektierten 
Strahlenbiindels zu erhalten, die aus der zur Richtung «, f, y gehorigen 
des einfallenden Biindels hervorgeht. Wir beachten noch, dab 


42 2 
C—O 


| c+ q2 — 2 cqz COS Oy 
(c? + q%) COS %,—2Cq, 


sin, == A, sing, 


B, 


c + q2 — 2 €q, cos OH, 


2 2 
© — Vx 


ce + 92 — 2 cq, 08 a 


2 2 
Cada 


3 sin C= 
cos & = 
. cos B = 
cos —— 
: 
. 
. 
{ 


2 9 
e+ gq? — 2 cq, Cos a 


(6) 


cos B, = A, cos Ba, 


cos y, = A, COS 


1) Siehe auch J. Picht, Ann. d. Phys. 77, 685, 1925. 
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ist, und erhalten sodann: 


(ssa — ao et voto, A 9B COS yO iky [e+ ei 


cos 

2 x 
Co m,A,~,B Ye cos age, teats], 

“i SIN Gy 

‘ cos 
6° — Cnet tAs Wo Bs eRe, 

iy Sin &, 
Ls nh +I 
Oy" = — RS ra a cos Bie ee 
~(2 “ «4 Lay h b 
oo + e's, Ay py Sac i (7) | 
~ (2) i cos a 
Ho = — etm, Av, B = Ye Bo vlealle cay 
- ss “ SIN 
e— thal +++] — e—tke [a!! cos @y + y!' sin oy — fo), 


Wy = Yq (cos By, COS 79) = W (A, cos By; A, COS Yq), 
1 
f, = fy (cos Ba; Cos y,) = at (Ae cos B,, A, COS 7y). 


Wir haben nun diese Ausdriicke nach dem angegebenen Transfor- ] 
mationschema wieder auf x, y, ¢ zu transformieren. Dabei ist zu be- | 


achten, daB: 
cosy COS 7g 


cos COs 
= uy = s By und = = — 
sln @% sin Os sin @ Sin Us 


Wir erhalten so: 


ge) — + et A, p,m, B cos yy e— thot +), 
a Bs co =e e— thal: 


Eo — — et A, wy (m, B cos 4, — Sy) - Sita, 

EO) — — eit A, p, (mB 008 Oy cos? y, + 8,008” By) — <n? = thet) | 
HO = — et A, y, 5, cos Bye *™ bial, » (8) | 
Sy = + eft A, a, (1, B cos” 7, + 85008 tty COS Bo) aie eae Net 

or — — et A, p. (mB — s, cos O69) ae ae Ye em the [e+ }, 

e— tke +--+] — e— tke [weos @ + y cos By + 2c0s 72 — fa), 


1 
Ws —— wy (A, cos Boy ary cos Yo) i i = ae cos Bo; A, cos Vo)i 
2 


(c? + gz) cos % — 26 qa, oe 


? 


2) 
v, = A,v; ky = — = Ak; B= 
4 see c aN e + g2 — 2cq, cos H, 


a é ah etn: 
2 @ + 42 —2¢qz 608 o%, 
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Die Feldvektoren €® und $ fiir das gespiegelte Strahlenbiindel, 
_welches vor der Spiegelung durch (4) bzw. die daraus folgenden 
Gleichungen (I, 6) dargestellt war, ergeben sich aus (8) durch Integration 


rf Aer a 
nach d 8 —= ——— d/(cos B,) d(cosy,), wobei die Integration — der end- 
COS Oy zs ; 
lichen Offnung des Biindels entsprechend — in denjenigen Grenzen aus- 
zufiihren ist, die aus den Integrationsgrenzen des gegebenen Biindels 


durch (6) folgen. Wir miissen indessen jetzt beachten, daf die Frequenz v, 


Ne a, : : ; 
(und demnach auch k, == nicht — wie bei der Reflexion am ruhenden 
¢ 


Spiegel — im ganzen Integrationsgebiet konstant ist, sondern eine Funktion 
der Integrationsvariablen ist. Daher kénnen wir die Feldvektoren & 
und §)® nicht auf einen vom Phasenfaktor e’’2¢ befreiten Herzschen Vektor 
zuriickfithren, wohl aber auf den den Phasenfaktor ¢’’2' enthaltenden, 
mit €® und §® durch die Gleichungen 


© = rotrot 3, 


# : (9) 
H = —rot3 
¢ 
-verbundenen Herzschen Vektor 3®@ mit den Komponenten: 
p 
(2) 
4 a = 0, 
(2) ae a an et, 4 
ayy — 5 H® Wye! rat gp—tky [x cos@g + yeos By + Zc0s y2— fa] q Q, : 
ks (10) 
4 (ype 1 (2) iV¥gtp—itkg [&@ cos @ + y cos fg + zcos Pea ] d 2, 
a 0 a te Reta ree Pet coe Td SP, 
2 
-worin: 
cos B, cos 
H® = — A,im, B — s, cos a) ~ Pa eee 
z ~ SIN" Hy COS Hy (10%) 
1 ( 
Z@ — —A, (m,B cos? S, COS & cos? B,) 
2 (Mg Paes 2 Bs) SIN? 0) COS Oy 


| Die hier und in (8) auftretenden, das Reflexionsvermégen der 
-spiegelnden Flache angebenden GréSen m, und s,, die zuniichst durch (I, 3*) 
“gegeben waren, kénnen wir noch als Funktionen von ,, d. h. als Funktionen 
‘der neuen fiir die gespiegelte Welle giiltigen Integrationsvariablen aus- 
“driicken. Wir haben nur zu beachten, dafi der in (I, 3*) auftretende 
“Winkel # nicht identisch ist mit unserem sich auf das feste Koordinaten- 
‘system beziehenden Winkel «, sondern den Einfallswinkel bezogen aut 


ein mit dem Spiegel bewegtes Koordinatensystem bezeichnet. Wir haben 


' 
’ 
a 
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demnach die in (I, 3*) auftretenden Winkelfunktionen cos % und sin@ zu 
ersetzen durch: 
€ COS M, — C— qx 
RECON ig a Ge ae 
C — Gy COS Hy € — Qa COS Oy 
Wir erhalten so: 


N? (qz — € COS Oy) — V N? (c — Gz 608 H%)* — (¢ — 4x)” sin? 0) 


S10 &- 


m 
, N? (qz— € COS Oty) + VN? (¢ — qz 008 0%)” — (¢ — Gz)” Sin” tg (8**) 


yn? (c — gq, 008 x4)? — (¢ — qx)” sin? % — (Gz — ¢ cos Oy) 
VN? (¢ =, cose,) — (C= qx)? Sin? o% + (qe — € COS Oy) 


Hierin ist V der Brechungsindex des Spiegelmaterials, wenn w ir dieses | 
als durchsichtig (Glas) annehmen, oder gleich Ve. (Fiir die einfallende 


89 


Welle hatten wir hier ¢ — 1 angenommen.) 
Wir betrachten die in (8) und (10) auftretende Exponentialfunktion — 


; v 
etwas niher. Der Exponent lautet, wenn wir noch k, = me setzen : 


(11) | 


Es ist v, = Ay, und fir A, kénnen wir statt des in (8*) an- 


f 098 Oy 9 08 Fae taf 
IV, t 2 Ie 


€ 


gegebenen Wertes schreiben: 
C= oy fy 2 ¢qz(COS%,—C0s,)\ oF ' 
Pee = ; 2 a Az tow 
Z ce + q2 — 2cq,cos 0, | al ee —2cq, cose) a ote Cg 
Hierin bedeutet §, den Winkel, den die Achse des reflektierten 
Strahlenbindels mit der Spiegelnormalen, d.h. der positiven Richtung der | 


a-Achse, bildet. Setzen wir nun 


c — qe a = 
= NY) 3 
Caza: —Feq, cos,” ary Ca 
so wird: 
2 qx (COS o%g — C08 My)) 


m= all tore 


2 /2eq, cos «,' 


und den durch (11) gegebenen Exponenten kénnen wir in der Form schreiben: 


i 


Roy COS Oty + y 008 By + 2008 ¥y — fy 
iVo |! ‘ ey sills 
worl: 
2 1 
in aoe cos B,, A, C08 yo) 
ty 
2 ©? qa (COS tg — 008 4) f geass A aig Bubb © P| (14) 
+ gt — 2¢qz 608 O%, L ; a becoga 


> 
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Jetzt ist vy, (und demnach auch ) unabhingig von den Integrations- 
variablen, so da8 wir statt (10) schreiben kénnen: 


S =O 


k 


‘ ioe = Pe 
Sy = — ¢ vpt H® Wo 0 ky eke Lelcon ep crayicdsia i Zcos y2— fa) d S82, 
2 


@) 1 iV t (2) ) —tky [a cos @: + By + 2008 Yo — fo] (15) 
SY — — ¢2 7° WO hye 2 [t cos 2 + ¥ cosy + 2008 Yo — fo) q Q, 


= ¢ 2 + Gz — 2 CG COS Oy 
2 e + q2— 2 cq, cos 0, 


Ist die Achse des einfallenden Strahlenbiindels senkrecht zur Spiegel- 


ebene, so wird cos, == — 1, und es wird: 
= 6 — er e 
i Vv; t= 
2 Cc ae qe ( ) 
= C+ Qe 
(i= a ' EAs cos By, A, COS 7g) 


ie 


20? qe(1 + cos me Z COS , + y cos B, + 2 cos y, 5 
ce + q; — 2¢q, COs & C 


Bemerkenswert ist, daf in fi die Koordinaten des Aufpunktes auf- 


treten. Physikalisch erklirlich ist dies insofern, als ja das zu einer 
bestimmten Zeit ¢ im Aufpunkt (#, y, 2) vorhandene Licht vom Spiegel 
reflektiert wurde, als sich dieser an einem fiir die verschiedenen Aufpunkte 
verschiedenen, also von x, y, 2 abhangigen Orte befand. 

Wir betrachten noch den speziellen Fall, da8 das einfallende Strahlen- 
biindel eine vom Punkte (—a, 0, 0) ausgehende Kugelwelle ist.  Fiir 
diese war f = —acosa. Beschrinken wir uns auf Gréfen bis zur 
Ordnung q,/¢, so ergibt sich fiir fy: 


p= |« + 2q,¢ + 2a + 2q,¢ — «) (1 + 08 a) | 008 eg 
—2%c + cos a) (y cos By + 2608 9) + 2qet— 2a. (16) 


Hieraus ergeben sich die geometrisch-optischen Wellenflachen des 
 reflektierten Strahlenbiindels nach den in (I, § 6) angegebenen Formeln. 
Man erkennt, daB sie von denjenigen einer vom Punkte (a + 2q,¢, 0, 0) 
ausgehenden Kugelwelle um GroSen von der Ordnung q,/¢ abweichen. 
Tst die Offnung des einfallenden Strahlenbiindels gering, so da wir 
 GréBen von der Ordnung (x — «@,)* gegen 1 vernachlassigen diirfen, und 
ist andererseits die Bewegung des Spiegels so grof, da’ wir q,/¢ noch 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XL. 36 
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nicht gegen 1 vernachlissigen diirfen, wohl aber (q,/c)®, so kénnen wir 
fiir he schreiben: 


i == hana we 


at 2q.t—4 *(a + qet) +2 7 (16#) 


Dies zeigt, daB die Aes Welle ae scheint vom | 


Punkte (a+ 2q¢— 2 (a+ 2q,t —2), 0, 0). 


Wir hatten oben in (10) gesehen, daf das reflektierte Strahlenbiindel 
als Uberlagerung verschieden gerichteter ebener Wellen dargestellt werden |} 


kann, deren Frequenzen im Gegensatz zur Reflexion am ruhenden Spiegel 
nicht identisch sind, sondern etwas voneinander abweichen. Um Aus- 


sagen iiber die geometrisch - optischen Wellenflichen des reflektierten jj 


Strahlenbiindels zu machen, mufte eine der vorhandenen verschiedenen 
Frequenzen als Hauptfrequenz angesehen werden. In (12) wurde nun 
die Umformung des Frequenzfaktors A, so vorgenommen, dab als Haupt- % 
frequenz diejenige angesehen wurde, die dem Achsenstrahl nach der 
Reflexion entspricht, eine Annahme, die — besonders bei schief ein- : | 
fallendem Strahlenbindel — der physikalischen Wirklichkeit bereits © 
weitgehend entsprechen diirfte. Physikalisch einleuchtender indessen ist } 
es, als Hauptfrequenz des reflektierten Bimdels diejenige zu wahlen, die 4 
dem Mittelwert aller auftretenden Frequenzen entspricht. Auch tir 
diesen Fall la8t sich die entsprechende Umformung von 4A, leicht durch- 
fiihren, fiihrt aber bei beliebigem Offnungsquerschnitt und beliebigem 
Einfallswinkel des Achsenstrahls zu sehr umstindlichen Formeln. Etwas 


einfacher werden diese indessen unter der Voraussetzung, da8 der Achsen- — 
strahl des einfallenden Biindels den Spiegel senkrecht trifft, und daS der ; 
Neigungswinkel der Randstrahlen gegen die Achse des Biindels unabhingig — 
ist vom Azimut. Wir kénnen dann als Integrationsvariable #, und gy — 
einfiihren, und haben zu integrieren tiber #, von w bis 3, (<a) und 
iiber g, von 0 bis 2a. Fir A, schreiben wir jetzt: 


c—q, 1 2CQz 

Asi = 1 v 

f oF 18" wo 0 = G cap + cos By). (17) 

Der Mittelwert ‘A. von A, wird dann, wie man leicht sieht: 

=p UseNe wai \N igi eete =F | 

Tee ae (—.) elt Garay 5 (1S ee 
Tobie ad C+ Qe gee ae 

== 2 

wo 0 = em wee Be.G (ig (1 + cos 9.) (18*}a 
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“und entsprechend die Hauptfrequenz: 


Fir die vom Punkte (— a, 0, 0) ausgehende Kugelwelle ergibt sich 
jetzt nach der Reflexion der f,-Wert: 


— — 1 > 
ae Pee (19) 


) i, =|a+ 2q,¢ + “(1 — cos 6, + 2 cos #,) (a + 2qnt — 2) Joos, 


= #(1 — cos 3, + 2 cos #,) (y sin #, cos mp, + ¢sin #, sin M,) 


2 
cen te—'cos' 9) —= 2 : a : Fed + cos #,)”. (20) 
Ein Vergleich mit dem oben gegebenen Werte von i. zeigt, daB sich 
beide bei wenig gedffnetem Strahlenbiindel nur unwesentlich unterscheiden. 
Setzen wir in a statt cos 3, den Wert — 1, nehmen also das einfallende 
>und demnach auch das reflektierte Biindel als unendlich schmal an, so 
erhalten wir den Ausdruck fiir ie 


Potsdam, im Oktober 1926. 
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Die Koppelung der Quantenvektoren bei Neon, Argon 
und einigen Spektren der Kohlenstoffgruppe. 
Von S. Goudsmit und E. Back in Tibingen. 
Mit 2 Abbildungen. (Hingegangen am 29. Oktober 1926.) 


Die von Goudsmit und Uhlenbeck entwickelte Vorstellung der versehiedenen 
Koppelungsméglichkeiten im Atom wird auf einige Spektren angewandt, bei denen 
zwei Elektronen in Wechselwirkung treten. Hingehende Beriicksichtigung der 
spektroskopischen Tatsachen und besonders der Zeemanelfektanalyse fiihrt zu dem 
Ergebnis, da8 nur fiir Silicium und die Grundterme des Neons und Argons das ein- | 
fache Koppelungsschema von Russell und Saunders weitgehend giiltig ist, in — 
allen iibrigen Fallen aber andere Koppelungsschemata anzuwenden sind, die in 
schrittweiser Annaherung von Neon und Silicium iiber Zinn zu Blei immer genauer 
erfiillt werden. 


Die Spektren der Edelgase+) und der Kohlenstoffgruppe fiihren auf 
die Zusammensetzung der Quantenvektoren zweier ‘uferer Elektronen, 
die ttbrigen bilden eine abgeschlossene impulslose Konfiguration. Jedes | 
Elektron tragt bekanntlich zwei solcher Vektoren, namlich 1, seinen Bahn- — 


impuls, und s, das Impulsmoment seiner Kigenrotation. Bei den hier zu | 
benutzenden Quantenvektoren ist s, == S. = 5 in Quanteneinheiten oe A 
fiir jedes Elektron. Fiir das zuerst gebundene duBere Elektron ist in der } 
Kohlenstoffgruppe 1, = 1, denn es befindet sich immer in einem P-Zu- | 
stand, wenn wir die Moglichkeit der Anregung beider Elektronen hier 
auBer Betracht lassen. Das zweite Elektron kann die Quantenwerte — 
1, == 0, 1, 2 usw. haben, je nachdem es sich in einem S-, P- oder D- | 
Zustand befindet ?). 

Wir wollen nun untersuchen, wie die vier Vektoren s,, 7, und s,, I, 
miteinander gekoppelt sind. Bekanntlich ist es nach der Erfahrung 
meistens so, daB alle Vektoren s, zu einer Resultante s und alle J; zu 
einem 1 gekoppelt sind, s und 7 ergeben dann in ihrer Zusammensetzung | 
den Totalimpuls j (Schema von Russell und Saunders). Symbolisch 


{ 


kann man diese Koppelung schreiben *): 


a (8185) (4 'a)} = 6D =F (A) 


1) Bekanntlich ist ein Edelgasion fiir die hier in Betracht kommenden Fragen 
mu ersetzen durch ein einzelnes Elektron in einer P-Bahn, wenn man von Vor- 
zeichenfragen absieht. 

2) Man erhalt die Landéschen Werte der Quantenzahlen R, K, J, indem 
man zu den hier gebrauchten gs, J, j iiberall 1/) addiert. 

3) §. Goudsmit und G. BE. Uhlenbeck, ZS. f. Phys. 35, 618, 1926. 
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Es kann aber auch vorkommen, da die Koppelung des 7, mit dem s, des 
-ersten Elektrons durch die Hinzutiigung des zweiten nicht durchbrochen 
wird. Fiir das erste Elektron bilden dann s, und /, eine Resultante j,. 
als ob es nur allein vorhanden wire. Wie sich dann die beiden Vektoren 


_s, und /, des hinzugeftigten zweiten Elektrons mit dem j, zusammensetzen, 


: 


“ist nicht von vornherein zu bestimmen. Wenn niamlich auch fiir das 
_zweite Elektron die Koppelung zwischen seinem s, und /, erhalten bleibt, 
‘dann bilden s, und /, eine Resultante j,, welche mit j, des ersten Elek- 
trons den Totalimpuls j bildet nach dem Symbol *): 


(8,11) (Sglg) = ido) = J- (B) 
Wenn aber die Koppelung zwischen s, und 7, des zweiten Elektrons 
durchbrochen wird, so sind die Verhiltnisse weniger einfach: welches der 


_beiden folgenden Schemata (C) und (D) erfiillt ist, hingt dann davon ab, 
ob das s, oder das 1, stiirker mit dem ersten Elektron gekoppelt ist: 


[(81 4) 85} Fo] = (C189) 4} = J, (C) 
! [1 %) 4a} So] == (G14) Sg} = J. (D) 


- Bekanntlich geben fiir jede bestimmte Wahl der Quantenzahlen s,/, und 


| 

‘schieden sein, und ebenso ist die relative Lage der Terme verschieden 
ma erwarten. Wir werden diese Schemata, (A), (B), (C), (D), jetzt auf die 
- Spektra der Edelgase und der Kohlenstoffgruppe anwenden. 
Die S-Terme. Sie sind dadurch bestimmt, da8 das zweite Elektron 
| in einem s-Zustand ist. Demnach ist 1, == 0, wahrend die tibrigen Vek- 


}'toren immer die Werte 7, — 1, s, = 4} und s, = § haben. Wenden 


8,/, alle Schemata dieselbe Anzahl von Zustainden mit denselben Quanten- 
werten”). Jedoch werden die einzelnen g-Werte im allgemeinen ver- 


wir Schema (A) an: 
{(8; 89) @,1)} = GD) =), 


so ergibt sich, da8 die Resultante von s, und s, die Werte s = 1 und 


-s = haben kann. Fiir die Resultante 7 ergibt sich nur ein Wert: 
‘1 = 1, d.i. ein P-Zustand. Fiir den Totalimpuls j ergeben sich folgende 
Werte: die Kombination s = 1 mit 1 = 1 liefert drei Werte fiir den 
) Totalimpuls, naimlich j — 2, 1 oder 0, die Kombination s = 0 mit 1 — 0 
»mur einen Wert: j — 1. Im ganzen finden wir also vier Zustande, 
welche in einen Triplett-P- und einen Singulett-P-Zustand auseinander- 


: fallen. 


1) S. Goudsmit und G. E. Uhlenbeck, ZS. f. Phys. 35, 618, 1926. 
2) 1. c. und R. de L. Kronig, Proc. Nat. Acad. 12, 330, 1926. 
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Wie schon oben bemerkt, wird dieser Fall eintreten, wenn die — 
Koppelung (s,8,) groB ist gegen (s,1,). Ein Ma fiir die Starke der | 
Koppelung (s,s,) ist der Abstand vom Tripletterm zum Singuletterm, — 
denn dieser wird verursacht durch die Anderung der Neigung von s, zu s,. 
Die Koppelung (s,1,) dagegen tritt in Erscheinung in der Grose des 
Funkendubletts oder im Russell-Saundersschen Schema auch in der 
Gréfe des Tripletts selbst; denn weil hier 7, = 0 ist, rithrt die Triplett- — 
eréBe nur her von der Anderung der mittleren Neigung von /, 2u 8, 9 


Die Wechselwirkungsenergie zwischen /, und s, ist: 


C «118; « 008 (1; 83). 
Hierin ist @ nach L. H. Thomas ”) 


22 2 Zeoxt 
CG eh ( st). 


~ 4m? \ 73 
Nach Landé®) erhalt man fiir diesen Mittelwert: 
fe 16 x4me® Ziq. 4; 

We mah (ats at) 
worin Z, baw. Z, die effektiven Kernladungen im auferen und inneren Teil der — 
Bahn sind; m, ist die sogenannte effektive Quantenzahl. “ 

Fir den mittleren Kosinus findet man leicht: 


11 8; ©08 (ly 8) = 1,8; cos (1,8) cos (881) 
— GUE) —bG+tD —s6+)i (s+) +5 (i + ) — 8 Ot 1)} 
4s(s+1) i 


worin die sogenannten quantenmechanischen , Verscharlungen“ schon angebracht 
sind. Um den Totaltriplettabstand zu bekommen *), setzt man die oben angegebenen 
Quantenzahlen ein und bildet die Differenz zwischen den beiden Ergebnissen fiir — 
j = 2undj — 0. Es ergibt sich dann die Landésche Formel: 


16 x4 me LZ, 4; 


Ae = Oe = : : 
h v4 C (ia) ht c2 net (l+-1) 


Fiir Silicium gilt nun in der Tat ungefihr dieses Schema”). Die | 
Terme bilden hier wirklich ein Triplett und ein Singulett (Fig. 1). Die | 
TriplettgroBe ist 195 + 77 == 272, der Abstand Singulett — Triplett 
betragt 1037, ist also nur viermal gréber. Die Triplettintervalle er- 
fiillen dementsprechend das Intervallverhiltnis 2:1 nur unvollkommen. 


1) Die Wechselwirkungsenergie zwischen 7, und sy darf man im allgemeinen — 
vernachlassigen, weil diese mit einer niedrigeren Potenz der effektiven Kernladung — 
im innersten Teil der Bahn proportional ist als die Energie zwischen 7, und s)._ 

2) Nature, 10. April 1926; Heisenberg und Jordan, ZS. £. Phys. 87p| 
263, 1926. 

8) ZS. f. Phys. 25, 46, 1924. 

4) §. Goudsmit und G. E. Uhlenbeck, Physica, Okt. 1926. 

5) F. Hund, ZS. f. Phys. 38, 345, 1925. 
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Zeemaneffekte sind nicht beobachtet, man erwartet aber fiir diesen Fall 


nahezu die gewéhnlichen g-Werte, also fiir 1P,: g = 1, fiir °P,: g = 3, 
fr P > Ga und tir 8 P): g Ses 


Si Sn Pb 
1p, ————————_ L py ————————_ IP, 
) 628 a 1252 
2 
3P5 
1037 
3715 12 900 
3Py 
195 
Sp _—— 3p 
7 EE 3P. 
3Po aria Ti LY 3Po 2a ee ana a Y 


Fig. 1. Relative Lage der tiefsten S-Terme bei Silicium, Zinn und Blei. 


Im Bleispektrum gilt das Schema (A) aber nicht. Das Funken- 
‘dublett des Pb-Spektrums ist sehr grof zu erwarten, so da wahrscheinlich 
die Anlagerung eines neuen Elektrons die Koppelung nicht immer durch- 
brechen kann. Welches der Schemata (B), (C) oder (D) man anzuwenden 
hat, 148t sich nicht voraussagen. Fiir die S-Terme, wo /, = 0 ist, liefern 
diese drei Schemata gliicklicherweise alle dasselbe Ergebnis, denn man 
‘kann 1, einfach fortlassen, und es folgt fiir alle drei Schemata: 

; (8,41) 83} = G83) = F- 

Da j, die Werte $ und } haben kann, ergeben sich, wie zu erwarten war, 
wieder vier Zustiinde, nimlich j = 2 und 1 fiir j, = 3 und j = 1 und 
0 fir j, = 4. Man erwartet, daS in erster Anniherung nur die Dublett- 
saufspaltung'), herriihrend von der Wechselwirkung (s,/,) des ersten 
‘Elektrons, in Erscheinung tritt, wobei dann jedes der beiden Dublett- 
‘niveaus eine verhiltnismibig kleme Aufspaltung durch die Anlagerung 
von s, erfahrt (Fig. 2). Weil 7, = 0 ist, wird diese kleine Auispaltung 
hier hauptsichlich von der Wechselwirkung zwischen s, und s, verursacht. 
Nun weiS man aus der Erfahrung bei den Erdalkalispektren, daf die 
Energie abnimmt, wenn der Winkel zwischen s, und s, abnimmt. Hs 
‘liegen namlich bei jenen Spektren die Tripletterme (d. i. s, und s, par- 
allel gerichtet) im allgemeinen niedriger als die entsprechenden Kinfach- 


1) Bei dieser liegt bekanntlich das Niveau mit j, = 3 oben. 
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terme (d. i. s, und s, entgegengesetzt gerichtet). Auch in diesem Falle 
lassen sich nun leicht die mittleren Winkel oder Kosinus zwischen Ss, 
und s, aus dem Vektormodell berechnen. Wir setzen wie gewohnlich: 


81 Sy COS (858,) = 8,89 C08 (8pJ,) COS (J: 8) 
_ GT D—s Gat 1)—j, AED} GF, GED $56 +)—4Gr Dy 
45,01 + 1) 

Fir j, — 2 ergeben sich, wenn j = 2 bzw. j — | ist, die Werte 
+i bzw. —¥%. Das heift also, da8 der j — 2 entsprechende Term 
niedriger liegt als der j = 1 entsprechende. Ebenso findet man, wenn | 
j, =F bel j den Wert — 4, und bei j = 0 den Wert +1. Also | 
liegt hier das Niveau mit j = 0 unten. Das ist in der Tat in Uber- 


einstimmung mit der Erfahrung. 


Pbt+ Pb Net+ Ne 


NS, 
E 
Ss 
— 
are 


& ab 
2 2 
— 0 
1 1 
1 oF 3 
7.1 oS 2 
0 


——2 


Fig. 2, Relative Lage der tiefsten S-Terme bei Blei und der hdheren S-Terme bei Neon. 


Ein ahnlicher Fall liegt vor bei den héheren S-Termen des Neons. 
Jedoch rihrt das P-Dublett des Neonions nicht von einem einzelnen 
Elektron her, sondern von einer unvollstandigen Elektronenschale; daher 
liegt das Funkendublett verkehrt, das Niveau mit j, = % hegt unten 
(Fig. 2). Im tibrigen sind die Aufspaltungen dieses Dublettniveaus durch 
die Hinzufiigung des S-Elektrons genau so, wie im soeben behandelten 
Bleispektrum. 

Die niedrigen S-Terme des Neons sind dagegen dem Schema (A) / 
niher, nur liegen hier, wie zu erwarten, die Tripletterme gleichtfalls in 
umgekehrter Reihenfolge im Vergleich mit Silicium, wihrend die relative | 
Lage von Singulett zu Triplett wieder die gleiche ist. 

Ebenso wie oben die GréSe des S-Tripletts aus dem Schema (A) 
berechnet wurde, kann man den Abstand der beiden Dubletts in den 
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oO 


4 Schemata (B), (C) oder (D) berechnen. . Dieser Abstand ist ja wieder 
. der Energieunterschied zwischen den méglichen Orientierungen von s, zu /,. 


Hierfiir ist zunaichst in den Schemata (B), (C) und (D) der Kosinus zwischen 
1, und s, zu bestimmen. Man findet fiir die Wechselwirkungsenergie: 


) == chi +)=~hbhG +) — 8 (+1), 
; 2 


C.1,8, cos (1; 8; 


Bildet man den Unterschied zwischen diesem Ausdruck fiir 7, — 3 und 7, = 
so findet man: 
} B hi: 1 = OC-E 

Es ergibt sich hierfiir genau dasselbe wie oben fiir den Triplett- 


abstand. 
Fiir diese Spektren bedeutet das folgendes: Wenn die niedrigen 


1 
2? 


S-Terme zum Schema (A) gehéren, also ein Triplett und ein Singulett 

bilden, so ist die Totalgréfe des Tripletts gleich dem Abstand 
-zwischen den beiden Dubletts der héheren Terme oder gleich dem so- 
genannten Abstand der beiden Seriengrenzen dieses Spektrums. 
; Diese Regel kann natiirlich nur mit derselben Anniherung gelten, wie z. B. 
die Landésche Intervallregel. 
In der Tat hat kK. W. Meissner’) dies bei den Spektren von Neon 
und Argon bemerkt. Fiir Neon ist das S-Triplett 777 cm—1, die Serien- 
-grenzendifferenz 780 cm—1, bei Argon sind diese Zahlen 1410 cm~? baw. 

1423cm—1. Dies stimmt genauer, als man erwarten durfte, denn die 


“Tripletts in diesen Spektren gehéren sicher nicht vollstaéndig dem 
Schema (A) an, wie man aus den Abweichungen des Intervallgesetzes 
und der g-Werte bei Neon erkennt. 

| Mit groSer Sicherheit kénnen wir aber jetzt vorhersagen, daf fiir 
| Silicium die Differenz der Seriengrenzen 272 cm—? betragen wird, weil 
| dies die GréBe des ersten S-Tripletts ist. 

Man kann nunmehr nach friither schon veréffentlichten Formeln ”) 
fiir die Schemata (B), (C) und (D) auch die g-Werte berechnen. Das ist 
hier um so einfacher, weil wegen /, = 0 alle drei dasselbe ergeben, namlich : 
Peps: Drie sect) 
270 + 
jG+D-AG+D+586+) y 


—% 


“9 (Sy) 


; | 
q | 2G +D 
/ worin g(j,) der g-Wert des entsprechenden Funkendubletts ist, also 


g (3) = | und GG) = 3. 


1) ZS. £. Phys. 89, 172, 1926. 
2) S. Goudsmit und G. E. Uhlenbeck, ZS. f. Phys. 35, 618, 1926. 
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Hieraus ergeben sich folgende Werte: 


. Fe g (2 —_ 

1 eee folet [Pays 
: Sar VTi 

1) =—#4 

Fir j, = } folgt i 
a 


Tabelle 1 gibt eine Zusammenstellung der g-Werte, und zwar stehen | 
in der ersten Spalte die nach Schema (A), in der letzten Spalte die nach 
Schema (B), (C) und (D) (wegen J, == 0 unter sich tbereinstimmenden) 


berechneten g-Werte. Dazwischen folgen die beobachteten g-Werte von 


Neon?) (Grundterme), von Zinn*) und von Blei’). 


Tabelle 1. Berechnete und beobachtete g-Werte der S-Terme. 


eS ————— § 


| 
j | Schema (A) | Ne | Sn | Pb | (BY tO wD) 
wits eh 
Wily eae ds Loa) ) | a tape 1150 | eeeen 
2 1,50 1,50 | 1,500 1,501 | 1,50 
1 1,50 1,46 1,375 1,350 | 1,33 
0 ) | 0 | 0 0 0 
0 0 | 0 0 | 0 


In vollkommener Ubereinstimmung mit dem, was wir schon aus der 
relativen Lage der Terme erschlieBen konnten, zeigt sich hier auch bei 


den g-Werten, daB die tiefen Neon-S-Terme noch gut dem Schema (A) 


folgen, wihrend dieselben Terme bei Blei fast vollkommen sich den 


anderen Schemata (B), (C) und (D), anschlieBen. Zinn bildet gerade ein — 


Zwischenglied, das aber naher bei Blei steht als bei Neon. 


Leider sind von Silicium und Germanium noch keine Zeemaneffekte — 
bekannt. Nach der Lage der Terme bei Silicium erwartet man, da8 hier — 


die g-Werte kaum von denen des Schemas (A) abweichen werden. 


Die D-Terme. Aus der Lage der D-Terme bei Blei sieht man — 
deutlich, daB hier die Schemata (B), (C) oder (D) in Betracht kommen. — 


Die 12 D-Terme fallen bekanntlich in zwei Gruppen auseinander, die 


niedrigste Gruppe von vier Termen gehért zum Zustand des [ons mit — 


j, = i, die tibrigen acht Terme zum Zustand mit j, = 3. Diese letzte 


Gruppe liegt zu hoch und ist deshalb noch nicht bekannt, die unteren 
vier D-Terme. dagegen wohl. 


1) E. Back, Ann. d. Phys. 76, 317, 1925. 
2) Im Druck (B.). 


3) E. Back, ZS. f. Phys. 87, 193, 1926. Vergleiche insbesondere die 1. c. 5 


8. 205, Anm. 1 mitgeteilte Deutung der Terme 10383 und 11635 als s-Terme 
durch Gieseler und Grotrian. Dieser Auffassung wird hier beigetreten. 
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Bei den D-Termen kommt indessen nicht der gliickliche Umstand 
zu Hilfe, daB 1, = O ist, sondern jetzt ist 1, = 2, und die drei Schemata 
(B), (C), (D) liefern verschiedene Ergebnisse. Auer der Tatsache, dal 
die D-Terme, wie oben angegeben, in zwei Gruppen zerfallen, kann man 
tiber die relative Lage der D-Terme nichts Sicheres voraussagen. 

Die beobachteten und die nach den vier Schematen berechneten 
g- -Werte sind fiir die vier bekannten D-Terme in Tabelle 2 zusammen- 
ieectellt: Unsicher ist hierbei, wie die g-Werte der beiden Terme mit 
j == 2 einander zuzuordnen sind. 


Tabelle 2. Berechnete und beobachtete g-Werte der D-Terme. 


4 5 | Schema 
j || Schema (A) 1) Sn Pb 

| | Ovo ep) 
3 || 3%, 1,08 1,167: 2% Se Gee eet ie ‘at 1,11 
1 | 8p, 0,50 0,64 0,86 0:88, he 0.8s al) woes 
: | | 3Fy 0,67 1,13 1,25 1,29 1,06 1,30 
Save ately 0,86 | 0,80 0,77 1,00 0,76 


Man sieht aus der Tabelle, daSf die Bleiterme schon sehr nahe bei 
den Schematen (B) bzw. (D) sind, Zinn nimmt auch hier eine mittlere 
Stellung zwischen Schema (A) und (B), (D) ein. 

Die P-Terme. Schon aus der Lage der P-Terme erkennt man, 
daf diese auch bei Blei noch nicht sehr weit vom Schema (A) entfernt 
sind. Bei Zinn ist die Aufteilung in Singulett und Triplett noch klar 
yorhanden. 
| Tabelle 3 gibt wieder eine Zusammenstellung der berechneten und 
Pe obachteten g-Werte. Hierbei tritt eine zweifache Schwierigkeit auf: 
einmal ist ungewiB, wie man die beiden Terme mit j = 2 aus Schema 
(B), (C) und (D) den Termen ‘1D, und *P, aus Schema (A) zuzuordnen 
hat. Nach den g-Werten zu urteilen, ist die in der Tabelle gegebene 
Anordnung die wahrscheinlichste. Weiterhin ist unsicher, welcher der 
‘beiden Bleiterme mit j — 2 gerade als 'D, und welcher als *P, auf- 
zatassen ist. 

Der Vergleich mit den g-Werten des Neons hat hier keinen Sinn, 
weil bei Neon alle zehn P-Terme vorhanden sind, wahrend bei den 
Grundtermen der Kohlenstoffgruppe nur fiinf auftreten. Die hoheren 
Serienglieder, welche samtliche zehn P-Terme aufweisen miissen, sind 
noch nicht bekannt. 


1) Zuordnung nach F. Hund, ZS. f. Phys. 84, 296, 1925. 
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Tabelle 3. Berechnete und beobachtete g-Werte der P-Terme. 


| | Schema | 
j Schema (A) | Sn Pb 1 jt 
| | eT © | o | 
1 3P, 1,50 1,50 | 1,50 |) 1,50 1,50 1,505 | eae 
(|| 3P, 1,50 145 1,238, ie 1,08 LO7 aan 
\ || 1D, 1,00 1,05 OG TNE SS 1,42 TEEN je = 


Durch ein Stipendium des International Education Board ist 
dem einen von uns (G.) der Aufenthalt in Tiibingen erméglicht worden, 
woftir er auch an dieser Stelle seinen Dank angelegentlichst zum Aus- 
druck bringen méchte. 


Tiibingen, Physikalisches Institut, Oktober 1926. 


if 
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Uber die Gitterenergie und die Ablésearbeit 
von Elektronen bei Calcium. 
Von J.J. Weigle in Pittsburgh, Pa. 
(Hingegangen am 27. September 1926.) 
Berechnung der Gitterenergie und der Austrittsarbeit der Elektronen fiir Calcium 


aus der Annahme eines bestimmten Elektronengitters. Zusammenfassung am Ende. 


Einleitung. Die Annahme von Elektronengittern wurde in letzter 
Zeit von verschiedenen Autoren diskutiert*), sowohl vom Standpunkt der 
Theorie der Leitfahigkeit als auch der Theorie der Elektronenemission 
(siehe Roy). ‘Trotz einiger gemachter Einwinde’?), welche sich im 


 tibrigen durch die allgemeinere Annahme eines ,dynamischen Elektronen- 


itters* beseitigen lassen *), scheint diese Vorstellung doch in manchen 
o ) o 


- Fallen als bequeme Arbeitshypothese gute Dienste zu leisten. 


Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist, einige Anwendungen der 
Hypothese vom Elektronengitter auf Calcium zu machen. Speziell soll 
die Gitterenergie des Calciums daraus berechnet und mit der aus thermo- 
dynamischen Betrachtungen gefundenen verglichen werden. Zweitens 
soll die Arbeit berechnet werden, welche ndétig ist, um die Elektronen 
aus dem Metallinnern ins Unendliche zu entfernen, und diese Arbeit soll 
mit der aus den Messungen an den Thermionenstrémen bekannten Aus- 


_ trittsarbeit verglichen werden. Leider ist letzterer Vergleich nicht allzu 
| tiberzeugend, und zwar aus folgendem Grunde: es wird, strenggenommen, 


bei den Messungen an Thermionenstrémen nicht die Ablésearbeit (in 


obigem Sinne) bestimmt, sondern eine viel kompliziertere thermodyna- 


mische Gréfe, in welcher, nach W. Schottky‘), eine an der Metall- 


_ oberflache vorhandene Doppelschicht einen wichtigen Beitrag ausmachen 


soll. Sieht man aber sogar von dem Vorhandensein dieser Doppelschicht 
ab, so bleibt noch zu beriicksichtigen, da8 zur Abtrennung eines Elek- 
trons von der Oberfliiche eine geringere Arbeit notig ist, als zur Ab- 
trennung eines tief im Metall sitzenden Elektrons. Und die ndétige 
Arbeit wird obendrein davon abhingen, welche Kristallfliche wir be- 


trachten. Weiter unten werden wir nun diesen Umstand zu_beriick- 


1) F. Haber, Berl. Ber. 1919, 8.506, 990. J. J. Thomson, Phil. Mag. 43, 
721, 1922; 44, 658, 1922. S. C. Roy, ebenda 47, 561, 1924; 49, 250, 1925. 

2) J. Frenkel, ZS. f. Phys. 29, 214, 1924. 

3) FE. Haber, 1. ce. 8.1001. 

4) W. Schottky, ZS. f. Phys. 34, 645, 1925. 
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sichtigen versuchen, verzichten aber mangels jeder Anhaltepunkte anf die 
Diskussion der Méglichkeit einer Doppelschicht. ; 
Ein allgemeiner Mangel aller solcher Uherlegungen ist der, daé wir j 
noch besondere Annahmen iiber die geometrische Konfiguration des | 
Elektronengitiers machen miissen, da uns jeder experimentelle Anhalts | 
punkt dazu feblt. 
Voraussetzungen Wir nehmen an, da8 die Struktur des | 
metallischen Calciums geometrisch analog derjenigen eines Calcinmbalo- 
genids ist. Ersetzt man die Halogenionen im letzteren durch Elektronen, | 
so entsteht bis anf die Abmessungen das Tonen-Elektronengitter des 
Calciums. Solch eine Annahme ist nicht allgemein fir alle Metalle | 
miglich, da z. B. Alkalimetalle anders kristallisieren als deren Halogen- | 
salze. Die Erdalkalien kristallisieren indessen in derselben Form wie | 
deren Halogenide, was unsere Hypothese stiitzt. 
Gitterenergie des Calciums. Calcium kristallisiert in flachen- 
zentrierten kubischen Gittern?), in gleicher Form) kristallisiert auch | 
CaF, Die Ca++-Ionen sind an den Ecken und in den Mitten der Seiten 


von deren Lange von den Ecken entfernt angeordnet zu denken. 1 
Die Gitterenergie eines solchen Gitters ist pro Mol, nach M Born), | 
durch folgenden Ausdruck gegeben: 
Njé 8B ; 

0 = —|— —-=)- . 
Age OF 

Dabei ist N die Avogadrosche Konstante, e die Elektronenladung, z die 
Anzahl der Atome in der Zelle, 6 die Seite des Elementarknubus, » der | 
Absolutwert der elektrostatischen Energie pro Zelle, reduziert anf | 
e=—1,6—1. Das zweite Glied rihrt von den AbstoSungskraften | 
her. (1) kann auch wie folgt geschrieben werden: 


1 | 

v=(1—— pe (2) | 

und # kann dabei aus der kubischen Kompressibilitat k durch | 
q & 
a= | 4 ee 
- Oe 


berechnet werden. 


1) A. W. Hull, Phys. Rev. 17, 42, 1921. 
2) W.L. Bragg, Proc. Roy. Soc. 89, 468, 1914 i 
*) M. Born, Atomtheorie des festen Zustandes, S. 745. : 
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Fir Calcium *) ist & = 5,70. 10-2, woraus sich n — 2,4 ergibt, 
/ ein Wert, welcher viel kleiner ist als bei heteropolaren Salzen. 
; Der Wert von «@ ist fiir den betrachteten Gittertypus gleich 2) 7,33. 
Fir d nehmen wir den Wert 3,49.10-8em an). 
Dann ergibt sich 
U = 404 keal/Mol. 
) Nun kann aber U auch in folgender Weise thermodynamisch berechnet 
werden. Man verdampfe das Metall beim absoluten Nullpunkt und ioni- 
siere dann den Dampf. Es gilt offenbar 


StJ=U, 
wo S die Verdampfungswirme und J die Ionisationsarbeit bedeutet. Fiir 
Calcium *) ist S = 38,4 kcal/Mol und J = J, + J, = 417 keal/Mol °), 
| wo J, und J, die Ionisationsarbeiten bzw. des Ca und Ca+ bedeuten. 


i Dies ergibt U = 455 kcal/Mol, was mit oben gefundenem Werte ziemlich 
i gut tibereinstimmt. 


Abloésearbeit eines Elektrons. Wir berechnen nun die poten- 
- tielle Energie eines Elektrons im Metallinnern. Dies fiihren wir durch 
im Anschluf an eine Arbeit von Landé®), in welcher er die Konstante o 
fiir CaF, berechnet. 

: Zuerst berechnen wir das Potential mp einer Diagonallinie des Kubus 
_ auf ein Elektron derselben. Wahlt man als Lingeneinheit 1/, der 
§ Diagonallinge und als Ladungseinheit die Elektronenladung, so ist 


gp = — 1,386 P. E. (Potential-Einheiten), 


i Man berechne ferner das Potential einer anderen Diagonale in derselben 
Ebene auf das betrachtete Elektron. Summiert man iiber alle anderen 
Diagonalen der Ebene, so hat man 


gp, = —0,145 P. BE. 


_ Endlich berechne man das Potential aller anderen Ebenen, welche zur 
_ betrachteten parallel sind. Dies ergibt 


pr = — 0,228 P.E. 


1) T. W. Richards, Journ. Amer. Chem. Soc. 87, 1643, 1915. 

*) M. Born, l. ec. 8. 747. 

3) A. W. Hull, 1. c. 

*) O. Ruff und H. Hartmann, ZS. f. anorg. Chem. 188, 29, 1924. 

5) Payne, Proc. Nat. Acad. 10, 322, 1924. 

Uae Landé, Verh. d. D. Phys. Ges. 20, 217, 1918; E. Bormann, ZS. f. 
“Phys. 1 , 55, 1920. 
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Die Summe dieser Ausdriicke ist gleich 


yp = ppt 91 + Ge = — 1,76 P.E., 
oder in Volt 
GQ == AS Wolr 
Beriicksichtigt man jetzt noch die AbstoSungskrifte, so hat man fir die 
endgiiltige gesuchte Arbeit in Analogie zu (2) 


pe (1 ns -) 7,46 — 4,38 voll. 
: n 


Die GréBe g.e stellt die Arbeit dar, welche zu leisten ist, um ein 
Elektron aus dem Metallinnern ins Unendliche zu entfernen. Diese kann 
jedoch nicht direkt mit der gemessenen Abloésearbeit verglichen werden. 
Denn zur Abtrennung eines Elektrons von der Oberflache ist eine kleine 
Arbeit erforderlich. Die potentielle Energie eines Elektrons, welches an 
der Oberfliche eines Kristalls liegt, 148t sich berechnen, indem man das 
Potential eines Halbgitters zu demjenigen der Netzebene, in welcher das 
Elektron sich befindet, addiert. Die so gewonnene Ablisearbeit wird 
allgemein von der Art der Kristallflache abhingen, auf welcher sich das 
betrachtete Elektron befindet. 


Bei den tatsaichlichen Experimenten haben wir es aber mit einem 
Konglomerat von Mikrokristallen zu tun, bei welchen alle moéglichen 
Flachen vorkommen. Man wiirde also geneigt sein, die gemessene Ab- 
trennungsarbeit mit derjenigen zu vergleichen, welche sich ergibt, wenn 
man den Mittelwert fiir alle méglichen Kristallflachen berechnet. Es 


ist leicht einzusehen, da® dieser Mittelwert gleich }q ist. Betrachten 


wir in der Tat im Kristallinnern eines unendlichen Gitters eine unend- 
liche Ebene, welche durch ein gegebenes Elektron hindurchgeht. Das 
Elektron sei als Ursprung eines Polarkoordinatensystems gewahlt. Die 
Lage der Ebene ist dann durch die Polarkoordinaten eines Punktes aut 
der Normale zu dieser Ebene charakterisiert. Liegt dieser Punkt im 
Abstand Eins vom Ursprung, so ist die Lage der Ebene durch ~ und @ 
bestimmt. Die potentielle Energie des Elektrons in bezug auf eines der 
Halbgitter ist also eine Funktion von ~ und @. Dabei sind natiirlich 
simtliche Ionen und Elektronen, welche in der Ebene selbst legen, zu 


einem der Halbgitter gehérend mitzurechnen (Halbgitter 1). Die poten- — 


tielle Energie des Elektrons in bezug auf dieses Halbgitter (I) sei £ (@, wy), 
diejenige in bezug auf das andere (II) ist also 


ee g (, v). 
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Es handelt sich nun um die Berechnung des Durchschnittswertes 
von §(@, w) fiir alle méglichen Orientierungen der Ebene. Dieser Durch- 
schnittswert ist gleich 


i 2 
f= 


"A ndererseits ist aber 


27% £ Q7% 


[8@ v)ysn@d@dy = | | ( —§(@O,v)|sn@O@d@dy, 
6 0 0 0 

weil bei der Veraénderung von @ um z, und von wy um w/2 die Halb- 
gitter (1) und (II) ihre Rolle vertauschen. Es folgt also 


7 


In 7m 
2 
real | £@.vsinodoay = g 
‘ ent) 
oder 
ae 
ic 2 


Dieses Resultat bleibt ganz unabhiingig von der Vorstellung iiber die 
ygeometrische Art der Anordnung der Elektronen im Gitter bestehen. 
Aus dem von uns errechneten Werte von  ergibt sich 

F = 2,17 Volt: 
'Die aus Thermionenstrémen errechnete Austrittsarbeit fiir Calcium ist 
gach S. Dushman 1) gleich 2,24 Volt, nach Spanner?) 2,42 Volt, was 
mit dem von uns gefundenem Werte fiir / gut iibereinstimmt. 

Es bleibe dahingestellt, in welchem MaSe derartige Uberlegungen 
Javon abhingen, was fiir eine Vorstellung wir uns von den Elektronen in 
Metallen machen. Die Tatsache, daS sowohl die Vorstellung von Elek- 
Sronengittern als auch die von ungeordneten Elektronenbewegungen zu 
denselben Resultaten fiir die Kompressibilitét fihrt*%), legt die Ver- 
moutung nahe, daB bei der heutigen ungenauen Kenntnis des Metallinnern 
}ie Verschiedenheit der Vorstellungen keinen wesentlich Einflu8 auf die 
Be eniose haben kann. Nur eine ganz streng in allen Einzelheiten 
‘lurchgefiihrte Rechnung konnte bei verschiedenen Vorstellungen zu so- 
weit verschiedenen numerischen Resultaten fithren, da8 eine experimen- 
“elle Entscheidung méglich wird. Insofern dies nicht der Fall ist, 


1) Phys. Rey. 21, 623, 1923. 
2) Ann. d. Phys. 75, 609, 1924. 
3) J. Frenkel, 1. c. S.-240. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XL. 37 
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bleiben alle méglichen Vorstellungen nur Arbeitshypothesen. Als solche 
ist die Annahme von Elektronengittern den anderen dadurch vielleicht 
iiberlegen, daf sie von einem schirferen und mehr bestimmten Bilde 
ausgeht. 

Zusammenfassung. 

1. Aus der Annahme, daf die Elektronen im metallischen Calcium 
auf einem Gitter angeordnet sind, welches analog dem F—-Ionengitter 
im CaF ri aufgebaut ist, wird die Gitterenergie des Calciums berechnet. 
Dies stimmt ziemlich gut mit der aus Sublimationswarme und Jonisierungs- 
spannung berechneten tiberein. 

9. Es wird die Arbeit des Austritts der Elektronen bei Calcium 
berechnet und in Ubereinstimmung mit der experimentell gemessenen 


gefunden. 


3. Es wird allgemein die Frage nach der Reichweite bestimmter — 


Annahmen iiber das Metallinnere diskutiert. 


Zum Schluf méchte ich Herrn N. Raschevsky fir die Ubersetzung 
und Diskussion des Manuskripts herzlich danken. 


Februar 1926. Department of Physics, University of Pittsburgh. 
Pittsburgh, Pa. 


Zur Theorie des Kathodendunkelraumes. 


{Zu einer gleichlautenden Bemerkung von R. Seeliger.) 
Von A. Giintherschulze in Charlottenburg. 
Mit 1 Abbildung. (Hingegangen am 18. November 1926.) 


.) Vor kurzem wies Herr Seeliger in dieser Zeitschrift!) darauf hin, 
‘da iiber die Entstehung des Kathodendunkelraumes zwei grundsiatzlich 
verschiedene Theorien, die Feldtheorie jund die Anregungstheorie, be- 
stinden. Nach der Feldtheorie riihrt ein Teil der Lichtemission der 
Glimmentladung von Wiedervereinigungen zwischen Elektronen und posi- 
tiven lonen her. Die Anregungstheorie nimmt an, das Leuchten sei 
lediglich durch ElektronenstoS hervorgerufen. Die Wiedervereinigung 
-spiele keine merkliche Rolle. 

Weiter fiihrt Herr Seeliger einen Versuch von Wehnelt und 
‘Jachan an, wonach der Kathodenfall durch kiinstliche Auslésung von 
‘Elektronen aus der Kathodenoberflache beliebig klein gemacht werden 
‘kann, wobei gleichzeitig die Dicke des Fallraumes beliebig klein wird 
vund die Scharfe des Glimmsaumes bestehen bleibt. Herr Seeliger meint, 
| durch diesen Versuch komme die Anregungstheorie in die gréSten 


‘Schwierigkeiten. 


a 


Da ich eine Theorie der Erscheinungen an der Kathode der Glimm- 
ventladung zu geben versucht habe”), die wohl als Anregungstheorie anzu- 
}sehen ist, méchte ich kurz zu den Ausfithrungen des Herrn Seeliger 
/Stellung nehmen. 

Zuniichst vermag ich nicht zuzugeben, daB das Wiedervereinigungs- 
‘leuchten der sogenannten Feldtheorie ebensogut mit der Erfahrung ver- 
einbar ist, wie die Anregungstheorie. Wenn die Wiedervereinigung bei 
‘Glimmentladungen iiberhaupt eine Rolle spielt, so sollte sie am gréften 
sein, wenn die Geschwindigkeit der Elektronen und Ionen in der Gas- 
pentladung, also der Weglingengradient, am kleinsten ist. 

) Nun lassen sich, wie ich gezeigt habe*), durch Entfernung der 
‘stérenden GefaSwande aus der Entladungsstrecke ganz erstaunlich geringe 
Weglangengradienten von 0,05 Volt in Edelgasen bis 0,1 Volt in H, 
‘und N, herstellen. Diese Gradienten sind betrachtlich kleiner, als sie 
vallgemein im negativen Glimmlicht angenommen werden. 


1) ZS. £. Phys. 39, 601, 1926. 
2) Ebenda 88, 810, 1925. 
3) Ebenda 22, 70, 1924. 
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Gleichzeitig ist die Entladung, die in Glasréhren bei viel gréSeren 
Gradienten hell leuchtet, vollkommen lichtlos. 

Bei Wasserstoff erhalt man sogar bei 30mm Druck und 200mm 
Elektrodenabstand (gréBere Abstiinde habe ich nicht untersucht) bei hin- 
reichender Entfernung der GefaBwande einen vollstiindig lichtlosen 

,Glimm ‘strom von 50 bis 100 mA, eine Erscheinung, die bei der Vor- 
fihinine immer wieder verbliifft. Sie ist wohl der schlagendste Beweis 
dafiir, daf es ein irgend wirkliches Wiedervereinigungsleuchten bei der 
Glimmentladung nicht gibt. Die zum Anregungsleuchten erforderliche 
Geschwindigkeit erreichen die Elektronen infolge des kleinen Gradienten — 
in diesem Falle nicht. Das Fehlen des Wiedervereinigungsleuchtens ist — 
also kéine theoretische Annahme, sondern eine experimentelle Tatsache. 

Zweitens scheint mir der Versuch von Wehnelt und Jachan der 
von mir entwickelten Theorie keinerlei Schwierigkeiten zu bereiten. Diese 
Theorie geht davon aus, daB die durch Kationensto8 von der Kathode 
abgelésten Primarelektronen im Fallraum durch Sto8 neue Elektronen 
bilden, die ihrerseits wieder Elektronen erzeugen ust. Die Zahl der 
Elektronen nimmt nach dem Glimmlicht hin beschleunigt zu, ihre mittlere — 
Geschwindigkeit ab. Aus den Stoigesetzen und der StoSausbeutefunktion | 
folgt eine besonders starke Elektronenanhaufung dicht vor dem Glimm- 
saum. Diese Elektronenschar trifft im Glimmsaum gerade mit der zur- 
Anregung erforderlichen geringen Geschwindigkeit ein und erzeugt die 
scharfe Kante (wie ich a. a. O. niéher ausgefiihrt habe). Der Vorgang 
ist der Bildung der Schichtkanten bei der geschichteten Entladung sehr. 
ahnlich. 

Da die Anregungsfunktion bei vielen Linien oberhalb der Anregungs- } 
spannung sehr schnell wieder abnimmt, tragen die schnelleren Elektronen 
zur Anregung kaum bei. Deshalb ist es im Fallraum -relativ dunkel. — 


esi 


Der gréBte Teil seines Lichtes stammt von den in ihm gebildeten 
Sekundirelektronen, die mit den Gasmolekiilen gusammenstofen, ehe sie 
grébere Geschwindigkeiten erreicht haben, so da8 sie anzuregen vermogen. 


Nun sei als konkretes Beispiel angenommen, daf bei einem Kathoden- | 
fall von V Volt und einer Fallraumdicke d (Fig. 1) von der Kathode 1. 10° 
Primirelektronen abgeldst wiirden, die sich im Abstand a von der Kathode | | 
auf 2.10* durch Bildung von Sekundirelektronen vermehrt hitten. 

Wird dann nach Wehnelt und Jachan durch kiinstliche Elek- | 
tronenablésung die Zahl der von der Kathode ausgehenden Prima | | 
elektronen auf 2.10* gebracht, so wird die Zone a fiir die Entladung in | 
erster Anniiherung iiberfliissig. Die Kathode riickt also (relativ zum 
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\Glimmsaum) in die Ebene AB vor, die Fallraumdicke nimmt auf d — a, 
“der Kathodenfall auf v Volt ab. Rechts von AB fndert sich in erster 
-Anniherung nichts. Der Glimmlichtsaum bleibt so scharf wie er war. 

In zweiter Anniherung fehlen allerdings rechts von AB jetzt die 
schnellen Primirelektronen der Voltgeschwindigkeit V, die vorher vor- 
‘handen waren. Ihr Fehlen hat zur Folge, dai die Kathode, um die 
ehlende Jonisationswirkung dieser Elektronen zu kompensieren, nicht 
ganz bis AB riickt und V nicht ganz 


bis auf v abnimmt. Auf die Schirfe des Aurve des Spannungsveriauts 
im Fallraurn 


Glimmsaumes hat das aber auch in 
zweiter Anniherung keen Hinfluf, da 
diese schnellen Elektronen doch nicht 
zum Anregungsleuchten beitragen. 

Dagegen hat das Fehlen dieser 
schnellen Elektronen eine weitere experi- 
‘mentell priifbare Konsequenz. Diese 


sschnellen Elektronen durchdringen nim- 
Nich das Glimmlicht und verlieren dabei yy ea 


w 
so viel an Geschwindigkeit, da sie auf Ly LY 
‘ler Anodenseite des Glimmlichtes auf /a/oce Cea Glimm- 
die Anregungsgeschwindigkeit gesunken Fig. 1. 


sind. Sie bilden den nach der Anode 

‘ain allmahlich verblassenden Glimmlichtsaum. Je mehr sie also nach 
‘Wehnelt und Jachan durch Senken des Kathodenfalles beseitigt werden, 
am so eher mu8 der Glimmlichtsaum nach der Anode hin verblassen. Die 
Bs cnttieorie fordert also hinsichtlich des Versuches von Wehnelt 
‘amd Jachan: Unyeranderte Scharfe fiir den der Kathode zugekehrten 
Glimmlichtsaum, zunehmende Scharfe und gleichzeitiges Heranriicken an 
‘en Glimmlichtwulst fiir die der Anode zugekehrte unscharfe Glimm- 
-ichtkante. 

Es ware von Interesse, auch die zweite hier angegebene Forderung 
‘ler Theorie experimentell zu priifen. 
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Neue Vorrichtung 
zur Erzeugung des Funkenspektrums von Losungen ’). 
| Von B. A. Lomakin in Leningrad. 


Mit 1 Abbildung. (Hingegangen am 9. November 1926.) 


Durch die beschriebene Vorrichtung wird eine Funkenentladung unmittelbar 
zwischen Tropfen der zu untersuchenden Liésung erreicht. Die Liésung ist nur 
mit Platin, Quarz und Glas in Berithrung. Die Vorrichtung soll trotz einfacher 
Konstruktion und leichter Handhabung die Ausfiihrung entscheilender Analysen 

sichern. 


Die Vorrichtungen, welche zur Erzeugung der Lésungsspektra ge- 
brauchlich sind, kénnen in zwei Gruppen eingeteilt werden. 

In den Apparaten der ersten Gruppe geht die Entladung zwischen 
einer Metallelektrode und der Lésung oder zwischen zwei Graphit- 
elektroden iiber, deren Poren mit der gepriiiten Lisung gefillt sind. 
Die Stromdichte im Metall oder Graphit wird in den Punkten, in denen 
der Funke austritt, immer bedeutend héher sein als in den betreffenden 
Punkten der Lisung; deshalb verfliichtigt sich das Elektrodenmaterial 
zusehends, obgleich es sich schwerer in den gasférmigen Zustand um- 
wandelt. Als Folge hiervon wird das Spektrum der untersuchten 
Losung durch die ihm fremden Linien der Elektroden kompliziert, was 
einen Mangel der Apparate dieser Klasse bedeutet. 

In den Apparaten der zweiten Gruppe ist der vorgenannte Mangel 
beseitigt: die Entladung geht nur zwischen Tropfen der untersuchten 
Losung vor sich. Das erhaltene Spektrum ist von fremden Linien frei, 
was seine Empfindlichkeit erhéht. Zu dieser Gruppe gehéren: der 
Fulgurator von de Gramont?) und die Gelatineelektrode von Jacques 
Errera’). (Beide Apparate wurden zur Erhaltung der ,raies ultimes“ 
verschiedener Elemente angewandt.) 


Der unten beschriebene Apparat gehért zur zweiten Gruppe, die 
Entladung geht zwischen Tropfen der untersuchten Lisung tiber. Seine 
Aufgabe ist es, die Ausfiihrung der entscheidenden Analysen bei einfacher 


1) Der Russ. Opt. Gesellschaft am 21. September 1926 vorgetragen. 
2) oO. R. 145, 1170, 1907. 
3) C. R. 176, 1874, 1923. 
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‘Konstruktion und leichter Handhabung zu sichern. Der Apparat enthilt 
keinen Kautschuk; waihrend der Arbeit beriihrt die untersuchte Lésung 
nur Platin, Quarz und Glas. Auch die starke Erhitzung des letzteren 
‘im Entladungspunkt ist beseitigt. 

Der Apparat besteht aus zwei Teilen (Fig. 1). Seinen oberen und 
junteren Teil bilden zwei besondere Elektroden, welche in die Funken- 
‘strecke eingefiigt werden kénnen, was die Funkenlinge zu regulieren er- 
laubt und dem Apparat eine gréfere Stabiltiit verleiht. Der Apparat 
gibt eine geniigend langdauernde Entladung, so da er sich fiir lange 
und ununterbrochene Expositionen eignet, 
ohne eine erginzende Nachregulierung zu 
fordern. Der obere Teil A des Apparats 
hat die Form emes Reagenzglases, welches 
| durch eine aufgeschliffene Kappe, in welche 
‘ein Platindraht eingeschmolzen ist, ge- 
)schlossen wird. Am Boden des Reagenz- 
glases befindet sich eine Offnung von 1,8 
bis 2,0 mm Durchmesser. Der untere Teil B 
des Apparats stellt eine T'asse vor; in den 
Boden dieser Tasse ist ein Platindraht 
eingeschmolzen, auf welchen eine Quarz- 
_kapillare aufgesetzt ist. An der Seitenwand 
von B ist ein Fensterchen C zum Photo- 
. raphieren des ultravioletten Spektrums 
Bike Am unteren Rande des Fensterchens ist ein Reagenzglas D 


Fig. 1. 


angeschmolzen; in dieses flieSt der Uberschu8 der Lésung aus B ab und 
fallen die Spritzer von dem Fensterchen. Der obere und untere Teil des 
Apparats haben Glasgriffe zum Befestigen wahrend der Entladung. 


Zur Fiillung des Apparats sind 30 bis 40 cm* Liésung erforderlich. 
| Um den Apparat vor den von oben herabfallenden fremdartigen Teilchen 
zu schiitzen, wurde iiber ihm ein grofer Trichter nach Viktor Meyer 
befestigt, durch welchen zum Abfiihren der bei der Arbeit sich ent- 
_wickelenden Gase ein Abzug eingerichtet war. 

Um den Apparat, von welchem zuvor die Kappe abgehoben wurde, 
/ zu fiillen, wird der obere Teil in die Lésung gesenkt, dann wird er mit 
/der Kappe bedeckt und herausgenommen. Einige Tropfen der Lésung 
fleSen aus der kleinen Offnung auf den Boden des Reagenzglases, dann 
hért das HerausflieBen, dank dem in der oberen Hilfte sich bildenden 
Vakuum, auf. Der Teil B der unteren Halfte des Apparats wird eben- 
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falls (bis zur Héhe des unteren Randes des Fensterchens) mit der Lésung 
gefiillt. Der Apparat arbeitet ununterbrochen, bis Lésung aus dem 
oberen Teile in den unteren, durch B in D, hinunterflieBt. Die Ent- 
ladung geht zwischen dem Tropfen der Lésung, welche aus der Offmung — 
im Boden des Reagenzglases herausflieBt, und dem Tropten am Ende der 
Quarzkapillare vor sich. Zur Erzeugung der Funkenentladungen im 
Apparat wurde ein Schwingungskreis mit der Kapazitat 0,00272 uF und — 
der Selbstinduktion 0,00093 H angewandt. Der Schwingungskreis wurde 
von einem Induktor gespeist, dessen Primérwicklung an das Stadtnetz 
(50 Perioden) angeschlossen war. 


Leningrad, Optisches Lab. d. Hauptkammer fiir MaBe u. Gewichte. 


OL 
OL 
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Antwort auf die Bemerkungen Herrn Ehrenhafts 
zu meiner Arbeit: 
»4ur Frage nach der Existenz von Subelektronen“. 
| Von J. Mattauch in Pasadena (Kalifornien). 
) (Hingegangen am 7. Oktober 1926.) 


Es werden die Einwinde Herrn Ehrenhafts gegen eine friihere Arbeit des Ver- 
fassers besprochen und als unhaltbar nachgewiesen. 


Gegeniiber den Dichtebeobachtungen Birs') aus den Beobachtungen 
kleiner Probekérper (Pk) bei verschiedenen Drucken hat Ehrenhaft?) 
den Standpunkt vertreten, dai diese Beobachtungen nur das Produkt A’. 6 
liefern (A Konstante des Widerstandsgesetzes, 6 Dichte des Pk), und 
man mit derselben Berechtigung zur Deutung der Versuche das Wider- 
sstandsgesetz unter Annahme der Dichte des kompakten Materials tindern 
kimne wie umgekehrt. Demgegeniiber habe ich zu zeigen versucht, dab 
dabei die Tatsache auSer acht gelassen wird, dafi bei hinreichend genauer 
Beobachtung und Berechnung unter Zugrundelegung des normalen [theo- 
retischen (Epstein) oder experimentellen (Knudsen- Weber, Millikan)] 
Widerstandsgesetzes immer Elektronenladungen oder Vielfache resultieren. 
Dies erhellt bereits aus meinen Beobachtungen an Hg-Pk einer friiheren 
Arbeit), die in Barscher Deutung unter Zugrundelegung des am Ol ohne 
Voraussetzungen tiber die Ladung abgeleiteten Widerstandsgesetzes teil- 
weise starke Dichteunterschreitungen liefern, deren Ladungsmittelwert 
aber bei dieser Deutung um weniger als 1 Proz. vom Millikanschen 
Elektronenwert abweicht. Noch klarer geht meer Meinung nach die Un- 
haltbarkeit der Ehrenhaftschen Deutung (Anderung der Konstanten des 
Fallgesetzes) aus der von Herrn Ehrenhaft kritisierten Arbeit*) hervor, 
im der ich eine grofe Anzahl inzwischen gemessener Se-Pk mit ver- 
wenden konnte, so da8 mir ein gleichmaSig und dicht iiberdecktes Radien- 
imtervall von Pk verschiedener Materialien von Millikanscher GréSe 
(groBter Pk mit dem Radius a = 7,89.10-*cm) bis herab zu 
(#hrenhaftscher GréSe (kleinster Pk a = 7.10—° baw. a = 5.10~* cm 


1) R. Bar, Ann. d. Phys. 59, 393, 1919; 67, 157, 1922. 

2) F. Ehrenhaft und D. Konstantinowsky, Ann. d. Phys. 68, 773, 1920 
‘ond in der Diskussion des Vortrages von R. Biir auf dem Deutschen Physikertag 
min Jena 1921, Phys. ZS. 22, 617, 1921. 

3) J. Mattauch, ZS. f. Phys. $2, 439, 1925. 

*) Derselbe, ebenda 37, 803, 1926. 
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nach Ehrenhaftscher Berechnung) zur Verfiigung stand, die alle 
jeweils mit der bei oftmaligem Umladen am kleinsten gefundenen 
Ladung gemessen wurden. Ich konnte zeigen, da man bei Verwendung 
v + Us 
S 


Pk in ein Diagramm (w—1) auftragen kann, und daf dieses « — 1-Dia- 


der Werte 4 == 


die Dichte ganz eliminieren, daS man dann alle 


gramm eine regelmifige Schar von Kurven, die sich nicht schneiden, 
darstellt. Daraus schlo8 ich, da « == e. B(a,)), daB sowohl die Ladung e 
fiir alle Pk eine Konstante wie auch die funktionelle Abhingigkeit der — 
Beweglichkeit von / und a fiir alle Pk (wenigstens sehr nahe) dieselbe — 
sei. Jeder Pk mit kleinerer Ladung als der des Elektrons miiSte die 
Kurvenschar unter steilerem Winkel schneiden. Die SchluSfolgerungen 
dieser Arbeit halt Herr Ehrenhaft’) aus fimf Griinden fir unrichtig, 
und es sei mir gestattet, auf diese fiimf Punkte hier naber einzugehen. 

Punkt 5 und zum Teil Punkt 1 enthalten die Behauptung, da ich 
das von mir gemessene Material nur auszugsweise verwendet hatte. Diese 
Behauptung ist unrichtig. Zum Beweise zitiere ich nur folgende Satze — 
meiner Abhandlung: ,Die Se-Pk, von denen im ganzen 48 bei verschie- — 
denen Drucken beobachtet wurden, wurden stets zu Beginn der Messung 
auf die kleinste Ladung umgeladen; sie fallen alle*) durchweg in die . 
KurvenscharI. Von den Hg-Pk, bei denen diese Umladung nicht statt- : 
gefunden hatte, sind nur die einfach geladenen eingezeichnet, soweit 
sie nicht direkt mit einer Olkurve zusammenfallen. Gelegentlich, eines ~ 
Kontrollversuches wurden einmal auch einige Pb-Pk bei mehreren Gas- 
drucken gemessen, von denen nur bei einem die notwendigen Apparat- — 
konstanten bekannt sind.“ Die einfach geladenen Ol-Pk sind ohnedies 
alle (bis auf eines, Nr. XX VIL, das an GréSe fast genau gleich dem O1-Pk 
Nr. 108 ist) in der publizierten Figur eingezeichnet. Ubrigens wurden ~ 
simtliche von mir an Ol und Hg gemessenen Pk bereits in einer fritheren ; 
Arbeit ausfiihrlich verdéffentlicht. Da sich obige Behauptung Herrn : 
Ehrenhafts iibrigens nur auf die Se-Pk bezieht, entnehme ich aus der 4 
folgenden, gemeinsam mit Wasser publizierten Arbeit*), auf die Herr | 
Ehrenhaft in seinen Bemerkungen zu meiner Arbeit ausdriicklich ver- | 
weist. Dort heiBt es: ,Herr J. Mattauch hat in der vorigen Mitteilung — 
in seiner Diskussion auch das Selen herangezogen und lediglich etwa | 
15 Pk behandelt. Es wurden aber am hiesigen Institut von J. Mattauch, ; 


1) F. Ehrenhaft, ZS. f. Phys. 87, 816, 1926. 
*) Jetzt von mir gesperrt. 
3) F. Ehrenhaft und E. Wasser, ZS. f. Phys. 37, 820, 1926. 
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bterstittat von 8. Kwartin, im ganzen 26Se-Pk anliflich der Unter- 
suchungen tiber die Photophorese gemessen, welche bei geniigend vielen Unter- 
‘drucken (wenigstens vier) eine geniigende Zahl von Messungen aufweisen, 
‘um sie zur Bestimmung des Widerstandsgesetzes verwenden zu kénnen.* Nun 
Uhabe ich (unterstiitzt von 8S. Kwartin), wie erwaihnt, 48 Se-Pk gemessen 
und verwendet; auch wenn ich sie nach den von Herrn Ehrenhaft an- 
‘gegebenen Gesichtspunkten (wenigstens vier Unterdrucke) aussieben und 
vauBerdem alle Pk, bei denen der regelmaéSige Gang der Fall- und Steig- 
‘beobachtungen durch Photophoresemessungen unterbrochen wurde, weg- 
lassen wiirde, bleiben noch immer 33 iibrig. Es ist mir vollstindig un- 
klar, woher Herr Ehrenhaft die Unterlagen zu seer Behauptung nimmt, 
da8 ,Herr Mattauch das von ihm gemessene Material bisher nur aus- 
zagsweise verwendet hat und somit eine gewisse Auswahl getroffen hat, 
/welche der Sachlage klarerweise nicht gerecht werden kann.“ Daf ich 
in der publizierten Figur (Fig. 2) zu 23 Ol-, Hg- und’ Pb-Kurven aus 
itechnischen und Ubersichtlichkeitsgriinden nicht alle 48 oder 33 Se- 
Kurven einzeichnen konnte, ist klar und selbstversténdlich und kann 


‘Herrn Ehrenhaft um so weniger irregefiihrt haben, als er selbst in 
‘seinen Tabellen und Figuren (siehe Tabelle 4 und Fig. 4) nur _,, Beispiele“ 
!angeben kann, wo das gemessene Material zu umfangreich wird. 

Unter Punkt1 wird ferner die Behauptung: ,die von Mattauch 
herangezogene Kurvenschar“ sei ,keime eindeutig emparametrige“, und 
ywiirde er seine gesamten Messungen zur Diskussion heranziehen, so er- 
-geben sich Durchkreuzungen der Kurven‘, aufgestellt, jedoch nicht be- 
“Wwiesen. Es folgt zwar eine Figur, die Kurven [zweier von Ehrenhaft 
und Wasser gemessener Ba Hg J,-Pk und eines von mir gemessenen Se-Pk 
wiedergibt, das die zwei erstgenannten Kurven schneidet. Sie beweist 
nur, daf Herr Ehrenhaft und ich bei der Berechnung des Druckes bzw. 
der mittleren Weglinge verschiedene Konstanten verwendet haben. 
“Denn Ehrenhaft und Wasser finden selbst: ,wie wir sehen, schneiden 
sich die Kurven auch in unserem System nicht, trotzdem wir ein_, Pot- 
pourri“ von Pk aufgetragen haben“, ohne jedoch eine Deutung dafir zu 


»versuchen. Ferner meint Herr Eh'renhaft: ,der gewahlte logarithmische 
“MaBstab wird gréBeren Abweichungen... infolge der Verzerrung nicht 
-gerecht*, und da8 bei linearem Ma8stab ,die Schnittpunkte leichter ge- 
sehen werden“. Das ist wohl ein Irrtum, der leicht aufgeklart werden 
‘kam. Wihrend nimlich in meiner Figur die Differenz der Ordinaten- 
angen der Anfangswerte der Kurven (Atmospharendruck, 1 = 1) zu der 
Differenz der Ordinatenliingen bei! — 7 (bei welcher Abszisse der héchste 
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gemessene Ordinatenwert auftritt) sich etwa wie 7:10 verhalt, ware das- 
selbe Verhiltnis bei linearer Zeichnung nur etwa 2:10, die Kurven also 
in der Nahe der Atmosphirendrucke ganz uniibersichtlich zusammen- 
gedriickt (was tibrigens in meiner Arbeit bereits erwahnt ist). Bei gleicher 
GréBe der Figur (gleiche Ordinatenlange fiir 1 = 7) legen also die 
Kurven bei dem gewihlten logarithmischen MaSstab mehr als dreimal 
weiter auseinander als bei einer linearen Figur, wodurch Schnittpunkte — 
natiirlich leichter gesehen werden kénnen. ,, Ferner ist“, wie ich erwahnte, 
,dem prozentualen Fehler dadurch besser Rechnung getragen“, der ja 
bei niedrigen Drucken wegen der starkeren Brownschen Bewegung 
gréBer ist. . 

Als Punkt 2, warum meine Schlu8folgerungen unrichtig seien, fihrt 
Herr Ehrenhaft an: ,weil die angeblichen Grenzen der Genauigkeit 
des MaBstabes von 10 Proz. viel zu niedrig angegeben sind; es gibt 
Abweichungen in den Ladungen von 100 Proz., also bis zur Hialtte des | 
Elementarquantums‘. Dabei tibersah Herr Ehrenhaft, da aus meinen ~ 
Figuren klar hervorgeht, da8 ein mit zwei Elektronen geladener Pk, also 
mit einer um 100 Proz. gréSeren Ladung, bereits etwa fiinf der publizierten 
Kurven der ScharI schneidet. Ahnliches miiSte man wohl auch von der 
halben Elektronenladung, wenn sie existieren wiirde, erwarten. Ich habe 
natiirlich nirgends, wie Herr Ehrenhaft angibt’), die Elektronenladung 
als konstant vorausgesetzt, sondern diese Konstanz ist meiner Meinung 
nach eine Folge der Experimente. Herr Ehrenhaft meint dann; , der 
richtige Weg ist an den von Mattauch neuerdings gemessenen Selen- 
probekérpern derselbe, den er an griéferen Oltropfen bereits gegangen ist“ 
und den Ehrenhaft und Wasser in der folgenden Abhandlung an mit 
K,HeJ, bzw. BaHg J, gesittigten Trépfchen®) bzw. an Au-Teilchen 


1) Im Zusammenhang damit macht Herr Ehrenhaft die Bemerkung, dab 
die yon jhm aus meinen Messungen herausgerechneten Werte der Konstanten des 
Widerstandsgesetzes A — 2 ,,weit auBerhalb der statthaften Grenzen liegen*, die 
mich yon seiner Seite um so mehr gewundert hat, als er seine fir Au gefundenen 
Werte zwischen 0,2 und 0,3 durchaus nicht unstatthaft findet. | 

2) Ehrenhaft und Wasser wollen ,dabei darauf den besonderen Wert | 
legen, daf wir Flissigkeitstrépfchen kleiner Kapazitat (Radien) erreichen*. Der | 
kleinste ,bei regularem Widerstandsgesetz und also regularer Dichte“ erreichte y 
Radius ist aber nur q@ — 1,2.10—5cm, wahrend sich meine in der Abhandlung 
iiber das Widerstandsgesetz ausfiihrlich behandelten Untersuchungen an Hg-Tropf- 
chen bei regularer Dichte und regulirem Widerstandsgesetz (4 + B = 1,2) bis 
zu 7,6.10—6cm erstrecken, ohne irgendwelche Anzeichen von Subelektronen zu | 
geben. Ferner enthalt eine K, Hg J,-Lésung von der von den Autoren angoechen al 
Dichte nur etwa 13 Gewichtsprozente Wasser; da nun aus den von ihnen publi- — 
zierten Kurven (Fig. 1) hervorgeht, daf die Pk in der zur Beobachtung ver- 


is 
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“betreten und meint, da8 ich mich vor diesem Wege aus Angst vor Sub- 
velektronen gescheut habe. Ubrigens scheinen die Subelektronen in er- 
freulicher Weise mit den Jahren zu wachsen. Hat doch die kleinste 
/Ladung, die Ehrenhaft und Wasser in ihren bzw. Reissschen 
| Messungen finden, ,, bei“, wie Ehrenhaft hervorhebt, ,regulirem Wider- 
‘standsgesetz und also regulirer Dichte“ bereits die immerhin stattliche 
\GréBe von 3,3. 10-1 elst. Einh. erreicht, gegeniiber der von Ehrenhaft 
und Parankiewicz in friiheren Jahren behaupteten Existenz von Ladungen 
der GréBe 1.10-1° bzw. 10—-” und 10—elst. Einh. Um einer Diskussion 
dariiber, ob diese Ladungen an kleinen Pk, bei denen der aus der Brown- 
schen Bewegung resultierende Fehler oft recht betrachtlich ist, reell sind 
oder in der ungentigenden Zahl der Beobachtungen (erhilt ja auch Ehren- 
haft Ladungen iiber 5. 10—elst. Einh.) bzw. unzureichendem Ausgleich 
der Beobachtungen (der, wie bereits Bar zeigte, systematisch zu kleine 
Werte liefert) ihren Grund haben, den Boden zu entziehen, habe ich das 
yon mir angewendete graphische Verfahren vorgezogen'); es zeigt meiner 
Meinung nach die Konstanz meiner am Selen gemessenen Ladungen klar 
und deutlich, man miiSte denn den experimentellen Befund, der in Fig. 2 
‘meiner Arbeit wiedergegeben ist, ignorieren oder eine andere Deutung 
dafiir versuchen. 

Letzteres tut Herr Ehrenhaft in dem dritten gegen meine Arbeit 
vangefiihrten Punkt. Herr Ehrenhaft meint, da$ ich tibersehen hitte, 
da8 meine Versuche noch die Deutung offenlieSen, daf die Ladung vom 
Radius (Kapazitit) des Pk abhaéngen kénnte, worm, wie Herr Ehren- 
thaft betont, der Kernpunkt seiner Argumentation seit 17 Jahren hegt. 
Diese Abhingigkeit miSte dann aber eine gesetzmifige sein; trotz 
der 17 Jahre ist es aber weder Ehrenhaft noch sonst jemand gelungen, 
diese GesetzmiBigkeit aufzudecken. Ubrigens habe ich diese Deutung 
‘nicht iibersehen, wie Herr Ehrenhaft meint; sie ist namlich nicht mdg- 
‘lich, da die Halfte meines Gréfenintervalls mit OL-Pk bedeckt ist, von 
‘denen bereits in einer friiheren Arbeit durch genaue Ausgleichsrechnung 
gezeigt wurde, da8 ihre Ladung konstant und gleich der des Elektrons 


| Beginn der endgiiltigen Messungen) im Durchschnitt gerade etwa diesen Betrag an 
| Gewicht verlieren, weiS ich nicht, wo die ,-Fliissigkeit* bleibt. 

1) Um so mehr, als es nicht einseitig die Steigzeiten nur eines (des Atmo- 
'sphiren-) Druckes zur Berechnung der Ladung heranzieht. Berechnet man namlich 
| auch aus anderen Drucken die Ladung, so ergeben sich infolge der Beobachtungs- 
fehler bei kleinen Pk um mehr als 30 Proz. verschiedene Werte der Ladung und 
“Masse bei ein und demselben Pk. 


le trockenen Luft in den ersten 40 Minuten (vom Auffangen bis zum 
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ist. Daraus folgt unmittelbar, da8 die Ladung der Se- und iibrigen Pk 
dieselbe ist. 

4. meint Herr Ehrenhaft meine SchluBfolgerungen zuriickweisen 
zu miissen: ,weil die Teilung der Ladung nach sogenannten kleinsten 
Ladungen insbesondere an den Metallen eine vollkommen willkiirliche 
ist“. Ich weiS nicht, was das mit meinen SchluBfolgerungen zu tun 
haben soll, da ich mich nur auf einfach geladene Pk stiitze, eine Teilung 
also nicht vorzunehmen brauche. Nur zur Erweiterung der Figur habe 
ich einige sehr groBe Ol-Pk, die zu schwer waren, um mit einfacher La- 
dung gemessen zu werden, mit geteilten Ordinaten angefiigt, auf die Herr 
Ehrenhaft sich aber offenbar nicht bezieht. Im Gegenteil habe ich 
z. B. beim Selen nur einfach geladene Pk gemessen, was, wie man sieht, 
durch mehrmaliges Umladen sehr einfach gelingt; denn von allen 48 Pk 
fallt auch kein einziges in eine andere Kurvenschar, sie sind also alle einfach 
geladen. Hatten Ehrenhaft und Wasser an ihren Au-Teilchen das- 
selbe getan, so hitte sich die von ihnen vermutete Ungiiltigkeit des 
reguliren Widerstandsgesetzes fiir diese Pk bzw. ihre Kleinheit durch 
Schneiden der Kurvenschar bzw. Herausfallen der Kurven kundgeben 
miissen. 

Ich halte daher die Einwande Herrn Ehrenhafts gegen meine 
Schlubfolgerungen nicht fiir stichhaltig und meine Ausfiihrungen in vollem 
Umfange aufrecht. 


Pasadena, California, Norman Bridge Laboratory of Physics, Cali- 
fornia Institute of Technology. 
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Uber die Bildung von Ammoniak aus den Elementen 
durch stille Entladungen in Siemensschen Rohren. 


Von E, Warburg und W. Rump. 
Mit 1 Abbildung. (Eingegangen am 30. November 1926.) 


Wie Bildung des Ammoniaks aus den Elementen zeigt gegeniiber der Ozonbildung 
mand anderen Reaktionen im Siemensrohr charakteristische Unterschiede. 1. erfolgt 
idie Ammuoniakbildung eos an der Oberflache, die Ozonbildung im Innem 
ides Entladungsraumes, 2. ist die Ausbeute pro Coulomb fiir andere Reaktionen 
won der gleichen Gréfenordnung, fiir die Ammoniakbildung exzeptionell klein. 
3. setzt Druckverminderung die Ausbeute in weit geringerem Mafe herab als die 


‘Ozonbildung. — 2. und 3. erscheinen als Folgen von 1., indem die Zahl der 
HTonenstéBe auf die Oberflache sehr klein ist gegen die Zahl der IonenstéBe im 
Ynnern und bei gleicher Jonenbeschaffenheit yom Druck nicht abhingt. — 1. ist 


wwahrscheinlich eine Folge der hohen Dissoziationswarme des Stickstoffs und der 
Katalytischen Wirkung der Glasoberflache. Die Ammoniakbildung bei gewohnlicher 
emperatur ist namlich — im Gegensatz zur Ozonbilduag — ein Vorgang, der 
‘von selbst stattfinden kann und also durch die Jonenstéfe auf die Oberflache 
<atalysiert wird. Die katalytische Oberflachenwirkung zeigt hier ein ahn!ich 
mavechselndes Verhalten wie bei chemischen Reaktionen, die ohne elektrischen Strom 
erfolgen und riihrt deshalb wahrscheinlich von kleinen Substanzmengen her, die 
on wechselndem Betrage gegenwartig sind. — Die Jodwasserstoffbilduag aus den 
lementen im Siemensrohr ist auch ein katalytischer Vorgang, verhalt sich aber 
onst nicht wie die Ammoniakbildung, sondern wie die Ozonbildung, wird also 
durch Ionenstéfe im Innern katalysiert. 


) 


Bezeichnungen. 
Druck in Millimetern Quecksilber, Rg Widerstand fir Spannungs- 
Mol NH; /Cb, messung in 2, L go 
1 dQ Cg Kapazitat parallel R, in{ ~ if 
ors 10°, Farad, 
F ee 2 d Dicke des Entladungsraumes in 
g O3 Amperestunde, A® dasselbe fiir Millimetern, 
O3-Konzentration Null, | mn» Frequenz, 


v em? NaOH 1 jo92n, 
vi em? Na,S,03 4,9 n, 
z Stromdauer in Minnten, 


Stromstirke in Ampere, 


Spannung zwischen den Belegungen | 
des Siemensrohres in Volt, 


Prozent No, 
Widerstand der Erdleitung des | & mittlere Weglinge, 
Siemensrohres in 2, | w Geschwindigkeit in Litern/Min. 


§ 1. Die Ammoniakbildung aus den Elementen durch stille elek- 
che Entladungen, zuerst von Chabrier!) beobachtet, bleibt nach 


1) Chabrier, C. R. 75, 484, 1872; Fortschr. d. Phys. 1872, S.78. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XL. 38 
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P. und A. Thenard?) bei einem gewissen Betrag an Ammoniak stehen, 
bei welchem durch den elektrischen Strom ebensoviel Ammoniak gebildet, 
als zersetzt wird. Diese Versuche wurden mit stéchiometrischem Gemisch 
aus Stickstoff und Wasserstoff angestellt; fiir diesen Fall sind nach 
Berthelot”) in dem erwahnten stationaren Zustand ungefahr 6 Proz. 
des maximal miéglichen Ammoniaks gebildet. 

Die Ammoniakbildung ist seitdem gewéhnlich durch Beobachtung 
dieses Grenzwertes untersucht worden °), indessen hingt derselbe aufer von 
der Bildung auch von der Zersetzung des Ammoniaks ab und zur Trennung 
dieser beiden Wirkungen fehlen im allgemeinen die nétigen Daten *); 
auch erklirt Le Blanc, l.c, das Verhalten des Grenzwertes fiir ver- 
wickelt und uniibersichtlich. Wir haben deshalb eine andere Methode 
benutzt, nimlich das Stickstoff-Wasserstoffgemisch mit so groBer Ge- 
schwindigkeit durch ein Siemenssches Rohr geleitet, da die Konzen- 


tration des Ammoniaks sehr klein blieb, infolge davon die Zersetzung — 


desselben zu vernachlissigen war und das Versuchsergebnis nur von der 
Ammoniakbildung abhing. 

§ 2. Das Gasgemisch trat aus einer Bombe mit der gewiinschten, 
durch ein Rossignolventil regulierbaren Geschwindigkeit aus. Die Ge- 
schwindigkeit wurde nach dem Druckabfall in einer Kapillaren beurteilt 
und immer so groB gewahlt — etwa 4 bis 5 Liter/Min. —, daS eine 
weitere Steigerung die gebildete Ammoniakmenge nicht mehr erhdéhte, 
also die Ammoniakzersetzung zu vernachlassigen war. Aus der Kapillaren 
gelangt das Gas tiber ein mit rotgliihenden Kupferspinen gefiilltes Rohr, 
in welchem es von Sauerstoff befreit wurde, tiber Vorlagen von festem 
NaOH und P,O, in das Siemenssche Rohr, alsdann in ein mit ver- 


aes eee 


diinnter Schwefelsiure beschicktes Absorptionsgefaé, in welchem das ge- , 
bildete Ammoniak aufgenommen wurde. Die Bestimmung des Ammoniaks | 
geschah durch Titrieren mit 1/,,,n Natronlauge, wobei Methylrot als_ 


2) M. Berthelot, C. R. 2, 1360, 1876; Fortschr. d. Phys. 1876, 8. 1020. 


3) R. Pobl, Diss. Berlin 1906; Ann. d. Phys. (4) 21, 879, 1906; G. Falcken- | 
berg, Diss. Berlin 1906; E. Briner und J. Kahn, Journ. chim. phys. 12, 534, 
1915; J. H. Davies, ZS. f. phys. Chem. 64, 657, 1908; M. Le Blanc, Leipz. Ber. - 


66, 38, 1914. 


4) Fir das stéchiometrische Gemisch ist angenahert @ = Q': i a gr wo Q 


und Y baw. die pro Coulomb gebildeten und zersetzten Mol Ammoniak, S fiir den 
stationiiren Zustand das Verhiltnis der Ammoniakmenge zu der maximal méglichen 


bedeutet.. Setzt man nach Pohl, l.c., fiir eine Dicke des Entladungsraumes von 
2mm @'.104 = 4,23 und weiter S — 0,06, so wird @).104 = 0,27. 


1) P. und A. Thenard, O. R. 76, 983, 1873; Fortschr. d. Phys. 1873, S. 754. 
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Indikator diente. Seien in das Absorptionsgefa8 v,cm* */,,,n H,SO, 
hineingebracht, die Titrierung ergebe v'cm* 1/,,,n NaOH, so sind 
(v) — v'). 10-5 = v. 10-5 Mol NH, gebildet. Sei @ die Zahl der beim 
Durchgang von 1 Cb durch das Gas gebildeten Mol NH,, J die Strom- 
‘stiirke in Ampere, z die Dauer des Stromes in Minuten, so ist 
,) wo , 
GLO eemmei @) 

Die effektive Wechselstromstarke J wurde wie bei friiheren Ver- 
suchen ') aus der elektrometrisch gemessenen Spannung V an den Enden 
eines in die Erdleitung des Siemensrohres gelegten Widerstandes Rg ab- 
seleitet, dem zur Abhaltung hochfrequenter Oberschwingungen eine 
Kapazitit Cg parallel gelegt war; die erforderliche Gré8e von Cg wurde 
jedesmal bestimmt. Es ist 


T= 3--V1i + Be Coa)’, (2) 
Q 


pO 69 die Kreisfrequenz des Wechselstromes. 

Zur Bestimmung der auf das Siemenssche Rohr wirkenden Spannung 
segte man die Klemmen eines Elektrometers je an die innere und dufere 
Belegung des Siemensschen Rohres, so da keine Korrektion wegen des 
Spannungsabfalls in dem in die Erdleitung des Rohres gelegten Wider- 
stand # erforderlich war. 
| Die Dimensionen der benutzten Siemensréhren sind hierunter in 
Millimetern angegeben. D; und D, bedeuten bzw. den auferen Durch- 
shesser des inneren und den inneren Durchmesser des fuferen Rohres 
' die wirksame Linge der Réhren. Die Glasdicke betrug 0,8 bis 1 mm. 


a 


Lohr Nr. Vill XV XVI IV | XII VII XVII IX | x XVIII 
oie. | CTO Si 038.) 1 LST Ween SS hy Ay Lisle ede band 
iD, . .| 16,4) 21,1! 21,1) 149] 198] 164) 15,7] 15,8] 15,8) 15,0 
ee. | 17,8) 27,7 | 22,7 16,9) 91.8] 233] 232] 240] 24,0] 23.2 
Be. . .|/145 1130 |183 |1385 | 130 | 150/140 | 135 | 180 | 145 


i § 3. Es wird sich zeigen, dafi das Hauptinteresse der Arbeit in dem 
‘Jnterschied zwischen dem Verhalten der Ammoniakbildung und der 
)zonbildung bzw. der Sauerstoffspaltung gelegen ist. Um diesen Unter- 
ichied sicher festzustellen, muSte man beide Wirkungen bei derselben 
Trequenz untersuchen. Nun ist die NH,-Bildung bei einer Frequenz von 


1) BE. Warburg, ZS. f. techn. Phys. 4, 450, 1923; 6, 165, 1924. 
38 * 
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50 Hertz zu klein, um genau gemessen zu werden, andererseits erschweren 
bei 500 Hertz die hohen Ozonkonzentrationen, zu welchen man hier ge- 
langt, die Bestimmungen'). Fiir die definitiven Versuche wahlte man 
deshalb eine Frequenz von 250 Hertz, fir welche sowohl die NH,-, wie 
die O,-Messung ohne Schwieriekeit auszufiihren ist. Um dabei unerwiinscht 
erofe Ozonmengen zu vermeiden, fiihrte man das aus dem Siemensschen 
Rohr kommende Gas iiber einen Dreiweghahn, mittels dessen das 
ozonisierte Gas entweder durch eine das Ozon beseitigende Hilfsvorlage 
oder durch die zur Ozonmessung dienende Jodkaliumvorlage ins Freie 
geleitet werden konnte. Wiihrend der Strommessung ging das Gas durch 
die Hilfsvorlage, nach Umlegen des Dreiweghahns durch die Mefvorlage, 
in der Regel wahrend einer Stromdauer von einer Minute. Die MeB- 
vorlage enthielt neutrale Jodkaliumlésung, das ausgeschiedene Jod wurde 
in der angesiuerten Lésung durch Na, S,O, titriert. Sind hierfiir v1),,em* 
einer '/,,n Lésung erforderlich, so ist, da 1cm® ?/,,n Na, S,O,-Lésung 
0,5.10-4 Mol O, entspricht, wenn @ die Stromdauer in Minuten, 
Ae Vij, OO AS al Oeste 60/Iz oder 


V1 sO 
yee OWAd ae ARS 
z.I Amperestunde 


(3) 


Nimmt man an, daf die primare Wirkung des Stromes die Spaltung von — 
O, ist, so entspricht die Spaltung von 1 Mol O, der Bildung von 2 Mol O,. 
Ist dann Qo, die Zahl der pro Coulomb gespaltenen Mol O,, so ist 


9 ate 
0 —~ 9°48 3600 
oder 


Qo; 10% = ae (4) 
Die O,-Konzentration im Siemensrohr betrug bei diesen Versuchen 5 
bis 7 g/m, die Reduktion der A-Werte auf die O,-Konzentration 0 (A) 
geschah, indem man A fiir eine etwas héhere Konzentration, erzielt durch 
Verkleinerung der Strémungsgeschwindigkeit, bestimmte ?). A® ergab sich 
durchschnittlich um 5 Proz. gréBer als A. 
§ 4. Bei Versuchen mit 50 Hertz kann man die Beziehung zwischen 
Strom und Spannung bestimmen und dadurch den ozonbildenden Leitungs- 
strom als Bruchteil des Gesamtstromes berechnen *). Bei Versuchen mit 


1) E. Warburg und W.Rump, ZS. f. Phys. 82, 249, 1925. 
2) BE. Warburg und W. Rump, ZS. f. Phys. 82, 250, 1925. 
3) B. Warburg, ebenda, S. 252. 
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250 Hertz ist dies schwieriger, weil bei den hier auftretenden héheren 
Stromstairken die Temperaturerhéhung des Gases im Entladungsraum, 
folgeweise die Dichtigkeitsabnahme des Gases betrichtlich wird und mit 
wachsender Spannung wichst. Wir haben deshalb hier auf die Trennung 
des Leitungsstromes vom Gesamtstrom verzichtet und die Ausbeute A 
Jauf den Gesamtstrom bezogen. Um dabei den Unterschied zwischen 
Leitungs- und Gesamtstrom mdglichst klein zu halten, wandten wir hohe 
Spannungen an. 

§ 5. Beeinflussen die hohen Oberschwingungen die Ammoniakbildung* 
In einer friiheren Untersuchung hat sich gezeigt, daB die hochfrequenten 
Oberschwingungen, welche in einem Siemensschen Rohr die Grund- 
schwingung stets begleiten, an Intensitaét bedeutend abnehmen, wenn ein 
groBer Widerstand R in die Erdleitung des Rohres gelegt wird, daf aber 

hierdurch die Intensitit einer Grundschwingung von 50 Hertz sowie auch 
die Ozonbildung nicht geandert wird. Hieraus wurde geschlossen, dab 
die Oberschwingungen zur Ozonbildung nichts beitragen *). 

Diese Versuche wurden bei einer Dicke des Entladungsraumes von 
1mm angestellt. Aus den folgenden Versuchen geht hervor, da®, ebenfalls 
fiir 50 Hertz, bei gréSerer Dicke des Entladungsraumes die VergroSerung 
des Erdwiderstandes R auch die Intensitét J der Grundschwingung 
herabsetzt. Der groBe Erdwiderstand wurde durch Hinzuschalten einer 
Siule aus einer Lésung von Jodcadmium in Amylalkohol nach Hittorf 

_gebildet, der Widerstand der Siule betrug ungefihr 5600008. In der 
folgenden Tabelle beziehen sich die Suffixe kl. und gr. baw. auf kleines 
und grofes R. 


Tabelle 1. Sauerstoff m — 50. 


23. Sept. 1926, Rohr XVI, d= 0,8. 27. Sept. 1926, Rohr VII, d= 3,5. 
R = 570000 R= 10000 R = 570000 | R= 10000 
[per sto8 erst020 | Ten / Ten, B | r.10° | 1.108 | eee 
a = il = ———— Sa = 
8 360 802 791 0,99 9 220 | 604 | 685 | 1,13 
_ 100380 1032 1029 1,00 10080 | 755 825 1,09 


Erhéhung des Erdwiderstandes beeinfluBt also bei d = 0,8 die 
-Grundschwingung nicht, setzt aber bei d = 3,5 deren Tntensitit herab. 
Fiir n — 250 Hertz ist letzteres schon bei d = 0,8 der Fall. Unter 
diesen Umstinden muBte man, um die aufgeworfene Frage zu entscheiden, 


1) E. Warburg, ZS. f. techn. Phys. 4, 459, 1928. 
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Q fir groBen und kleimen Erdwiderstand durch jedesmalige Messung der 
Intensitét J der Grundschwingung bestimmen. Die folgende Tabelle 
zeigt die Ergebnisse solcher Versuche. Die kleinen Erdwiderstinde be- 
liefen sich auf 300 bis 2000 2, der grofe Erdwiderstand auf 560000 82. 


Tabelle 2. 

yo ee 

Datum Rohr (mm) 5 | Eb R | yao ws | @.108 Qyg.| Zor. Oe ome 
18. Sept. 1926 xvi | 3,8 | 250 |10 030 | Pe a oe | 2,76 0,80 
20. | xvr| 08 | 250 | 8800} a esd cass eo ae 
7. Juni | mx] 41 | 555 | — i te ao Oe | 2,10 0,97 
ones | ivi 1 -| 560 | 8 300 | = ce ooee \ 4,15 1,18 
Ome | vir] 0,7 sx 8 300 | Leer pe0| 0,214 \ 1,13 1,21 


er. | 10320] 0,176 


Bei grober Dicke des Entladungsraumes (d = 38,8 und 4,1) ist Qgy. 
sogar gréBer als @g, gefunden, so da8 hier ein Einflu8 der Ober- 
schwingungen auf die Ammoniakbildung jedenfalls nicht erkennbar ist. Fiir 
kleine d (0,7 bis 1) ist Qa. etwas gréker als Qgr, es ist daher anzunehmen, 
daB fiir mittlere d Qi. = Qer. wird. Die Ursache der kleinen Ande- 
rungen von @ mit R konnte nicht ermittelt werden, doch sprechen sie 
nicht fir eine Mitwirkung der Oberschwingungen aut die Ammoniak- 
bildung. 

Bei allen im folgenden beschriebenen Versuchen war der grofbe 
Widerstand von 560000 Q in die Erdleitung aufgenommen und dadurch 
die Intensitit der Oberschwingungen klein gehalten. 

Die Tabelle 2 zeigt ferner, da® fiir 250 Hertz, entsprechend dem fiir 
50 Hertz gefundenen, der Erdwiderstand R die Starke der Grundschwingung 
bei gréBeren d weit mehr als bei kleineren d beeinfluSt. 


§ 6. Die § 6 bis 14 enthalten Parallelversuche tiber Ammoniak- und 
Ozonbildung im Siemensrohr. Die fiir Ammoniakbildung benutzten Ge- | 
mische enthielten 50 Proz. Stickstoff. Die Frequenz betrug iiberall 
250 Hertz. 

Verschiedene gleich dimensionierte Siemensréhren geben oft ver- 
schiedene Werte von Q (Ammoniakbildung) und A (Ozonbildung), aber 
die Unterschiede sind weit gréBer fiir Q als fiir A. Die zu den folgenden 
Versuchen benutzten Réhren XV und XVI waren mit Wasser, Alkohol 
und Ather behandelt worden. 
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Tabelle 3. 
ai— 0,85 2b ==-8300, “BR: = 565000; Re = 4896 2, Cg = 0,644 .10—6 Far. 
Ammoniakbildung. 
Rohr Nr. Datum ! Te LOS | z v | Q. 104 Qxv/exvI 
2) — — — re i = ————————— 
XV 9 30. August 1926 3780 10 7,38 | 0,326 | 1.57 
XVI 3—5 || 29.—30. August 1926 || 3380 6 4,19 | 0,207 | ‘ 
Ozonbildung. 
Rone Nr | Datum | 1.108 Zz v | oo | A 0 “49 u 
3 cb os A | A AXy/AXyI 
XV | 10—12 | 30. August 1926 | 3290 1 9,62 422 440 | 1.09 
XVI 6—8 | 30. x 1926 || 3400 1 9,07 385 403 | 


Qxy ist 1,57 mal so gro’ als Qxyz Axy nur 1,09 mal so grof als 
Axy; Die Ursache fiir das verschiedene Verhalten der beiden Réhren 
kann nur in verschiedener Beschaffenheit der Winde des Entladungs- 
raumes liegen. Mithin fiihren diese Versuche zu dem Schlu8, daf die 
Beschaffenheit jener Winde die Ammoniakbildung in weit hoherem Mase 
als die Ozonbildung beeinfluBt. 

§ 7. Dieser SchluB bestiitigt sich dadurch, daB bei einem und dem- 
selben Rohr verschiedene Wandbehandlung die Ammoniakbildung in weit 
hodherem Mae als die Ozonbildung beeinfluSt. Bei den folgenden Ver- 
suchen wurde der Entladungsraum das eine Mal mit Wasser, Alkohol und 
Ather (Behandlung 1), das andere Mal mit Chromschwefelsadure, daraut 
wieder mit Wasser, Alkohol und Ather (Behandlung 2) gereinigt. 


Tabelle 4. Rohr XVI, d = 0,8. 


Ammoniakbildung. 
Nr. | Datum | I.106 Zz | v | Behandlung | Q.104 | QolQi 
i — — — = - — ————— 
} 8-5 | 28. u, 30. August 1926 | 3380 | 6 | 4,19 1 0,207 ae 
13—14|| 1.September 1926 | 3710 10 6,20 2 | 0,280 : 
Ozonbildung. 
Nr. | Datum | I. 106 z | V2I40 | Behandlung | A | Ao | A$/A9 
= - = = SS = ene 
6—8 | 30. August 1926 || 3400 1 9,07 1 385 403 0.96 
15—16 1. Sept. 1926 3610 1 9,04 2 371 386 3 
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Rohr XVII, d = 3,8, H = 10030, R — 565000, 


Ro = 4896, Co —= 0,2165 . 10—6 Far. 


Ammoniakbildung. 

Nr. | Datum } T.108 | z | 0 | Behandlung | Q.104 | Q2/Q1 
28—29 || "8. Sept. 1926 | 3360 | 10 | 5,29 1 0,262 | 1.25 
ga—s4ll 9. , 1996 || 3030 | 10 | 5:92 2 0,325 | {-? 

Ozonbildung. 

Nr. _| Datum | I. 108 ! Zz 46 | Behandlung A | AO | 49/49 
30—31| 8. Sept. 1926 2160 | 1. | 12409) Malis oy. | 800. Pee30, Theme 
35—36|| 9. 4 1926 | 1800 | 1 | 205 | eee | 798° |epsGr iis 


Die verainderte Wandbehandlung hat die Ausbeute @ an Ammoniak 
um 30 Proz., die Ausbeute A an Ozon kaum geandert. 


§ 8. Nach diesen Ergebnissen erwarteten wir eine betrachtliche 
Anderung der Ausbeute Q, wenn wir die Oberfliche des Entladungs- 
raumes mit Flufsaure atzten. Diese Erwartung hat sich nicht bestitigt, 
ein Einfluf der Atzung war nicht festzustellen. Auch verhielt sich ein 
Siemensrohr aus Quarzglas nicht anders wie ein solches aus Glas (vgl. § 15). 


§ 9. Die Priifung der Frage, wie die Ausbeute Q von der Dicke d 
bzw. dem Volumen des Entladungsraumes abhiingt, wird fiir die 
Ammoniakbildung dadurch erschwert, da$ hier Q von der Wandbeschaffen- 
heit im erheblichem Mae abhingt. Gleichwohl diirfte die folgende 
Tabelle den gewiinschten Aufschluf geben. 


Tabelle 5. Ammoniakbildung. 


Q groBter Q kleinster Zahl der 
d beob. Wert beob. Wert Bestimmungen 
TT ——_—__— zg ~ - 
0,8 |! 0,321 | 0,192 aL: 
3,8 0,326 0,198 5 


Aus dieser Tabelle geht hervor, da8 ein Einflu8 der Dicke des 
Entladungsraumes auf die Ausbeute @ bei der Ammoniakbildung, wenn 
iiberhaupt vorhanden, jedenfalls sehr klein ist. 

Dagegen ergibt sich aus den Tabellen 3 und 4 fiir die Ausbeute A 
bei Ozonbildung : 
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Tabelle 6. Ozonbildung. 


d A A A0 Ae | As 3l4o,8 49 f 48 8 
— = = a 2 = = RS SS Sar oo ~ 
| 422 444 
385 403 415 
) 08 | 385 ea 403 | 
371 
| 2,04 2,02 
800 839 
3,8 | 708 799 oo B38 | 


Mithin ist A bzw. Qo, bei Ozonbildung fiir d = 3,8 ungefahr doppelt 
so grob, als fiir d = 0,8. 

Ahnlich verhilt es sich nach fritheren Versuchen*) bei der Frequenz 
50 Hertz, es ergab sich nimlich: 


Tabelle 7. Ozonbildung. l.c. 8.246 und 248. mn = 50. 
d | E | A Az 5/41, 
: ¢ iy.) 5 
) ee 
1,0 |; 9000 476 5 
35 || 9830 894 Bae 


Diese Ergebnisse zusammen mit denen der § 6 und 7 fiihren zu dem 
Schlu8, da8 der Hauptsache nach die Ammoniakbildung an der Oberflache, 
‘die Sauerstoffspaltung im Innern des Entladungsraumes erfolgt. 

§ 10. Um diesen Schlu8 weiter zu bekraftigen, lieben wir zwei 
'Siemenssche Réhren IX und X anfertigen, fiir beide war d — 4,1, aber 


an die Mitte des Entladungsraumes von X war, dessen Winden parallel, 
ein Rohr eingesetzt und dadurch die Oberflache des Entladungsraumes 
auf das Doppelte gebracht, wihrend IX ohne Einlage blieb. Beide 
Rohren wurden in gleicher Weise, nimlich mit Natronlauge, Salpeter- 
“sdure und Chromschwefelsiure behandelt. Es ergab sich: 

Tabelle 8. 


E = 10030, R = 565000, Ry = 4896, Cg = 0,217 . 10—6 Far. 
13. September 1926. 


_ Rohr | Nr. 1.106 Q. 104 A 40 GyiOne ae ate 
sles —- = = 
Ix || 38-39 | 2510 0,311 = ake 
45—46 | 1580 - 755 791 
: 1,67 1,05 
x || 40-41 | 2290 0,518 a = 
42-44 | 1450 x 792 831 


1) E. Warburg und W. Rump, ZS. f. Phys. 82, 245, 1925. 
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Die Oberfliichenvergréferung durch die Einlage hat Q auf das 
1,67fache, A° nur auf das 1,05fache eebracht. 

$11. Ferner wurden in den 4,1 mm dicken Entladungsraum eines 
Siemensschen Rohres 5,58 Glaswolle gebracht, die Dicke der Faden 
betrug im Mittel 0,0034 cm, ihre Oberflache, wenn das spezifische Gewicht 
des Glases zu 2,5 angenommen wird, 2590 cm”, ungefahr das 16 fache der ~ 
ganzen Oberfliche des Entladungsraumes. Der Apparat wurde mit Chrom- 
schwefelsiure, Wasser, Alkohol und Ather gespiilt. 


Tabelle 9. Rohr XVIII, d = 4,1. Glaswolle im Entladungsraum. 
E = 10030, R = 570000, Ro = 10000. 


Datum | Nr. of I. 106 Fike Q- 104 0+ | A 
ee = ae —= ——— 
11. Oktober 1926 | 146 3350 0,587 = 
12. 4 1926 ||147—151, 1560 — | 668 


Es ist zu bemerken, daf der erste Versuch iiber Ammoniakbildung 
hier einen sehr kleinen Wert von Q.10‘, namlich 0,07 ergab, daf aber 
bei den folgenden Versuchen Q.10* sehr schnell stieg und bei dem 
11. Versuch den Wert 0,587 der Tabelle erreichte. Zum Vergleich ziehen 
wir das Verhalten des Rohres IX heran, welches bei 4,1 mm Dicke des 
Entladungsraumes nach Tabelle 8 fiir @.10* den verhiltnismabig hohen 
Wert 0,311, fiir A 755 ergab. Durch die Wirkung der Glaswolle wire 
danach @ auf das 1,9fache erhéht, A sogar auf das 0, 9fache verkleinert. 

§ 12. Die Versuche dieses Paragraphen betreffen die Beziehung 
der Ausbeute Q@ an Ammoniak zu dem Mischungsverhaltnmis von Stickstoff 
zu Wasserstoff. Die Verunreinigungen der benutzten Gase beliefen sich 
bei Stickstoff auf etwa 0,5 Proz., wahrscheinlich an Sauerstoff, bei Wasser- 
stoff auf etwa 0,2 Proz., wahrscheinlich an Stickstoff. Die Mischung der 
Gase wurde in Bomben vorgenommen, das gewiinschte Mischungsverhiltnis 
zunichst nach Druckmessung eingestellt, alsdann durch Gasanalyse ge- 
nauer bestimmt. Im allgemeinen fanden die Versuche etwa 24 Stunden 
nach Herstellung der Mischungen statt. In den folgenden Tabellen ist 
der Prozentgehalt an Stickstoff durch ¢ bezeichnet. 


Tabelle 10. Rohr XVII, d — 3,8. Druck 767mm Quecksilber. 
Mittel aus Versuchen yom 15. und 18. Oktober 1926. 


se ar, 6 | 68 | 745 | so | 90 
= = ata = ’ 
b. 104 so oe 0,203 | 0,287 | 0328 0,345 | 0,333 0,308 0,082 
Optimum: ¢ = 66. 


i Uber die Bildung von Ammoniak aus den Elementen usw. 567 


Tabelle 11. Rohr XVI, d@d = 0,8. Druck 758mm. Mittel aus Versuchen 
vom 28. und 29. Oktober 1926. 


a | «6 | o | m | @ | 9 


0,117 | 0,161 | 0,189 | 0,190 | 0,167 | 0,061 
i) Optimum: « = 65. 

Die Kleinheit der @ fiir Rohr XVI ist keineswegs dem kleinen d 
zuzuschreiben, dieses Rohr zeigte durchweg kleinere Werte @ als das 
“Rohr XV von demselben d. 
Fig. 1 gibt die graphische Dar- 


stellung dieser Versuche. Da _ die 


@ — «-Kurven in der Nihe des Opti- 


mums ziemlich flach sind, kann auf ge- 


naue Bestimmung desselben nicht ge- 


rechnet werden. Wenn die Kurve in 


50 € 100 
Fig. 1. Q—s-Kurven. 


der Nahe des Optimums als kreisfo6rmig 
“zu betrachten ist, was sich aus dem An- 
lick der Kurve einigermafen beurteilen laft, so kann man die Lage des 
»Optimums aus dem ihm benachbarten Teil der Kurve berechnen. 

Die folgende Tabelle enthilt alle unsere Ergebnisse fiir das Optimum 


in einfachen Siemensréhren. 


Tabelle 12. d= 3,8, d=08. Metallapparat qd = 3,9. 


| = me |? [oe [om 
ee SS 
767 | 66 758 | 65 | 766 | 71 
poz)" 60 | 
166 | 62 | 


Mi 

Nach diesen Versuchen liegt das Optimum fiir Atmosphirendruck 
bei 65 bis 71 Proz. Stickstoff und andert seinen Betrag nur unbedeutend, 
wenn der Druck auf 200 mm erniedrigt wird. 

Wir haben auch einige Versuche iiber die Lage des Optimums bei 
alaswolle im Entladungsraum angestellt. 


i Tabelle 13. Rohr XVUI. Glaswolle im Entladungsraum. 
Versuche vom 3. und 4. November 1926. 


= | » | « | wm | » | % 


g. 108 | 0,431 | 0,531 | 0,590 | o,626 | 0,561 
Das Optimum ist hier etwas nach héherem Stickstoffgehalt ver- 
schoben und liegt ungefahr bei ¢ = 80. Der im Optimum hier gefundene 
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Wert von @ ist der héchste, den wir fiir Ammoniakbildung beobachtet 
haben. 

Buch Andersen?) untersuchte die Ammoniakbildung durch den 
Sto von Elektronen, welche an einem gliihenden Wolframdraht ausgelést 
und in einem elektrischen Felde beschleunigt wurden. Bei Drucken 
unterhalb 0,5mm fand er das Optimum bei tiber 90 Proz. Stickstoff. 


§ 13. Den Einfluf des Druckes auf die Ausbeute Q bei Ammoniak- 
bildung haben wir fiir verschiedene Werte von d und ¢ untersucht, 
vorzugsweise zwischen Atmospharendruck und 200 mm Quecksilber. Zur 
Charakterisierung des Druckeinflusses benutzen wir den Mittelwert der Grobe 
p= — = dQ - 108 in diesem Intervall. 

Q Op 


Die folgende Tabelle enthalt vier diesbeziigliche Versuchsreihen. 


Tabelle 14. 
——————— 


i \| ] 


Rohr | Datum d € p Q.104 pb 
: Pa ae) ee ait Aes 2S a a £33 i 
Cr Panee 2 ie 4 rt Tl Tlieas TS | "a | 
VII || 11. Marz 1926 | 0,7 50 790 0,186) | neers 
| 200 0,091 |f ”? 
xv || 5.Nov.1926 | 0,8 | 61 766 0,260 
is9 | 0,173 oe 
t | | 2870 766 0,285 |)’ 
| | | | 180 0.188 eso 
80 766 0,260 
| 199 | 0,175 ed 
XVII | 3. August 1926 || 3,8 31 752. | 0469 Loe 
| 192 0,090 ’ 
1 61 752 | 0,239 |) 
| } 194 0,139-° ieee 
| 74,5 752 0,229 
| | | | 184 | 0,108 ia 
IX | 27. April 1926 || 4,1 | 50 | 769 | 0,353 see 
| | 197 | 0,200 , 


Es wurde stets der Versuch bei kleinerem Druck durch zwei Ver- 
suche bei Atmosphirendruck eingeschlossen und aus diesen das Mittel 
genommen. Die Ausbeute Q ergibt sich mit abnehmendem Druck ab- 
nehmend, zwischen Atmospharendruck und 200 mm Quecksilber um 0,07 
bis 0,12 Proz. pro Millimeter Quecksilber. Wir haben indessen in einem 
Fall Q in diesem Intervall beinahe unabhaéngig vom Druck gefunden, 
niémlich : 


1) E. Buch Andersen, ZS. f. Phys. 10, 54, 1922. 
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Tabelle 15. Rohr XVI, d = 0,8. 1.November 1926. 


E ! p Q. 104 
Se 

46 757 | 0,160 
) | 192 0,155 
| 61. || 7 ete 
||" LOCA EMCO cost 

ZO’, 1s): ieee mn ie 

191 | 0,197 


Fiir Sauerstoffspaltung ergibt sich 6 aus friiheren Versuchen von 
uns). Der zitierten Arbeit entnehmen wir die in der folgenden Tabelle 
| verwerteten Daten. 


Tabelle 16. 
eee 
s : | La Rn 
NS. 246, Reihe Ic . af." 50 | 1 9000 { a | oe a | 1,9 
ps. 248, Reihe Ib . . 50 5 3,5 | 9880 | Ue Ih Oe dae | 16 
Masi, Rohe Ive. . | 500 | je poses ofall! ese | 17 
Fir n — 500 sind unter A die Werte von A® angegeben. Hier- 


nach ist B fiir Sauerstoffspaltung 1,6 bis 1,9, ungefaihr 1,7mal so grof 
als nach Tabelle 13 fiir Ammoniakbildung, 
§ 14. Vergleichen wir nun fiir Atmospharendruck die Ausbeute fiir 
/ Ammoniakbildung und fiir Sauerstoffspaltung. Indem Q.10* fir 
-Ammoniakbildung in einfachen Siemensschen Réhren zwischen 0,19 
und 0,32 und yon d unabhingig gefunden wurde, ergibt sich aus Tabelle 16 
| Q. 10‘ fiir Sauerstoffspaltung bei d == 1mm 44- bis 74-, bei d = 3,5 mm 
82- bis 137mal so gro8 als fiir Ammoniakbildung, fiir die anderen bisher 
-untersuchten Reaktionen im Siemensrohr ist @ von der gleichen GréfSen- 
‘ordnung wie fiir Sauerstoffspaltung. Die Ausbeute @ hat also fiir die 
)Ammoniakbildung einen exzeptionell kleinen Wert. 
§ 15. Theoretisches. Bei der theoretischen Betrachtung der Versuchs- 
'ergebnisse gehen wir von der Annahme aus, da die chemische Wirkung 
bei der stillen Entladung auf Jonenstéfen beruht, wobei nach friiheren 
Erérterungen bei kleinen Drucken nur ElektronenstéSe in Betracht kommen. 
DaB die Ammoniakbildung im Gegensatz zur Ozonbildung haupt- 
‘sichlich nur an der Oberfliche des Entladungsraumes erfolgt, kénnte 


1) KE. Warburg und W. Rump, ZS. f. Phys. 32, 245, 1925. 
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verschiedene Ursachen haben. Fiir die Spaltung von O, sind nach 
Warburg!) ungefabr 140 kcal pro Mol, entsprechend einem Jonenpotential 
von 6,1 Volt, nach spateren Forschern®) bis 184 (8 Volt), neuerdings 
nach Hogness und Lunn®) 150 (6,5 Volt) erforderlich, fiir die Spaltung 
von N, aber erheblich mehr, niamlich nach Sponer‘) und Hund®) 
11 bis ‘19 Volt; nach Kondratjew®) soll sogar Spaltung von N, in die 
Atome nur durch Ionensté8e von iiber 30 Volt erfolgen. Bei der stillen 
Entladung aus metallischen Spitzen ist nun der Potentialgradient am 
grdBten in unmittelbarer Nahe der Spitze‘), und es ist anzunehmen, daB 
dementsprechend bei den Entladungen im Siemensrohr der Potential- 
eradient und damit das Ionenpotential am gréften in unmittelbarer Nahe 
der Oberfliche ist. So erscheint es méglich, daB das zur N,-Spaltung 
erforderliche hohe Ionenpotential nur in unmittelbarer Nahe der Ober- 
fliche des Entladungsraumes erreicht wird. 
Es scheint indessen eine andere Auffassung den Tatsachen mehr zu 
entsprechen. Im Gegensatz zur Ozonbildung ist namlich die Ammoniak- 
bildung bei Zimmertemperatur ein Vorgang, der von selbst eintreten 
kann, da bei Zimmertemperatur und Atmosphiirendruck im Gleichgewicht 
weniger als 2 Proz. des maximal miglichen Ammoniaks dissoziiert sind 
und bei den Versuchen bei Atmospharendruck nur etwa "/s59) des maximal 
méglichen Ammoniaks gebildet wurden. Die Ammoniakbildung ist als 
ein Vorgang, der durch die Ionenstéfe ausgelost oder katalysiert wird. 
Es ist nun bekannt, da8 Gasreaktionen durch feste Oberflachen sehy 
wirksam katalysiert werden. Faraday®*) entdeckte die langsame Ver; 
einigung von Knallgas an Platinoberflachen. V. Meyer und seine Mit 
arbeiter Krause und Askenasy®) beobachteten, dai Knallgas unterhal 
der Explosionstemperatur, welche sie fiir ruhendes Gas unterhalb 606° 
in strémendem Gas héher fanden, langsam an Glasoberflachen verbrenn 
Aber die Geschwindigkeit dieser Reaktion war auSerordentlich wechseln 
mochte die Glasoberfliche glatt oder geatzt, vor Licht geschiitzt sei 


1) E. Warburg, Berl. Akad. Ber. 1916, S. 329. 

2) M. Born und W. Gerlach, ZS. f. Phys. 5, 441, 1921; H. Senftlebe 
ebenda $7, 544, 1926; H. Sponer, Die Naturwissensch. 14, 275, 1926. 

3) T. R. Hogness und E. G. Lunn, Phys. Rev. (2) 27, 732, 1926. 

4) H. Sponer, ZS. f.' Phys. 34, 622, 1925. 

5) F. Hund, ebenda S. 296. 

6) V. Kondratjew, ebenda 88, 346, 1926. 

7) E. Warburg, Ann. d. Phys. (4) 2, 297ff., 1900. 

8) M. Faraday, Ostwalds Klassiker Nr. 87. 

9) A. Krause undV. Meyer, Liebigs Ann, 264, 85—116, 1891; P. Asken 
und V. Meyer, ebenda 269, 49—72, 1892. 
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oder nicht, ohne daS eine hierfiir verantwortliche Anderung in der Be- 
schaffenheit der Glasoberflache zu finden war. Es wird hierdurch wahr- 
scheinlich gemacht, dafi die katalytische Wirkung nicht der Glasoberfliche 
als solcher zukommt, sondern von kleinen Substanzmengen herriihrt, 
welche in verschiedenem Betrage gegenwirtig sind, und es ist zu bemerken, 
daBb nach O. Warburg’) die von ihm entdeckte katalytische Wirkung der 
Blutkohle auf Oxydationsvorgiinge durch eine minimale Quantitat von 
‘Eisen entsteht. Bodenstein”) beobachtete die Katalyse von strémendem 
Knallgas an Porzellanwinden bei 600°C, Bodenstein und Ohlmer’*) 
die Katalyse von Kohlenoxydknallgas an Quarzglas bei 230 bis 308° C, 
‘Bodenstein und Kranendieck*) den katalytischen Zerfall von Ammo- 
miak an Quarzglas und Quarzglaswolle bei 780 bis 880°C, Temperaturen, 
‘bei welchen das Ammoniak im Gleichgewicht fast véllig dissoziiert ist. 

Von diesen Fiillen unterscheidet sich der uns vorliegende dadurch, 
daB die Katalyse hier nicht durch die feste Oberfliche fiir sich, sondern 
fn ihr unter der Wirkung der lonenstoSe herbeigeftihrt wird. Im 
‘ibrigen entspricht die von uns beobachtete wechselnde katalytische Ober- 


‘lachenwirkung (§ 6 und 7) sowie die EinfluBlosigkeit der Atzung 
“§ 8) durchaus den Beobachtungen von V. Meyer und seinen Mitarbeitern. 

Nach beiden Auffassungen lit sich die kleine Ausbeute bei der 
‘Ammoniakbildung im Vergleich zur Ozonbildung leicht verstehen. Ist 
vimlich w die mittlere Geschwindigkeit der wirksamen [onen, » ihre 
abl in der Volumeneinheit, so ist die Zahl Zs der Ste auf die Ober- 
Nlache S pro Sekunde w. n. S oder 1/, wu. m. S, je nachdem die Ge- 
cchwindigkeit w senkrecht zur Oberfliche oder auf alle Richtungen gleich- 
6rmig verteilt ist; dagegen die Zahl Z, der Stébe im Volumen V pro 


Sekunde gleich fee ¥ wo A die mittlere Weglinge der wirksamen 


)onen. Indem angeniihert V = d.S, wird Zs/Zy = A/d oder "/, afd. 
Ye nachdem man fiir 4 die mittlere Weglinge der H,-Molekeln 
)17,1.10-5mm) oder der N,-Molekeln (9,17.10—5mm) bei 20° und 
-tmosphirendruck annimmt, erhalt man 


Friern) | ija(H2) | aa (Ne) 
1 0,000 170 | 0,000 092 
A 0,000 043 0,000 023 


1) O. Warburg und W. Brefeld, Biochem. ZS. 145, 461, 1924. 

2) M. Bodenstein, ZS. f. phys. Chem. 29, 689, 1899. 

°) M. Bodenstein und F. Ohlmer, ebenda 58, 166, 1901. 

*) M. Bodenstein und F. Kranendieck, Nernst-Festschrift 1912, 8. 99. 
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Wird, fiir tieferen Druck, die 4Y2= 5,64 mal so grobe Weglange der 
Elektronen angenommen, so werden diese Zahlen 5,64 mal so groB. Im 
ersten Falle lige 4/d zwischen 23 und 170 Millionstel, im zweiten Falle 
zwischen 128 und 959 Millionstel. Obgleich nicht bekannt ist, welcher 
Bruchteil aller Ionenstéfe in jedem Falle wirksam ist, so machen doch 
diese Zahlen die kleine Ausbeute bei der Ammoniakbildung im Vergleich 
zur Ozonbildung verstindlich. 

Was den Einflu8 des Druckes anlangt (§ 13), so ist fiir die kleinen 
Drucke, bei welchen nur ElektronenstéSe wirken, @ fiir Sauerstofispaltung, 
wie friiher gezeigt'), dem Druck proportional, weil 2 dem Druck um- 
gekehrt proportional ist. Fiir die Ammoniakbildung kommt, wie oben 
gezeigt, 4 nicht in Betracht und Q wiirde fir kleinere Drucke vom Druck 
unabhingig sein, wenn dieser nicht die katalytische Wirkung der Wande 
beeinfluBte. 


§ 16. Man koénnte meinen, da andere Reaktionen im Siemensrohr, 
bei welchen die TonenstéSe ebenfalls katalytisch wirken, sich ebenso 
wie die Ammoniakbildung verhalten. Das ist indessen nicht der Fall. 
Die frither beobachtete Bildung von Jodwasserstoff aus den Elementen 2) 
ist némlich auch ein katalytischer Vorgang, da die Dissoziation des JH 
im Gleichgewicht unter den Bedingungen jener Versuche verschwindend | 
klein ist. Da trotzdem die Wirkung hauptsichlich auf das Innere des_ 
Entladungsraumes ausgeiibt wird, ist schon deshalb wahrscheinlich, weil 
die Ausbeute Q hier von derselben GroSenordnung wie bei der Ozon- 
bildung ist. Wir haben indessen direkte Versuche iiber diese Frage an- 
gestellt. Ein Strom von Bombenwasserstoff belud sich, durch Jod hindurch- | 
geschickt, mit Joddampf von dem der Zimmertemperatur von 22°C 
entsprechenden Sittigungsdruck. Die Geschwindigkeit w des Stromes 
wurde so grob gewihlt, daS die zersetzende Wirkung des Stromes auf 
das gebildete JH zu vernachlissigen war, sonst wurden die Versuche so 
angestellt, wie l.c. beschrieben. Um zu entscheiden, ob die Wirkun 
auf das Innere oder auf die Oberfliche des Entladungsraumes ausgetib 
wird, benutzten wir die Methode des § 10, verglichen namlich die Aus 
beute Q fiir die beiden Réhren IX und X, von denen X mit einer Einlag 


versehen wat. 
Nr. 261 bis 264 zeigen, da Steigerung der Geschwindigkeit w vo 
4,5 auf 7,6 Liter/Min. @ noch erhdht, weitere Steigerung auf 10,3 abe: 


1) E. Warburg, ZS. f. Phys. 32, 261, 1925. 
*) BE. Warburg, ebenda 21, 372, 1924. 
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nicht mehr. Die Geschwindigkeit 7,6 ist also hinreichend, um die 
J H-Zersetzung zu verhindern. 


Tabelle 17. JH-Bildung. Rohr IX und X, d = 4,1. 


) Datum || Rohr Nr. w Liter/Min. | I. 106 QyH - 104 
11. Nov. 1926 1D 261 7,6 | 723 13,8 
262 Ae tt! 740 13,0 
263 1A asad 7 | 13,9 
264 | LOS | 748 13,8 
x 265) aa muaMaO S54" /uuhs 1 sE4s9 
266 | Te Couaall 563 nual 15,1 


yy bedeutet gebildete Mol JH pro Coulomb. 


Die Versuche zeigen, da8 durch die Eimlage Q von 13,9 auf 15, 
ulso im Verhiltnis 1:1,08 erhéht wird, nach § 10 erhdhte sie Q fiir 
)zonbildung im Verhiltnis 1: 1,05, fiir Ammoniakbildung im Verhaltnis 
):1,67. Die Wirkung der Einlage auf die J H-Bildung entspricht also 
‘er Wirkung auf Ozon-, nicht auf Jodwasserstoffbildung. 

Ferner variierten wir die Dicke d des Entladungsraumes. 


Tabelle 18. JH-Bildung. Rohr XIII, d = 1,3. 


Datum | w I. 10¢ | QyH - 104 
———= — re es 
oy 12. Nov. 1926 | 8,7 813 8,20 
in I 9,3 | 1028 8,14 


Aus Tabelle 17 und 18 ergibt sich eine bedeutende Zunahme des 
mit d, Qjy-10* wiachst von 8,2 auf 13,9, wenn d von 1,2 auf 4,1 
-héht wird, wahrend fiir Ammoniakbildung @ von d unabhingig ist (§ 9). 
ie Jodwasserstoffbildung wird also durch StéSe im Innern katalysiert. 


| Dem Elektrophysik-Ausschuf danken wir fiir die zu der vorstehenden 
-rbeit gewihrte Beihilfe. 
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Zur Theorie des photoelektrischen Effekts. 
Von G. Wentzel in Leipzig. 
Mit 1 Abbildung. (Eingegangen am 19. November 1926.) 


ge NS Se Sy 


Schrédingers wellenmechanische Formeln zur Dispersionstheorie enthalten ein- : 


deutige Aussagen iiber die Wahrscheinlichkeit des Photoeffekts. Im folgenden 
wird insbesondere die Absorption der Réntgenstrahlen untersucht (Zusammenfassung 
am SchluB). 


§1. Allgemeines. In seiner vierten Mitteilung zur Wellen-. 


mechanik behandelt Schr sdinger’) den Einflu8 einer Lichtwelle auf ein 
Atom nach der Stérungstheorie. Zu der Eigenschwingung, welche dem 


Anfangszustand des Atoms entspricht, treten als Stérungen (als Ol | 


zwungene Schwingungen“) simtliche iibrigen Eigenschwingungen des 
Atoms hinzu, sofern sie mit der Anfangsschwingung kombinieren kénnen,, 
und zwar (wegen der ,Resonanznenner*) mit um so stirkerer Amplitude, 
je enger die anregende Frequenz der betreffenden Kombinationsfrequenz 


benachbart ist. Wiahrend Schrédinger sogleich zur Diskussion des 


, wellenmechanischen Dipolmomentes“ iibergeht, das fiir die Dispersions- 


theorie maBgebend ist, interessieren wir uns hier fiir die gestirten Kigen- 


schwingungen selber. 


Die Quadrate der Koeffizienten, mit denen die verschiedenen Bigen- 
schwingungen in der gestérten Schwingung auftreten, bedeuten offenbar 
Wahrscheinlichkeiten von Anregungsprozessen. Gehen wir gleich z 
dem interessanteren Fall iiber, dab das primire hy die Ionisationsenergi 
des Atoms iibertrifft, so gehdrt die (nach Ausweis des Resonanznenners 
am stirksten angeregte Schwingung zum kontinuierlichen Spektrum, en 
spricht also photoelektrischen Prozessen. In der Tat verhalte 
sich die dem kontinuierlichen Spektrum angehdrenden Eigenfunktionen 
in groBen Kernabstiinden 7 wie — eine derartige Kugel 
welle bedeutet aber in der von Born®) gegebenen Interpretation eime 
stationaren radial gerichteten Elektronenstrom. 


1) E. Schrédinger, Ann. d. Phys. 81, 109, 1926. 
2) M. Born, ZS. f. Phys. 37, 863; 38, 803, 1926. 
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In Gleichung (1) schreiben wir nach Schrédinger [l. c., Formeln (12) 
und (14')] die gestérte Schwingung an, indem wir die diskreten Eigen- 


werte gleich als unwichtig beiseite lassen "): 
) 


ay = u(x, a 


Some? DON a ee or L') ua, B') pr Met Ethie (1) 
2 Ey + hy —#' 

Hier bedeuten w (a, Ey) und w(x, L') die (auf 1 normierten) Eigenschwin- 

gungen, die dem Grundzustand und dem angeregten Zustand entsprechen; 

a (H,,E’) ist die betreffende Partialschwingung des elektrischen Moments 

des Atoms (nach der Wellenmechanik), skalar multipliziert mit der elek- 

crischen Feldstarke der Lichtwelle [vgl. Formel (7), S. 580]. Die Ener- 


gien E haben wir so normiert, da® fiir das freie Elektron EK — e 
wird; dann ist die Frequenz der Materiewelle nach de Broglie gleich 
moc me HE 
Pee h 
hyi— 2 
unzusetzen. 
oe, By. 


Der EZ Be jr» mit welchem die Eigenschwingung 


EB, + hy hy —E 
« (2, ’) in (1) auftritt, 34 offenbar maSgebend fiir die Wahrscheinlichkeit, 
a8 ein Photoelektron mit der Energie EZ’ austritt. Dies scheint auf 
len ersten Blick dem Einsteinschen Gesetz zu widersprechen, da die 
dnergie 
E=EH,+hyv (2) 
*war tiberwiegend, aber doch nicht allein unter den Photoelektronen 
‘orkommt. Man mu8 aber bedenken, dai, wenn die Primirwelle ein wenig 
jedimpit ist (vgl. § 5), die Abweichungen von (2) praktisch nur im 
Sereich der wahren Linienbreite des Lichtes vorkommen; sie sind also 
atsichlich ganz im Sinne des Einsteinschen Gesetzes. 
Ubrigens divergiert das Integral (1) offensichtlich bei H’ — HE, + hy, 
venn man nicht mit dem Integrationsweg ein wenig in die Saltire 
4'-Ebene ausweicht, und zwar entweder in die positiv- oder in die 
Oe sen doilncs Halbebene. Die hierdurch entstehende Zweideutigkeit 
sat, wie in § 3 niaher ausgefithrt wird, einen ganz bestimmten physi- 
‘alischen Sinn. Der Integrand in (1) stellt naimlich eine stehende 


2% 
1) Wir lassen auch den Term yon der Eredupaz — — One c? + Hy — hv), welcher 


‘er negativen Einstrahlung entspricht, beiseite, aa er fiir das kontinuierliche 
ypektrum nicht in Betracht kommt. 


39 * 
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Schwingung dar, die man in eine konvergierende und eine diver-— 
gierende Welle zerlegen kann. Bei der Integration wird nun je nach © 
der Wahl des Integrationsweges eine der beiden Wellen unter- 
driickt. Da physikalisch nur die auslaufende Welle einen Sinn hat, | 
wihlen wir immer den Integrationsweg durch die positiv imaginare | 
Halbebene. : 

Soll |p|? die wahre mittlere Dichte der elektrischen Ladung (Gn 
Elementarquanten pro ccm) angeben, so muS pw erst mit einem konstanten 


Faktor versehen werden, derart, daB 
fac|vP=1 


wird. Hier stellt sich aber nun die Schwierigkeit ein, daB das Raum- 
integral von |p|? divergiert, da ja w (%, E) im Unendlichen nur wie] 


: 
; 


cos kr 


verschwindet. Der Grund fiir dieses Versagen der Theorie ist 


offenbar darin zu suchen, da8 die Riickwirkung der emittierten w-Strah-} 
lung auf das Atom, d. h. die Verarmung des Atominnern an elektrischer# 
Ladung (im Sinne von Schrodinger), noch nicht in die Theorie ein 
gearbeitet ist. In Wirklichkeit wird namlich die emittierte y-Welle bell 
Beginn der Beleuchtung einsetzen und dann infolge jener Verarmung 
exponentiell abklingen*), so da8 das Raumintegral sehr wohl konvergierei 
wird. Dieser Dimpfungsvorgang wird in § 5 eingehend untersucht werde 
Im folgenden wollen wir zunachst die Lichtintensitit immer so kleiy 
annehmen, daf das Stérungsglied im (1) klein gegen das Hauptglied ist 
d.h. daS die Wahrscheinlichkeit, da ein Elektron sich auBerhalb de 
Atoms aufhalt, < 1 ist; dann ist der Normierungsfaktor einfach | 


faclu@, B)P = 1 


§ 2. “Die Richtungsverteilung der Photoelektronen. D 
Formel (1) soll jetzt auf den Fall des H-Atoms angewendet werden. D 
daraus gewonnenen Resultate werden auch in vielen anderen (,, wassersto! 
fhnlichen*) Fallen noch giiltig sein, z. B. fiir Elektronen im Ator 
innern, solange ihre Wechselwirkung klein gegen ihre Energie 
Zentralfeld ist. Wir fithren ein Polarkoordinatensystem 1, 0, p ef 
dessen Achse dem elektrischen Feldvektor der Lichtwelle parallel ist. | 


Als Ausgangszustand sei zunichst ein S-Term (J = m — 0) ¢ 
wihlt. Nach der bekannten Auswahlregel 47 == + 1 kombiniert died 


1) Bis die fehlenden Elektronen ersetzt sind. 
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nur mit P-Termen (i’ = 1); auberdem kommt fiir den Koeffizienten 


-a(£,, E') in (1) nur die az-Komponente in Betracht, fiir welche die 

, Auswahlregel 4m — 0 gilt. Es werden also von / = m= O aus 

‘lediglich die Eigenschwingungen /' = 1, m’ = 0 angeregt; das gilt 

Jsowohl fiir das diskrete wie fiir das kontinuierliche Eigenwertspektrum. 

Die Richtungsabhangigkeit dieser Kigenschwingungen 1’ = 1, m' = 0 

ist aber einfach durch die erste Legendresche Kugelfunktion gegeben: 
P, (cos) = cos ®, 


d. h. es ist einfach 
u (a, B’) = f(r, B'). cos. (3) 


Nach (1) ist also auch yw auberhalb des Atoms, wo die Ausgangs- 


fj 


-schwingung u (2, E,) abgeklungen ist, gleich einer Funktion von 7 multi- 
pliziert mit cos, und die Intensitit des Photostromes, bzw. die 
Wahrscheinlichkeit der Emission eines Photoelektrons pro 
)Einheit des Offnungswinkels ist also proportional cos?@. Die 
‘Emission ist also am starksten parallel zum elektrischen 
‘Lichtvektor. 


Bei anderen Ausgangstermen ist die Uberlegung etwas umstiindlicher, 
“wegen der Verdopplung der Kombinationen (4/7 —= + 1 und — 1) und 
‘wegen der verschiedenen m-Werte des Ausgangsterms. Das Resultat ist 
‘aber trotzdem das gleiche wie bei S-Termen, sofern man nur iiber die 
verschiedenen m-Werte mittelt. Der Gang der Rechnung sei kurz 
skizziert. Die angeregten Schwingungen kénnen mit den ,zugeordneten 
) Kugelfunktionen* P7" (cos #) folgendermafen geschrieben orion, 


wm) == f(r, E Ver + yi eee (cos #) e&™'Y, 


'vo die Funktion f(r, HL’) nicht mehr (oder nicht wesentlich) von /’ und 
§ abhangt (vgl. die in § 3 benutzte asymptotische Darstellung). Fiir 
lie a-Komponente der Kombination /, m — I’, m’ liefern bekannte 


a (By lm, tm) =O fir m sm 
— 0: fir m = 2m, |t —1)— 1 


alge 
=f (L,, E£) = 19h Tete = al 


B27 (i, B) a eat, pa - tin inl gta 
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Durch Zusammenfassung der beiden Uberginge 1’ —=1-+1 wird die 
Amplitude von w (1): : 
; [4 /? — m? J fe i) = Gil aes ; 
— * i . ae Del 1 Px ot Mp 
) P(r Bor) | P— yf, ( eG are l 1 (cos B) ¢ 


LCase m? 
| (I =f By i. ‘It 
Durch Anwendung der Formel: 
(i+ m) Pm , (cos &) + (4 1— m) PM, , (cos a) 
= (21+ 1) P™ (cos &). cos 0 


Tet a 
: je lee Deeg Pj", 1 (cos 8) &™ e. 
Lm! 


erhalt man: 
ae Ey maa t—m! i ne 
wy = f(r, By, v)-V2t+ i acer (cos #).cos #.e'™9. 


Geht man nun zum Quadrat des absoluten Betrages iiber und mittelt tiber 
alle Werte m — —1,..., +], so tritt die Summe 
t—m!. 
= sani [ Pi" (cos 9)’ . 
auf, welche nach dem Additionstheorem der Kugelfunktionen den Wert 1 
hat!), und es folgt schlieSlich: 
|v? = f? (7, £,, v). cos? 8, » (44 
wie oben behauptet wurde. 
Tatsachlich beweisen die Messungen von Bubb®) und Kirchner), ] 
welche die von linear polarisierten Réntgenstrahlen ausgelésten Photo- — 
elektronen in der Wilsonkamera untersuchten, eine starke Konzentration » 
der Emissionsrichtungen parallel dem elektrischen Vektor. Nach den | 
von beiden Autoren gegebenen Kurvendarstellungen ist die Konzentration — 
sogar noch starker ausgeprigt, als es dem cos? #-Gesetz entsprechen 
wiirde; doch ‘nithern sich die neuesten von Herrn Kirchner erhaltenen © 
Kurven *) bereits sehr stark der cos’-Kurve, und es ist nach seiner | 
Meinung®) nicht ganz ausgeschlossen, da die noch verbleibenden Ab- 
weichungen auf subjektiven Fehlern beruhen®). Im Einklang mit der J 


1) Vgl. die ihnliche Verwendung dieses Theorems bei Unséld (Diss. 
Miinchen 1926). 
2) F. W. Bubb, Phys. Rev. 28, 137, 1924. 
3) F. Kirchner, Phys. ZS. 27, 385, 1926. 
4) Projiziert auf der Diisseldorfer Naturforscherversammlung, September 1926. 
5) Nach freundlicher brieflicher Mitteilung. 
6) Es ist wohl kaum anzunehmen, daf die geringe Mitwirkung nicht- 
wasserstoffihnlich gebundener Elektronen (z. B. bei Og, Ny) die Verteilung (4) 
wesentlich modifiziert. 
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‘Theorie ist auch die von Kirchner hervorgehobene Unabhingigkeit der 
Richtungsverteilung von der Bindungsenergie EZ). 

| Ks soll aber nicht verschwiegen werden, da8 die Richtung maximaler 
‘photoelektrischer Emission nicht genau parallel dem elektrischen Vektor 
ast, sondern etwas in der Strahlrichtung vorgeneigt ist. Diese Asym- 
metrie ist schon verschiedentlich mit dem Impuls der absorbierten 
Primirstrahlung in Zusammenhang gebracht worden. Dieser kommt hier 
aber nicht in Rechnung, da wir ja den magnetischen Anteil der Licht- 
welle aufer acht gelassen haben; in diesem Punkt bedarf die Theorie 
also der Ergiinzung. 

§ 3. Der Absorptionskoeffizient der Réntgenstrahlen?): 
K-Schale. Zur Abschitzung der in Gleichung (4) noch unbestimmt ge- 
jlassenen Funktion von 7, H, und yv sind eingehendere Rechnungen not- 
swendig. Wir beschriinken uns zunichst auf den Fall des H-Atoms im 
"Grundzustand 1S(m — 1, 7] = m = 0); bzw. eines Elektrons der 
,-Schale* in einem komplizierten Atom. Indem wir die Gesamtzah] 
Mer austretenden Photoelektronen berechnen und ihre Energie mit der 
Energie der einfallenden Lichtwelle vergleichen, bestimmen wir den 
| Absorptionskoeffizienten des Lichtes in den betreffenden Medien, 
swenigstens soweit die AK-Schale daran beteiligt ist. 
| Zuniichst sind die Eigenfunktionen des anfinglichen und des an- 
weregten Zustandes in ilrer Abhingigkeit von r anzusetzen. Nach 
Schrédinger?’) ist die Grundschwingung des H-Atoms (auf 1 normiert): 


u(¢, Hy) = yz (cme, =* \—2mEB, 2mE,- (5) 


Die dem kontinuierlichen Spektrum Os Maha Eigenschwingungen sind 
loisher nicht explizite angegeben worden; wir benutzen die fiir grofe r 
geltende asymptotische Darstellung *): 


3K kv —o 
u(e, £') = : J ee cova, | 


2 E ry ; 
‘ e (6) 
ae V2mE'. | 
h 
‘Indem wir diese asymptotische Darstellung bis zum Kerne r = 0 hinab 


'verwenden, begehen wir natiirlich einen Fehler; da sich aber (auch bei 


1) Eine vom Korrespondenzprinzip ausgehende Behandlung dieses Gegen- 
standes riihrt von H. A. Kramers her (Phil. Mag. 46, 836, 1923). 
i 2) BE. Schrédinger, Ann. d. Phys. 79, 361, 1926, Gleichung (18). 

8) Derselbe, ebenda, Gleichung (17). 
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der Normierung) keine Konvergenzschwierigkeiten einstellen, wird dieser 
Fehler nicht groB sein. Tatsichlich gilt die Formel ( 6) sehr genau bis 
tief in die ,K-Schale“ hinein, wenn das primaire hy gro’ gegen die K-Ab- 
losungsarbeit |Z,| ist; in der klassischen Mechanik heifSt das, da die 
den Schwingungen (6) entsprechenden Hyperbelbahnen sehr tief in die 
K-Schale eindringen und da8 ihre Geschwindigkeit v bis nahe zu ihrem 


2.5 
Perihel konstant = ) = ist; dann ist auch die de Brogliesche 


I 2 ee eae 
Wellenlange nes a bis in diese Kernniihe konstant, entsprechend 
mv v 


Gleichung (6). Der von uns begangene Fehler ist also wohl nicht ernster 
als derjenige, den man bei der Theorie der Beugungserscheinungen nach 
dem Huyghensschen Prinzip zu begehen pflegt, indem man die Grenz- 
bedingungen am Schirmrande aufSer acht laSt. — Die Konstante in (6) 
ist so bestimmt, daS die yon H. Weyl?) angegebene Normierungs- 
bedingung erfiillt ist: 


E+4E 2 
piers > 
re | dry? [so ode | dg [azn (a, E) 
E 
oo k+ 4k 2 
25am b f 
et G dr |akeos (er — a) aie 


0 k 
Die Phasenkonstante « in (6), die noch von H’ abhingen kann, miissen 
wir unbestimmt lassen. 

Jetzt kann die in (1) eingehende Funktion a (EK, E’) bestimmt 
werden. Nach Schrédinger [l. c. Gleichung (15) bzw. (15’)] ist, wenn 
die Lichtamplitude mit F’ bezeichnet wird: 


a (H,,E')=|drr?| ae sin 9 | dep (Fer cos ) u (a, Ey) u(", £’) 


8x kS 1 4/8h cose. (k2—Bkyk’®)+sino.. (3 ky kk) | 
3 mn 20 ; 


= —Ffe 5 
E' (kp + k?)8 
Nehmen wir 
Tah 


> (Ey | sk 


cosa = A, sina = B, (8 


an und setzen 


so folgt: 


4 kek /3 Ak B 
E,, E') = ——— F 2 ( a5) ): 
aoe \3x : | Ek 8 


1) Vgl. E. Fues, Ann. d. Phys. 81, 281, 1926; Gleichung (44). 
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Die Funktion y interessiert uns nur auferhalb des Atoms, wo die 
Grundschwingung w(«, E,) bereits abgeklungen ist, also nach (1): 


ye 2b (OB a hy BUG BY) oy ea ae 
2 Fer — 5 ie eee, One swe llg pera?) sid 2) 


0 
Wie schon in $1 erwahnt, muS man hier die stehende Welle 
u (wv, E’) e* (6) in eine ein- und auslaufende Welle zerlegen : 


y3 | dB'a (Ey, E’) 


i —— a E, rg i Hews TOS Cay th ig a ie oe 
cr vy — B 
oy 
ki = —V2mE’. 
h 
“Zur Vermeidung der singuliren Stelle bei H’ = EH, + hy sollte nach der 


in § 1 (8.576) getroffenen Verabredung der Integrationsweg ein wenig in 
die positiv imaginire Halbebene ausgebogen werden. Nun wird man 
zur Abschatzung des Integrals nach wohlbekanntem Verfahren den Inte- 
-grationsweg durch Hinzunahme von Kurvenstiicken, lings welchen der 
Integrand nur sehr kleine Werte annimmt, zu einem geschlossenen 
Wege erweitern. Dabei mul man sich offenbar fiir die divergierende 
Welle (¢?C*’'"+) in die negativ imaginire, fiir die konvergierende 
“Welle (¢e(t r+) in die positiv imaginire Halbebene begeben. Der 
-erstere Integrationsweg umliuft, wegen obiger Verabredung, den Pol 
en’ — = H, +h», der letztere nicht"). Folglich bleibt nur die auslaufende 
Welle iibrig: 
i 4/3k cos 


a 7 EB a] (4, , EL) — 2 e (—kr+ot+@) 
‘Hier ist entsprechend (2) gesetzt: 
eae 
== By + hha eee = V2meE. (11) 
Mit (9) folgt neh: 
13/5 Jo 
y= — -— Fe feu (3 Ah, + Bk) ee aS tr tott, 
; = E 
und mit dem konjugiert komplexen Werte oy See [vgl. auch (5), (11)]: 
7 eh 37 See ba L.yg COS?D 
ww = F?. ——(— E,)*2 E—* [3 A(—E,)*2-+ BE"? —_—.- (12) 
f 27° y2 m u 


Dies ist nun nach Schridinger bzw. Born die wahre mittlere 
~Raumladungsdichte des Photoelektronenstromes. Durch Multiplikation 


1) Bei umgekehrter Verabredung ware natiirlich auch das Ergebnis umgekehrt, 
evel. § 1. 
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mit der Austrittsenergie  erhalt man die mittlere Energiedichte, durch 


25 
nochmalige Multiplikation mit der Austrittsgeschwindigkeit » = a 
die mittlere Energiestrom dichte: 


eh : ced 


Energie- \ 9 — + ( ES! 2 Ele [3.A(—E,)'2+ BE}. ag - (13) 


stromdichte| is See 


Ferner ergibt in bekannter Weise die Integration tiber eine ee: 


die gesamte Energieabgabe pro Elektron pro Sekunde, die Multiplikation 
2 
mit ue (9 = Dichte, L = Loschmidtzahl, A= Atomgewicht, 2 —= Zahl 


der K-Elektronen pro Atom) den Energieverlust im Kubikzentimeter des 
Mediums pro Sekunde, schlieSlich die Division durch die mittlere Energie- 


2 
stromdichte der Primarwelle 4 


8a 


° den Absorptionskoeffizienten des 


Lichtes pro Zentimeter: 


32 eh "hy et : 
p = Beh OF _pyhees A Bye + BEM Os) | 
Fiihrt man noch statt E,, HE die entsprechenden Lichtwellenlangen ein: @ 
I 
—h = ~ = Qe = K-Absorptionskants), 


; (15) @ 
Pw : (A = Primirwellenlinge), | 


so folgt: 


pA 82 E (AN 3 Ane 
o 3 me? a 


— 1,82.10" (4)" [BAdtk + Balefe-tom’. (16) | 


Die Abhingigkeit des Absorptionskoeffizienten von der Atom- 
nummer Z ergibt sich daraus, da8 4, ungefaéhr proportional mit Z—? geht 
(Moseleys Gesetz). Folglich wird in grofen Ziigen gelten: 

vA | 

ai — oF atl + bZt8 + eZ Ale. (17) 

Je nach dem Werte des Phasenwinkels « [vgl. (8)] wird das erste oder q 
das letzte Glied in (17) mehr zur Geltung kommen; es wird 


fir’. = OC; ea Le 8 eae Gta const 2°20 | 


Q 
x 3n wA (Aen 
fiir «= >) 9» 0 BS const. Z82*).| 
De 74 0 
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) Empirisch hat man bekanntlich immer versucht, die experimentellen 
Werte durch eine Formel vom Typus 
a == const Z7* AY (19) 

darzustellen, und zwar wurden dabei Werte von aw zwischen 3 und 4, 
Werte y zwischen 2,5 und 3 gefunden. Nach den umfassenden Unter- 
jsuchungen von Wingardh!) ergibt sich # zwischen 3,70 und 38,79, 
y zwischen 2,58 und 2,70. Die gefundene Abhangigkeit von Z und A 
hegt also gewissermafen zwischen den Grenzformeln (18), unter Bevor- 
zugung der zweiten. Allen?) betont aber, da’ man mit einer Formel 
vom Typus (19) nicht fiir alle A- und Z-Werte auskommt (auch nicht bei 
langsamer Anderung der Konstanten); insbesondere bei kleinsten Wellen- 
langen 4 ist die Z-Abhangigkeit eine ganz andere als Z*; dies spricht 
fiir die Notwendigkeit einer allgemeineren Formel vom Typus (17). 

Zur Kontrolle des in (16) angegebenen Absolutwertes geben wir in 
der folgenden Tabelle einige Stichproben; wie man sieht, ist die GréSen- 
ordnung gut getroffen. 


| i; uwA/o ber. 

4 und 27 in XE. (10-11 cm) | Rr pee. a i eta Beobachter 
A == 709 in Al 4, = 7947) 280 340 114 Wingardh 
A= 586 , Al 4, = 7947] 120 180 69 i 
f= 188, Al 4, = 7947 | 2,8 12 5,6 : 
Sh Al hy 7947 || 0,14 1,5 3,1 Allen 
j Clement 91379 || 11 21 we m 
w= 81, Agh,= 485]; 150 100 65 


Die Unbestimmtheit des Phasenwinkels ~ bringt naturgemiB eine 
grofe Unsicherheit in die Rechnung; seine Ermittlung aus der Wellen- 
mechanik mu8 die nichste Aufgabe sein. Da a eventuell noch von 
A und Z abhingt, kann man gar nicht sicher sein, daS sich eine 
glatte Abhingigkeit des w A/o von Z, A [ahnlich Gleichung (19)] ergibt, 
sondern im Prinzip kénnten auch plétzliche Schwankungen vorkommen ; 
z. B. kénnten einmal bei speziellen Werten von A und Z die beiden 


1) K. A. Wingardh, Diss., Lund 1923. 

2) §. J. M. Allen, Phys. Rev. 27, 266, 1926, vgl. insbesondere Fig. 3, S. 274. 

3) Da die Absorption in der Z-Schale, nach der Gréfe des A-Sprunges zu 
urteilen, rund fiinfmal so schwach ist wie die A-Absorption, haben wir die von 
Wingardh und Allen angegebenen Werte um 20 Proz. reduziert, um wenigstens 
qualitativ die Z-Absorption zu eliminieren. Vegl. auch § 4. 


ve 
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Summanden der Klammer in (16) zum grofen Teile einander wegheben 
(wenn A/B < 0) und.so ein ungewobnlich kleiner Wert von w heraus- 
kommen. Vielleicht ist dies eine Erklarung fir die manchmal tatsachlich 
ganz aus der Reihe fallenden kleinen Absorptionskoeffizienten, wie z. B. ’ 
den von 4 — 709 X-E. in Sauerstoff, der nach Wingardh volle 30 Proz. 
unter dem aus C, N, Na, Mg usw. interpolierten Wert liegt. Auch die 
yon Allen (1. c.) gefundenen unerwartet kleinen u-Werte bei kleinsten 2 
und gréften Z (siehe oben) sprechen fiir die Méglichkeit derartiger Vor- 


kommnisse. 
§ 4. Der Absorptionskoeffizient der Rontgenstrahlen: 


L-Schale usw. Die Rechnungen des vorigen Paragraphen bezogen 
sich auf K-Elektronen. Fiir die anderen Elektronen geben wir nur die — 
Resultate an, da die Rechnung wesentlich die gleiche bleibt. 

Was zunichst die Elektronen der Untergruppen Z,,, JZ,, usw. an- 
langt, die zum ,Azimutalquantum k = 1 bzw. 1 = 0 gehéren, so ergibt 
sich fiir sie die gleiche Abhingigkeit von 4 und Z wie fiir die K-Elek- 
tronen, d. h. wieder eine Formel vom Typus (17); z. B. ist w fir Z,, 
zufallig gerade achtmal so klein wie fir K. Doch gilt dies nicht fir 
die tibrigen Elektronentypen (| = 1). Bei diesen lauten nimlich ff 
die Kigentunktionen nach (5): \j 

u(%, Ey) = en het (Cor Seine 2 + ++), 
und man sieht leicht ein, daB das elektrische Moment a im alleemeinen jf 
gegeniiber (9) mit einem Faktor const. (ky/ hk’)! multipliziert erscheint. 4 
Dies bedeutet in (16) bzw. (17) einen Faktor 

const. (A/A,)! baw. const .(Z? A)’. 
D. h. die Exponenten #, y in (19) vergréSern sich mit wachsen-} 


dem Azimutalquantum. 
In den Absorptionsmessungen, wo sich die Wirkungen aller Unter-} 
gruppen einer Schale addieren, kann dieser Effekt nur unklar zur Geltung 
kommen; tatsiachlich sind hier die Angaben der verschiedenen Autoren 
widersprechend. Viel geeigneter zur Priifung dieser Aussage sind Ex 
perimente nach der de Broglie-Whiddingtonschen Methode de 
magnetischen Analyse der Photoelektronen, welche direkt die Inten} 
sitiiten der aus verschiedenen Energieniveaus stammenden Elektronen 
strahlen zu vergleichen gestatten. 2 
Beziiglich der Z-Schale z. B. erwarten wir nach obigem, daB daf 
Intensitatsverhaltnis der Elektronen : 
ate Lis a const = (2¢ 


11 
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ist; und zwar ist die Konstante von der GréSenordnung 10. Dies ist 
in bester Ubereinstimmung mit den Experimenten. Wahrend 
fir A ~ A4,*) aus der GréS’e der Absorptionsdiskontinuititen (2-Kanten) 
geschlossen werden mu, daf die (L,, + L,,)-Elektronen viel starker 
absorbieren als die Z,,-Elektronen, hat Ellis®) bei harten y-Strahlen *) 
das Gegenteil gefunden: die aus der Z,,-Gruppe hervorgegangenen Elek- 
tronen sind dort in der Mehrzahl. Robinson‘) findet bei Réntgenstrahlen 
mittlerer Harte den kontinuierlichen Ubergang zwischen jenen beiden 


! 
Extremen. Bei A ~ 1/, erhalt er etwa fiir das Intensitétsverhaltnis (20) 
den Wert 1, wie es der von uns berechneten GréSenordnung der Kon- 
stanten in (20) entspricht. Bei den M-Niveaus findet er den ent- 
sprechenden Gang in den Intensitiiten. 

Quantitative Vergleiche werden auch hier erst nach Bestimmung der 
Phasenkonstanten « moglich sein, doch scheint uns auch das qualitative 
Resultat wegen der Durchsichtigkeit seines mathematischen Ursprungs 
vollig iiberzeugend. 

Damit schlieBen wir die speziellen, an das H-Atommodell an- 
Imiipfenden Betrachtungen ab und kehren noch einmal zu den in § 1 
‘diskutierten alleemeinen Fragen zuriick. Es sollte namlich (mit Riick- 
‘sicht auf die Frage der Normierung) noch untersucht werden, wie die 
‘durch die Emission der w-Wellen verursachte elektrische Verarmung des 
Atominnern auf den Emissionsvorgang selbst zuriickwirkt. 

$5. Die Dimpfung der ~-Wellen. Angenommen, die Be- 
‘leuchtung des Atoms und damit auch die Emission der w-Wellen be- 


ginne zur Zeit t = 0. Von diesem Moment an klingt die anfangliche 
Schwingung °) 
ELS 
u (a, Hy) ® 


‘exponentiell ab, was wir durch Multiplikation mit einem Faktor e—7! 
zum Ausdruck bringen wollen. Derselbe Faktor tritt nach Schrédingers 
‘Formel (15) zu dem elektrischen Moment a (£,, FE) in (1) hinzu; d. h. 
fir i > 0 ist 


Qt 224% 
Ree (Lo + t1') t —(Ey9 +hv)t—yt 
| a (By, Eye durch a(£,,E)e* 


1) Fiir diesen Fall ist freilich unsere Rechnung nicht mehr zuverlissig. 

2) C.D. Ellis, Proc. Cambridge Phil. Soc. 21, 121, 1922; Ellis u. Skinner, 
Roy. Soc. (A) 105, 185, 1924. 

3) Diese y-Strahlen stammen allerdings aus dem Kerne desselben Atoms. 

4) Robinson, Proc. Roy. Soc. (A) 104, 455, 1923; Phil. Mag. 1, 241, 1925. 
5) Wir schreiben fiir den Augenblick Hy statt mc? + Hp). 
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zu ersetzen; fir ¢t << 0 dagegen ist a — 0, da ja die Lichtamplitude 
Null ist. Um Schrédingers Theorie anwenden zu kénnen, brauchen 
wir die neue Momentfunktion nur harmonisch zu analysieren; wir sehen 
dann, da8B wir 


+ co 
aay aay + hint 1 (dk,.a(, EL) oe (E+ hit 
a(k,,£)e " durch 57; Tes aon 
ersetzen miissen, wo 
I 
e=— > 0 (21) 
20 


ist. In der Tat verifiziert man leicht durch komplexe Integration (fiir 
+ > 0 um den positiv imaginiren, fiir ¢ < 0 um den negativ imaginaren 
unendlichen Halbkreis), da8 dieses Fourierintegral die gewiinschten Eigen- 
schaften besitzt. — Ist tiberdies auch die Lichtwelle gedampft, so stellt y 
offenbar die Summe der beiden Dimpfungskonstanten dar. 


Nach der Methode, die Schrédinger (1. c., § 5) fiir derartige Sté- 
rungsprobleme angegeben hat, erh’lt man dann statt (1) ein Fourier- 
integral: 


a {me + E)t—yt 
v= u(e, Eyer a 


1 | d Ey dE’ a(Ey. E')u (4, £’) Jp (me + Bo So (22) 


Tees EP ea Eh yee 


Fir die Eigenschwingung w setzen wir hier unter Verallgemeinerung I 
von (6): 


2 Wane fi 
u(«, E'’) = U(a, E’).cos(k'r—a), hf = = V2mE". (28) | 


Die Auswertung des inneren Integrals in (22) erfolgt genau wie die — 
des Integrals in (10), 8. 581. Bei gleicher Wahl des Integrationsweges | 
bleibt wiederum allein die auslaufende Welle iibrig, und man erhilt © 
Gam AuSenraum) : 

Be 


1 eae + hy). U(@, Ey + hy) | 
pace EB, 442 Sak, | (24) | 
277% | 


are [—Vom@y+ay).rtme+ Ei t+hy)t] +e | 


Fir ¢ < 0O sieht. man sogleich, durch Hinzunahme des Integrals um 
den negativ-imaginaér unendlichen Halbkreis, daB w~ verschwindet, da 
der einzige Pol des Integranden positiv-imaginar ist. Fiir ¢ > 0 dagegen 
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mu man die Wahl des Hilfsintegrationsweges vom Werte des Verhilt- 
nisses r/t abhiingig machen. Setzt man) 


VEU + hy =€=£€ + in, (25) 
so sind die Bereiche, in denen der reelle Teil des Exponenten in (24) 
negativ ist, durch die Ungleichung gegeben: 


|e Pe 
a > 0 (fir #> 0). 


Diese Bereiche sind in den Figuren schraffiert. Die vertikale Grenzlinie 


liegt rechts oder links von dem Pol P (vgl. Fig. 1) des Integranden 
$= VE, +hv+is—VE+ie (\e| <|E), 


je nachdem 


d.h. je nachdem r/t gréBer oder kleiner ist, als die dem Einsteinschen 
Gesetz (2) entsprechende Austrittsgeschwindigkeit der Elektronen. 

Der urspriingliche Integrationsweg lauft in der €-Ebene von — i oo 
lings der imaginiiren Achse bis Null, dann lings der reellen Achse nach 
+ co. Wir erginzen ihn zu zwei geschlossenen Wegen durch Hinzunahme 
eines ,Sattelweges“ (s. Fig. 1); der Wert des Sattelintegrals ist offenbar 


m vr 


immer sehr klein, es sei denn, daB der Sattelpunkt € — \2 Eh lees 0 


gerade sehr nahe beim Pol P liegt (r/t ~v). Beachtet man die Lage 
des Pols in den Figuren, so erhalt man bei Vernachlassigung des Sattel- 


integrals: 
fiir -> Cae =—= (), (26) 
a i(—kr+obp—y —" 44 
fir > <e: b = a (hy, B)U@ Be ( ’ )) (27) 


1) Bei relativistisch genauer Rechnung setzt man am besten 
2 mc? 2amcP Waa 1 
= ke 8 = 5 (2+ 5)- 
hy1i— 6 rnyi—e a 
Dann lauft x in der komplexen Ebene laags des Hinheitskreises, und die folgende 
Diskussion ist um nichts schwieriger. 
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Hier bedeuten k und @ dieselben Konstanten wie in § 3 [vgl. (10), (11), 
und y ist genau die urspriinglich eingefthrte Dampfungskonstante des > 
elektrischen Moments a [vgl. (21)]. Zwischen den Formeln (26) und (27) | 
findet natiirlich ein kontinuierlicher Ubergang statt, der eben durch das jf 
vernachlissigte Sattelintegral vermittelt wird und der sich iiber den | 
natiirlichen Geschwindigkeitsbereich der Photoelektronen (vgl. $1, 8.575) ; 
erstreckt. Das Resultat ist also genau das physikalisch erwartete : wir 4 


SS 
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Fig. 1. 


haben eine gedimpfte w~-Welle, deren Kopt sich mit der Ge-j 
schwindigkeit v fortpflanzt. DaS o gerade mit der tatsachlichen} 
Austrittsgeschwindigkeit der Elektronen iibereinstimmt, ist nicht erstaun- 


lich, da 7 in unsere Rechnung durch die Relation 


ue, Ok __ Ok 
oe 2a OL Me On 


hineinkommt, d.h. v ist die Gruppengeschwindigkeit der Wellen) 
gruppe (24). Dieser Zusammenhang zwischen der Geschwindigkeit vor 
Massenpunkten und der Gruppengeschwindigkeit von Materiewellen wa} 
aber gerade der Ausgangspunkt der de Broglieschen Theorie. 


Zusammenfassung. 


Unter den von Schrédinger berechneten erzwungenen Schwiy 
gungen, die eine Lichtwelle in einem wellenmechanischen Atom erzeug} 
finden sich auch die Eigenschwingungen des kontinuierlichen Spektru mn} 
welche einem vom Atom ausgehenden Elektronenstrom entspreche} i 
Schrédingers Stérungsformel erlaubt demnach, die Wahj 
scheinlichkeit photoelektrischer Prozesse zu berechnen (S ¥ 
Beriicksichtigt man die Verarmung des Atominnern an elektrisch 
Ladung ||’, so ergeben sich die den Photoelektronen entsprechend | ; 
Kugelwellen als gedémpfte Wellen, deren Kopf sich mit der wah | 
Elektronengeschwindigkeit fortpflanzt (§ 5). 
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Fir wasserstoffahnlich gebundene Elektronen wurde die Intensitiit 
\ der ~-Welle abgeschatzt, und zwar unter Benutzung der asymptotischen 
- Darstellung der kontinuierlichen Eigenschwingungen. Die Ergebnisse 
: stimmen véllig mit der Erfahrung tiberein. 

1. Richtungsverteilung der Photoelektronen: Die Intensitit 
ist proportional cos’, ® = Winkel zwischen Austrittsrichtung und 
-elektrischem Lichtvektor (§ 2). 

2. Gesamtintensitat: Fir den Absorptionskoeffizienten mu der 
 Rontgenstrahlen (kurze Wellen) ergibt sich die Formel: 


MA 42844 4 ZAM + cZPate (8 8), 
Q 


3, Abhangigkeit von der ,Azimutalquantenzahl* des Elek- 
‘trons: Im magnetischen Spektrum der Photoelektronen ist das Inten- 
sitaitsverhiltnis 

Ling + Lo, 


I proportional a (§ 4). 


abet 


leipzig, Institut fiir theoretische Physik, November 1926. 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. XL. 40 
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Zwei Bemerkungen tiber die Zerstreuung korpuskularer 
Strahlen als Beugungserscheinung. 


Von G. Wentzel in Leipzig. 


(Eingegangen am 19. November 1926.) 


1. Im Grenzfall der klassischen Mechanik wird das Amplitudenquadrat der 

Schrédingerschen Materiewellen identisch mit der Volumdichte der Massen- 

punkte eines stationaren Korpuskularstromes. 2. Bei dem speziellen Beugungs- 

problem, welches der Streuung der «-Strahlen entspricht, liefert der erste Schritt 

eines von Born angegebenen Naherungsverfahrens exakt die Rutherfordsche 
Richtungsverteilung. 

§ 1. Born’) hat kirzlich vorgeschlagen, in Analogie zu bekannten 
Anschauungen iiber das Wesen des Lichtes die Schrédingerschen 
Materiewellen w als virtuelle (energiefreie) Fiihrungsfelder fiir die 
Elektronen und Protonen zu betrachten, wahrend in diesen die wahre 
Materieenergie konzentriert zu denken ist. Das Amplitudenquadrat der 
Wellen a bestimmt dann die Volumdichte der Massenpunkte in einem 


entsprechenden Korpuskularstrahlbiindel. Diese Hypothese hat Born 


zur Grundlage einer Theorie des elastischen und unelastischen Stofes 


gedient; die Diffusion der Kathoden- und o-Strahlen wire das einfachste ~ 


nach diesen Methoden zu behandelnde Problem. 

Es erhebt sich nun die Frage: Wie verhilt sich diese Theorie zu 
den alteren Berechnungen jener Diffusion, die mit klassischer Mechanik 
und Wabrscheinlichkeitsrechnung angestellt sind? Man denke etwa an 


Rutherfords Theorie der oStrahistreuung, die immer wieder experi-_ 
mentelle Bestitigungen gefunden und sogar zur quantitativen Bestimmung 
von Kernladungszahlen gedient hat. Kann man zeigen, daf in gewissen 


Grenzfiillen die Aussagen der alteren Korpuskulartheorie und der neuen 
Wellentheorie identisch werden ? 

Wir kénnen diese Frage fiir den Grenzfall der klassischen Mechanik be- 
jahen. Der betreffende Grenztibergang ist bekanntlich analog demjenigen 


von der Wellenoptik zur Strahlenoptik ; er vollzieht sich durch die Sub-— 


stitution ee 
ee Aves (1) 
wo A und § ,langsam veriinderliche“ Ortsfunktionen sind (S = Eikonal- 


bzw. Wirkungsfunktion). Fiir hinreichend kleines h erhalt man aus 


1) M. Born, ZS. f. Phys. 37, 863 und 88, 803, 1926. 
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‘der Schrédingerschen Wellengleichung in erster Naherung die 
_Hamiltonsche partielle Differentialgleichung fiir S, in zweiter Nahe- 
rung die folgende Differentialgleichung fiir die Amplitudenfunktion A 


ee = Ableitung in der Richtung der ,mechanischen Bahn“ grad 8): 
n : 
APS 


2 [erad Ss] ©) 


2) On ie 77 ae 
‘Andcrerseits tiberzeugt man sich leicht durch Anwendung des GauB- 
schen Integralsatzes 


” 1 


jaoss = Jaras 
Ov 


auf ein infinitesimales Stiick einer ,Bahnlinienrdhre“ vom Querschnitt 4, 
daf immer gilt: 


0 AS 
Slog (q. (grads pee é 
on °° q-| grate | grad S| @) 
‘Durch Vergleich von (2) und (3) folgt: 
Oe: 
PR (A* q|grad S|) = 0, (4) 


‘oder, da |grad S| den mechanischen Impuls mv bedeutet: 
| A? .¢.0 == eoust (5) 


lings jeder Bahnlinie!). Identifiziert man aber A’, wie oben vorgesehen, 
mit der Volumdichte eines korpuskularen Stromes, so bedeutet A’qv 
«lie Masse der pro Sekunde durch den Querschnitt q hindurchgehenden 
ae und Gleichung (5) garantiert also die zu fordernde Erhaltung 
‘ler Teilchenzahl. 

Es scheint demnach gerechtfertigt, auch auSerhalb des Geltungs- 
‘bereichs der klassischen Mechanik A® mit der mittleren Teilchenzahl pro 
Kubikzentimeter zu identifizieren. 

§ 2. Der einzige Fall korpuskularer Streuung, wo Theorie und 
‘Experiment quantitativ vergleichbar sind, ist die elngangs bereits er- 
wihnte ¢-Strahlstreuung. Da es zweifelhaft ist, ob dieser Vorgang sich 
ganz im Geltungsbereich der klassischen Mechanik abspielt, empfiehlt es 
sich wohl, dieselbe auch einmal als Beugungsproblem zu behandeln und 
eine andere Art der Approximation als die von der klassischen Mechanik 
ausgehende za verwenden. 


1) Auf einem etwas anderen Wege leitet L. de Broglie (C. R. 23. August 
1926) eine entsprechende Relation fiir Lichtquanten ab, doch ist hier die Ge- 
schwindigkeit » mehr oder weniger hypothetisch. 
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Nach einem von Born (1.c.) angegebenen Verfahren integrieren wir ; 
die Wellengleichung 


Ap (6) 
durch eine Reihe: 
Y= otros “)q 
wo w, die ,primare Welle“ bedeutet : 
2 22 ; 
ae EES Ri = = = V2mW, Welyesce (8) 
ey 
W,; Wo, --- berechnen sich der Reihe nach durch die Volumintegrale 
2am @k\t—t] ; 
. yes 2 9 
vs 2" (ae! Fe) oa ©) Tey ) 
Dann gilt namlich 
Avy + I? wo = 0; 
é 82? m 4 
Ay, +P; as 72 V by 1) (Ge 1, Di see) 


und Differentialgleichung und Grenzbedingung sind befriedigt. Wesentlich 
fiir die Konvergenz des Verfahrens ist dabei noch, da8 das Potential V 
im Unendlichen mindestens wie r—2 verschwindet. Man kommt also 
nicht mit dem reinen Coulombfelde V = eE/r aus, sondern man mub 
wenigstens qualitativ die Abschirmung durch die auBeren Elektronen-— 
schalen in Rechnung ziehen. Am bequemsten ist der Ansatz 


EB 
prise OE ae age (10). 

yr 
wo R von der GréSenordnung des Atomradius ist. In der Tat ist dann 
das Atom (10) au8en (r > R) vollkommen neutral, und innen (r < R) | 


kommt zum Kernfelde einfach die ,%uBere Abschirmung* hinzu: 


Es wird sich zeigen, da8 die spezielle Wabl der e-Funktion in (10) fiir 
das Endresultat ginzlich belanglos ist; sie bietet nur den Vorteil, in ein= 


5 


fachster Weise die Konvergenz des Verfahrens zu sichern. 
Es werde nun die erste Naherung durchgefiihrt. Da man sich aut : 
grofen Atomabstand r beschranken kann, darf man in (9) setzen: ' 


ee | —S = r— (nr) 


Zwei Bemerkungen iiber die Zerstreuung korpuskularer Strahlen usw. 593 


(1 == Einheitsvektor in Richtung des ,Sekundirstrahles‘). Folglich 
-wird nach (8): 


s , t! 
2umekE <4 — FEL seco —n, 2 


) ae 2 | v’| ine 


Die Integration gelingt am einfachsten in einem Polarkoordinatensystem 
(0, %, m), dessen Achse parallel dem Vektor (n, — m) liegt: 


(11) 


r 


27 “3 co 
2amek ekr 5 Beery —nlocos? 
== —__ jas | dosine | do-0 € Eevee a 
0 0 0 
pee heh 1 12 
> + Wo ee 1 oe 
[n,—2| + aR 
Fiihrt man noch den Streuwinkel @ = % (ny, 1) ein, so wird 
| (nee 
folglich: ws eikr eH it A 
oo, iy sro en im) 
sin® — + ——__ 
2 Ah Re? 
und das Intensitétsverhaltnis der Streustrahlung zur Primarstrahlung wird: 
- |p, |? 1 Ca 1 
NT Viens . 14 
) lwo? ry? \4 W (sin? 9 + 1 2 (14) 
n — ——— 
2 A i? 2) 


K&R ist aber von der GréSenordnung: Atomradius durch Wellenlinge, d. h. 
eine sehr groBe Zahl. Sieht man also von allerkleinsten Streuwinkeln @ 
vab, so geht (14) exakt in den Rutherfordschen Ausdruck fiir die 
Richtungsverteilung gestreuter o-Partikeln iiber: 


eee 1 
| ry a SaeOe 


4 


fe 


In diesem Falle ist also ~, + p, genau die der klassisch-mecha- 
Haischen Lésung entsprechende Welle. Ich habe nicht feststellen kénnen, 
‘ob dies auf einem Zufall oder auf einem tieferen Zusammenhang beruht. 
Erst das nachste Glied der Reihe (7), w,, wird also fiir die Wellen- 
‘mechanik charakteristisch sein, d. h. die eigentliche Beugungserscheinung 
darstellen. Es bleibt noch zu untersuchen, unter welchen Bedingungen 
‘lieselbe praktisch nachweisbar sein wiirde. 

Leipzig, Institut fiir theoretische Physik, November 1926. 


Uber Intensitat und Breite von Spektrallinien. 
Von B. Trumpy in Trondhjem. 
Mit 8 Abbildungen. (Hingegangen am 30. Oktober 1926.) 


Es wird im Anschluf an eine friihere Arbeit die Breite der Quecksilberlinie 2537 
unter wechselnder Dichte des absorbierenden Dampfes gemessen. Um eine gut 
meBbare ‘Breite zu bekommen, wird die Linie durch Fremdgase unter hohem Drucke 
verbreitert. Es wird bei demselben Gesamtdruck eine mit wachsender Dichte des 
Quecksilberdampfes zunehmende Breite gefunden, was mit unseren friiheren Natrium- 
versuchen und mit der Kopplungstheorie von J. Holtsmark in Ubereinstimmung — 
steht. Ferner wird die Gesamtabsorption unter variierenden Versuchsbedingungen 
gemessen und im grofen Ganzen stimmen in diesem Punkte unsere Messungen mit 
den fritheren Messungen von Fiichtbauer, Joos und Dinkelacker gut tberein. 


§ 1. In einer friiheren Arbeit 1) haben wir die Resultate einiger Mes 


sungen iiber Intensitét und Breite der Hauptserienlinien des Natriums mit- 
geteilt, in der vorliegenden Mitteilung sollen im Anschlu8 ‘hieran die 
Resultate einiger neuerer Messungen iiber die Quecksilberlinie 2537 be- 
sprochen werden. 

Die Resultate unserer Natriumversuche kénnen so zusammengefaBt 
werden : 

1. Der Wahrscheinlichkeitsfaktor a,; nimmt mit wachsender Gled-} 
nummer der Hauptserie rasch ab, und zwar so, da das Produkt Gewich 
mal Zerfallskonstante fiir die untersuchten Linien (3 bis 12) nahezu um- 
gekehrt proportional der dritten Potenz der variablen Quantenzahl n ist, 


Clones 
Ik const 


ae = py — SS 
Ii : ne 


2. Die Breite nimmt mit wachsender Gliednummer rasch ab. 

3. Weiter wurde nachgewiesen, daf die Breite der Linien nicht nu 
durch eine Lorentzsche StoSdampfung bestimmt wurde, sondern da 
gleichartige Atome einen merkbaren Einflu8 aufeinander ausiibten, inde 
bei demselben totalen Gasdruck eine wachsende Breite der Linien mij 
wachsender Konzentration des absorbierenden Gases nachgewiesen wurd 

Das gesetzmifige Auwachsen der Breite mit wachsender Zahl d 
absorbierenden Zentren deutete darauf hin, da8 die Wechselwirkun 
zwischen den gleichartigen Atomen als eine selbstiandige Ursache de 
Linienverbreiterung betrachtet werden konnte. 
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J. Holtsmark hat in einer theoretischen Arbeit!) diesen Effekt 
‘durch eine Koppelung der absorbierenden Zentren erklirt. Die Natrium- 
atome werden nach klassischer Auffassung als Resonatoren betrachtet, 
welche mit einer Schwingungszahl o, frei schwingen. Diese natiirliche 
Eigenschwingungszahl wird nun durch Koppelung der Atome ein wenig 
gestért, doch sind bei geringer Koppelung die Kigenschwingungen o, sehr 
eng um diese natiirliche Kigenschwingungszahl verteilt. Diese mittlere 
)Abweichung der Kigenschwingungszahl wird von J. Holtsmark in einem 
‘System von N Natriumresonatoren berechnet und daraus auf die Ver- 
breiterung der Linien geschlossen. 

Die Vereleichung zwischen den Forderungen dieser Theorie und 
‘unseren MeBresultaten zeigte eine gute Ubereinstimmung, indem die Breite 
‘einer Linie bei konstant gehaltenem Totaldruck proportional der Wurzel 
‘der Zahl N der absorbierenden Atome pro Kubikzentimeter gesetzt werden 
‘konnte. 

: L. Mensing®) hat das Problem quantentheoretisch behandelt, indem 
‘mehrere vereinfachende Annahmen gemacht wurden. So wird die zeit- 
liche Verinderlichkeit des Abstandes der Atome aufer acht gelassen und 
eweiter wird nur die Wirkung zweier gleichartiger Atome auf- 
-sinander in Betracht gezogen. Um ein korrektes Bild der Wechsel- 


wirkung zu erhalten, ist doch diese letzte Annahme im allgemeinen nicht 
vulassig, und es ist deshalb zu erwarten, daB die Resultate von L. Men- 
sing zu kleine Effekte aufweisen. 

Nach Veriffentlichung unserer ersten Mitteilung hat Minkowski*) 
en Koppelungseffekt durch Messungen iiber die D-Linien des Natriums 
Isachgewiesen. Die Breite der D-Linien des Natriums bei sehr kleinem 
Drucke wurde gemessen und z. B. bei einem totalen Natriumdrucke von 
/),0087 mm bei der Temperatur 562° abs. zu 0,6. 10° sec~1 gefunden. Da 
pansere Messungen tiber ein hdheres Serienglied (1s—4~p) die betricht- 
‘iche Breite von 1.10!% ergeben haben, und da nach diesen Messungen 
lie Breite mit der D-Linie noch grofer ausfallen miiBte, wird Minkowski 
vu der SchluSfolgerung gefiihrt, da unsere Ergebnisse nicht mit den 
Resultaten seiner Arbeit in Ubereinstimmung gebracht werden kénnen, 
yhne die Annahme zu machen, daf die Breite fiir die D-Linien erheblich 
Weiner ist als fiir die hiheren Serienglieder. Hierzu ist zu bemerken, 


1) J. Holtsmark, ZS. f. Phys. 84, 722, 1925. 
*) L. Mensing, ebenda 8. 611. 
3) R. Minkowski, ebenda 36, 839, 1926. 
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da8 unsere Untersuchungen bei einem Gesamtdruck von 600 mm und bei 
einem Natriumdampfdruck von rund 10mm ausgefiihrt sind, so da8 der 
von uns angewandte Gesamtdruck etwa 70000 mal, und der Natrium- 
dampfdruck etwa 800mal so gro8 ist wie der von Minkowski an- 
gewandte. Da nun sowohl die Lorentzsche StoSdaimpfung als auch der 
Koppelungseffekt bei der Verbreiterung unserer Linien als wirksam an- 
genommen werden mu8, so diirfte diese scheinbare Diskrepanz hier- 
durch ihte sichere Aufklarung erhalten, wenn man die langst bekannte 
Tatsache in Betracht zieht, da8 die Lorentzbreite proportional zum Total- 
druck wichst, und weiter die durch friihere Experimente begriindete An- 
nahme macht, daf die Koppelungsbreite mit YN variiert. So geht die auf 
diese Weise bis auf die Versuchsbedingungen von Minkowski reduzierte 
Breite der Linie 1s—4p in den Wert rund 0,5.10~°%sec~! iiber, d. h. 
auf eine kleinere Breite als die von Minkowski fiir die D-Linie aus- 
gemessene, was auch gut damit tibereinstimmt, da die Breite der D-Linie 
(1s—2p) nach unseren friheren Messungen gréSer sein mu8 als die- 
jenige der Linie 1s—4p. Zwar konnen wir in diesem Stadium unserer 
Untersuchungen nicht mit Sicherheit behaupten, da die Lorentzbreite bei 
unverinderter Konzentration des absorbierenden Dampfes auch wirklich 
proportional zum gesamten Gasdruck variiert, auch kénnen wir nicht mit 
Sicherheit wissen, ob die Koppelungsbreite bei unverindertem totalen 
Gasdruck sich proportional der Wurzel der Zahl der absorbierenden 
Atome dndert. Die oben durchgefiihrte Berechnung ist deshalb kaum 
véllig exakt, sie zeigt aber, da8 unsere Messungen den Messungen von 
Minkowski zum mindesten nicht widersprechen. 


Die Untersuchungen von Minkowski sind in der Weise ausgefiihrt 


worden, daB in groBem Abstand (0,5 bis 1 A-E.) von der Mitte der Ab- 
sorptionslinie der Absorptionskoeffizient gemessen wurde. Es wird an- 
genommen, da$ an dieser Stelle der Absorptionskoeffizient nicht mehr 


vom Dopplereffekt abhingt, und mit Hilfe der Dispersionstheorie wird 


dann die natiirliche Breite der Linie und die Druckverbreiterung be- 


rechnet. Diese Messungen der ,Randwerte“ kénnen aber offenbar nichts: 
iiber die GréBe der Koppelungsbreite aussagen. Es mu namlich an-_ 


genommen werden, da der Abfall des Absorptionskoeffizienten, wenn der 


Koppelungseffekt allein wirksam ist, sehr rasch und in dhnlicher Weise 


wie in einer durch Dopplereffekt verbreiterten Linie erfolgt. Die Wirkung 


der Koppelung kann deshalb keinen Einflu8 auf Messungen, welche in 


hinreichend grofem Abstand von der Linienmitte ausgefiihrt worden sind, 


austiben, und solche Messungen der Randwerte kiénnen aus diesem Grunde 
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‘nicht die totale Halbbreite einer Linie, sondern nur die tatsiichliche 
Dampfungsbreite festlegen. 

Man diirfte in diesem Umstand den Grund datfiir sehen, daB die von 

Minkowski gemessene Linienbreite in keinerlei Weise mit den Forde- 
rungen der Holtsmarkschen Koppelungstheorie in Ubereinstimmung 
gebracht werden kann. 
) Fiichtbauer und Bartels!) haben friiher die Breite von Serien- 
linien untersucht, indem die Breite der Hauptserienlinien 1 s-—3p und 
1s—5p des Cisiums gemessen wurde. Es wurde eine mit wachsender 
Gliednummer zunehmende Breite gefunden, indem die Linie 1 s—5 p 
etwa 3,5mal so breit war wie die Linie 1s—3p, ein Resultat, welches 
mit unseren Messungen, welche eine abnehmende Breite mit wachsender 
‘Gliednummer zeigten, nicht gut vereinbar zu sein scheint. Hierzu ist 
nun zu bemerken, daf 1s—5p bei einer Temperatur von 122°, wihrend 
die Linie 1s — 5p bei 232° aufgenommen wurde. 

Die Limie 1s—5p ist demnach unter einer vielmal griferen 
‘Casiumdampfkonzentration als 1s—3~p untersucht worden, und da nach 
vunseren Versuchen die Wechselwirkung zwischen den absorbierenden 
Atomen als eine selbstindige Ursache der Verbreiterung hervortritt und 
die Halbbreite der Linien rasch mit der Zahl der Resonatoren zunehmen 
mu, so laBt sich die gréBere Breite der Linie 1s—5p zwanglos als eine 
Wirkung dieses Effekts erkliren. 


§ 2. Versuche mit Quecksilber. Um den Koppelungseffekt bei 
einem anderen absorbierenden Gase zu untersuchen, haben wir die Queck- 
Ailberlinie 2537 A.-E. auf Breite und Intensitat unter variierenden Ver- 
suchsbedingungen untersucht. Es sollte durch diese weiteren. Versuche 
die Halbbreite der Linie 2537 in Abhingigkeit von der Zahl N der ab- 
sorbierenden Atome im Kubikzentimeter bestimmt werden. Eine Unter- 
suchung des reinen Koppelungseffekts ist mit groBen Schwierigkeiten 
verbunden, denn der Koppelungseffekt ist immer von einer Lorentzschen 
StoBdimpfung begleitet, auch in Fallen, wo kein indifferentes ver- 
oreiterndes Fremdgas vorhanden ist. Wegen der kleinen Breite der 
‘Linie 2537 war die Méglichkeit ausgeschlossen, die Absorption bei 
‘deinen Drucken ausfiihren zu kénnen, denn die Dispersion des Spektro- 
sraphen wiirde dann nicht ausreichen. Um der Linie eine gut meSbare 
Breite zu geben, haben wir deshalb mit einem ziemlich grofen Drucke 
eines indifferenten Fremdgases gearbeitet, und unsere Aufgabe hat sich 


1) Chr. Fiichtbauer und H. Bartels, ZS. f. Phys. 4, 337, 1921. 
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dann so gestaltet, die Breite der Linie bei konstant gehaltenem Gesamt- 
druck — d. h. bei konstanter Lorentzverbreiterung — und bei einer stark 
variierenden Quecksilberdampfkonzentration — d. h. bei variierender 
Koppelungsverbreiterung — zu untersuchen. Dies ist auch leicht durch- 
fihrbar, denn der Sattigungsdruck des Quecksilberdampfes bei ver- 
schiedenen Temperaturen ist ganz gut bekannt und indert sich mit der 
Temperatur sehr rasch. So kénnen bei Absorption in gesattigtem Queck- 
silberdampf durch eine kleine Temperaturvariation die Bedingungen, 
welche der Verbreiterung durch Koppelung giinstig sind, innerhalb weiter 
Grenzen variiert werden, und zwar hat hierbei die kleine Temperatur- 
inderung keinen merkbaren EinfluS aut die Lorentzsche Verbreiterung 
durch StoSdimpfung. é 

Es sollte weiter die Totalabsorption unter verschiedenen Versuchs- 
bedingungen bestimmt werden. Zwar ist friiher Breite und Total- 
absorption dieser Linie in experimentell hervorragender Weise von 
Fiichtbauer, Joos und Dinckelacker’) ermittelt worden. Es sind 
aber erhebliche Einwinde gegen die Variation der Bedingungen dieser 
Untersuchungen zu machen, indem sowohl Temperatur als Druck gleich- 
zeitig variiert wurden, wofiir eine neue Untersuchung wiinschenswert 
erschien. 

§ 3. Ausfiihrung der Versuche. Die experimentellen Hiltfs- 
mittel und Methoden waren fiir die Quecksilberversuche nahezu dieselben 
wie fiir die Natriumversuche, weshalb sie hier keiner naheren Besprechung 
bediirfen. ; 

Als Lichtquelle diente ein Cadmiumfunken, dessen Spektrum in der 
Nahe der zu untersuchenden Linie 2537 keine die Absorption stérende 
Linie zeigte. Das Absorptionsrohr wurde wabrend des Versuchs durch 
ein Wasserbad mit Riihrvorrichtung auf konstanter Temperatur gehalten. 
Das Gefi8 war, um das ultraviolette Licht passieren zu lassen, mit einem 
Quarzfenster versehen, und die Temperatur konnte bei gutem Rihren bis 
auf 0,1° genau konstant gehalten werden.. 

Das Absorptionsrohr hatte eine Lange von 3cm und war aus Eisen 
verfertigt. Er erwies sich jedoch als notwendig, das Rohr zu vernickeln, 
um das Eisen in dem heigen Wasser gegen allzu rasches Rosten zu 
schtitzen. An den Enden wurde das Rohr durch dicke Quarzplatten ge- 
schlossen, die zwischen Packungen von Leder und Gummi von Uberwurt- 
muttern gegen die Enden des Rohres gepreSt wurden. 


1) Chr. Fiichtbauer, G. Joos und 0. Dinckelacker, Ann. d. Phys. 71. 
204, 1923. 
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Gummipackungen, welche aus gewdéhnlichen dicken Gasschliuchen 
hergestellt wurden, haben sich zu diesem Zwecke sehr gut bewiihrt. Als 
storende Gase wurden Kohlendioxyd und Stickstoff angewandt, welche 
aus Bomben durch eine Druckleitung, die mit einem Manometer versehen 
war, in das Absorptionsrohr geleitet wurden. 

Das Absorptionsrohr und die Packungen der Zuleitungen waren so 
licht, da8 ein einmal hergestellter Druck wahrend des Versuchs nicht 
mehr als um 1/,, Atm. sank; ein solcher kleiner Gasverlust war fiir unsere 
Versuche vollig bedeutungslos. Das angewandte hydraulische Doppel- 
nanometer der Firma Schiffer & Budenberg wurde mit grofer Sorgfalt 
lurch Vergleichung mit verschiedenen Quecksilbermanometern nach- 
repriift. 

$4. Resultate der Versuche mit Kohlendioxyd als ver- 
jreiterndem Gas. Halbbreite und maximaler Absorptions- 
coeffizient. Mit Kohlendioxyd als verbreiterndem Gas wurden drei 
Versuchsreihen bei verschiedenen Drucken, bzw. 10, 25,5 und 36 Atm., 
wisgettihrt. In jeder Versuchsreihe wurden mehrere Platten bei konstant 
yehaltenem Drucke und wechselnder Temperatur aufgenommen. Nur auf 
liese Weise ist es miglich, den Einflu8 des Koppelungseffekts bei un- 
reranderter Lorentzscher Verbreiterung zu untersuchen, und zwar 
yelingt dies wegen der raschen Variation des Quecksilberdrucks bei 
vechselnder Temperatur sehr gut. Die drei Versuchsreihen bei 10, 25,5 
md 36 Atm. Druck sind ausgefiihrt, um den Einflu8 des Druckes auf 
len Koppelungseffekt, und weiter um den Druckeffekt bei unverinderter 


Tabelle 1. 
Aufnahme ! Druck | Temperatur| Zahl W der abs. | 2! (n2)m 
Nr. Atm. | oC © Atome im cm3 | sec~l % 
92a 10 36,0 1,52. 1014 1,73 .101 AnOPet Oa 
92b 10 42,1 2,33 1,92 5,50 
93a 10 45,4 2,97 2,15 6,50 
m3ib) - | 10 54,5 5,39 2,42 9,10 
94a | 10 61,9 8,75 2,92 10,98 
| 
90a 25,5 38,5 1,83 2,60 | 3,24 
87a 25,5 44,5 2,79 2,88 4,20 
90b 25,5 60,0 7,78 3,50 8,05 
. 89b 25,5 EO er alal sxe ferns 10,32 
ble 25,5 73.2 | 17,32 | 4,43 12,30 
95a | 36 47,0 3,32 3,91 3,55 
98a 36 56,2 6,10 4,50 | 4,80 
99b 36 66,8 12,58 5,12 | 7,41 
-98b | 36 75,8 20,18 5,24 9,21 
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Zahl der absorbierenden Atome zu bestimmen. In Tabelle 1 sind die 
Resultate der drei erwahnten Versuchsreihen angegeben. Die Zahl V 
der absorbierenden Atome im Kubikzentimeter ist mit Hilfe der im 
Landolt-Birnstein 1923 angegebenen Tabelle tiber den Sattigungs- 
druck des Quecksilbers berechnet worden. 
Man bemerkt sofort die sehr interessante Tatsache, daf die Breite 
der Linie bei konstant gehaltenem Totaldruck mit wachsender Atomzahl V’ 
auch rasch zunimmt. Dies zeigt, da8 der Koppelungseffekt auch bet 
Quecksilber als eine wirksame Ursache der Linienverbreiterung hervor- 
tritt; um den gesetzmiSigen Zusammenhang zwischen Linienbreite und 
Atomzahl klarzumachen, 


== —— 


geben wir in Fig. 1 eme 
graphische Darstellung 


5°70 if 7 der Linienbreite als Funk- 
tion der Atomzahl wieder. 


if 1 Lings der Ordinate ist 
6 die Halbbreite in Schwin- 
gungszahlen, und langs 


der Abszisse die Atom- 
zahl N aufgetragen. Die 


drei Kurven der Figur 
ly (1, 2 und 3) entsprechen 


den drei bei verschie- 
denen Gesamtdrucken 


se 


rn) F > aaa i 20-10 ausgefiihrten Versuchs- 


Fig. 1. reihen, und jede dieser 


Beziehung zwischen der Breite und der Atomzahl. es “ * T syd 
110 Atm.CO>. 11 255Atm.COQ,. III 36 Atm. CQ. Kurven gibt die Verhilt 


nisse bei konstant ge- 
haltenem Totaldruck, bzw. 10, 25,5 und 36 Atm., wieder. Mit wach- 
sendem Totaldruck werden die Kurven nach gréSerer Linienbreite ver- 
schoben, wie auch — wegen der dann steigenden Lorentz schen Stob- 
dampfung — zu erwarten ist. 

‘In dieser Verbindung ist zu bemerken, daf die Kurven 1, 2 und 3, 
wenn sie von den Beobachtungspunkten an bis zu den Schnittpunkten A, 
B und C mit der Ordinatenachse verlingert werden, von dieser Achse 
verschiedene Linienstiicke abschneiden, deren Lingen 0 A, OB und 0c 
dem angewandten Totaldruck ungefihr proportional sind. Weiter wollen 
wir auf den Umstand hinweisen, daf mit zunehmendem Totaldruck die 
Kurve eine schwach wachsende Neigung gegen die Abszissenachse be- 
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Nonimat, d. h. die Wirkung der Koppelung tritt bei zunehmendem Drucke 


kriftiger hervor. 


Wir kommen weiter unten, waihrend der Diskussion, auf diese inter- 
essanten Beziehungen zuriick, vorlaufig geben wir in Fig. 2 eine graphische 
Darstellung der Linienbreite 2 vy’ als Funktion des maximalen A bsorptions- 
koeffizienten (”%)m bei konstantem Totaldruck wieder. Die Kurven 1, 
“2 und 3 entsprechen wieder den drei bei verschiedenen Totaldrucken, 10, 


25,5 und 36 Atm., ausgefiihrten Versuchsreihen. 


Es ist bemerkenswert, daB die Beziehung zwischen 2 y' und (nx), 
eine lineare zu sein scheint. Zwar geht eine solche lineare Beziehung 


zwischen diesen Groen als 
-7 
das Resultat der Koppe- 16:10... 


¢ cp Ae 
lungstheorie hervor; in 7 | 
diesem Falle aber ist ja die 
‘Breite nicht ausschlieBlich 7 | 


}von dem Koppelungseffekt, 7 I 


jsondern in mafiger Ausdeh- 


‘nung auch von der Lorentz- 
schen StoSdimpfung  ver- 6 — 
parsacht, und eine Uberein- 
stimmung mit der Theorie 
war deshalb hier nicht von 2 + 
| vornherein sichergestellt. 


0 Gf 9977 
Z 35, 4 5 6 We 8:70 


Eine VergréSerung des 
Fig. 2. 


sotalen Gasdrucks hat eine Beziehung zwischen der Breite und dem maximalen 
Verschiebung der Kurve Absorptionskoeffizienten. 
110Atm.CQ>. 11 25,5 Atm. COs. Ill 36 Atm. COs. 
1ach gréBeren Wellenlingen 
ur Folge, und hierin diirfen wir eine unter diesen Bedingungen wachsende 
\zorentzsche StoSdimpfung sehen. Auch diese Kurven haben wir von 
Hen Beobachtungspunkten bis zu den Schnittpunkten A, B und C mit 
‘ler Koordinatenachse verlingert, und erhalten dann dieselben von dieser 
‘Achse abgeschnittenen Linienstiicke O A, OB und OC, die wir in Fig. | 
sefunden haben. 

Fig. 83 ist eine graphische Darstellung der Beziehung zwischen dem 
maximalen Absorptionskoeffizienten (mx), und der Zahl N der absor- 
vierenden Atome im Kubikzentimeter, und wie friiher entsprechen die 
) <urven 1, 2 und 3 den bei den verschiedenen Drucken ausgefiihrten Ver- 
)uchsreihen. Es geht aus diesen Kurven hervor, dafi die bis jetzt ge- 


we 
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machte Annahme, daf der maximale Absorptionskoeffizient mit der Zahl 
der absorbierenden Atome proportional anwachse, nicht korrekt ist. 


Die Beziehung zwischen (%), und N y ist keine lineare, sondern die 
Kurven 1, 2 und 3 haben alle eime ungefihre Parabelform, auch sind 
nicht — wie frither von Fiichtbauer und Hofmann’) angenommen — 
die ()m-Werte bei konstant gehaltener Temperatur dem Totaldruck 
umgekehrt proportional. 

Fiichtbauer und Hofmann haben diesen Satz fiir die Casium- 
linie 4555 bei einer Temperatur von 129,76° und innerhalb eines Druck- 
intervalls von 236 bis 157 cm experimentell bewiesen. Fiir gréfere 


(0 %)m-Werte und grifere 


eee Druckintervalle ist dieser 
oA Satz, wie es scheint, nicht 
giiltig, wie aus unseren 

i Kurven in Fig. 3 hervorgeht. 
8 § 5. Diskussion der 
Resultate. Die mit der 

; Atomzahl N rasch zuneh- 
at mende Breite (vgl. Tabelle 1 
; und Fig. 1) ist eim Zeichen 
dafiir, da8 auch fiir Queck- 

ie ap Hy ON By a silber unter den angewandten 


Fig. 3. Versuchsbedingungen die 
Beziehung zwischen dem maximalen Absorptions- 


koeffizienten und der Atomzahl. Verbreiterung dutch die 


Wechselwirkung zwischen 
den gleichartigen Atomen — oder wie wir es zu bezeichnen gewahlt haben, 
die Verbreiterung durch Koppelung — wirksam werden mu. Offenbar wird 
aber die Verbreiterung in den von uns untersuchten Fallen durch. ein 
enges Zusammenwirken der Lorentzschen StoBdampfung mit der Koppe- 
lung verursacht, und es ergibt sich dann die Frage: Ist es méglich, dies 
zwei Verbreiterungsursachen zu trennen 2? Oder was auf dasselbe heraus 
kommt: Ist es méglich, eine reine Lorentzsche Verbreiterung dure 
StoBdimpfung bzw. eine reine Koppelungsverbreiterung, die nicht vo 
anderen Verbreiterungsursachen stérend beeinflubt ist, experimentell z 
untersuchen ? 

Auf Grund der vorangehenden Darlegungen kénnen wir oh 
Schwierigkeiten die Bedingungen feststellen, die erfiillt sein miissen, 1 


1) Chr. Fiichtbauer und W. Hofmann, sce 
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; eine Lorentzsche Verbreiterung durch StoBdiampfung moglichst rein zu 
-bekommen. Erstens mu8 — um die Verbreiterung durch Koppelung 
_zuriickzudrangen -— mit einer kleinen Konzentration des absorbierenden 
Gases gearbeitet werden, und zweitens miissen die tibrigen Ursachen 


der Verbreiterung vernachlissigt werden kénnen. Wie friiher erwahnt, 
ist dies letztere auch fiir unsere Versuchsbedingungen der Fall, und 
- die von uns bei kleiner Quecksilberdampikonzentration gemessene Breite 
Jeibt deshalb die reine Lorentzbreite annahernd richtig wieder. Doch 
kann nur eine Extrapolation unserer Messungen auf die Atornzahl 
Null den ganz richtigen Wert der Lorentzbreite liefern, und dies ist 
auch in Fig. 1 und 2 durch Verlingerung der Kurven bis zu den Schnitt- 
jpunkten mit der Achse ausgefiihrt worden. Die durch die Achsen- 
‘linge OA, OB und OC gegebene Breite muf dann offenbar als die 
prichtige Lorentzbreite bei den Drucken 10, 25,5 und 36 Atm. angesehen 
|werden. Wenn Riicksicht auf die Ungenauigkeit der Extrapolation ge- 
soommen wird, ist diese Lorentzsche Halbbreite, in guter Uberein- 
| stimmmung mit der Theorie, innerhalb der Fehlergrenzen dem Total- 
druck proportional. 


Unseren Messungen gemi$ mu8 die friiher von anderen Forschern 
sefundene Lorentzbreite wegen einer stets vorhandenen Verbreiterung 
lurch Koppelung immer zu gro8 ausfallen, und die Abweichungen von 
len richtigen Werten sind um so gréfer, je gréBer die angewandte Kon- 
“entration des absorbierenden Dampfes war. Trotzdem haben Fiicht- 
sauer und Hofmann!) fiir die Casiumlinie 4555 A-E., und spiiter 
fiichtbauer, Joos und Dinckelacker?’) fiir die Quecksilberlinie 
587 A-E. eine recht gute Proportionalitit zwischen Breite und Total- 
/ruck gefunden. Die Messungen iiber die Casiumlinie wurden bei kon- 
tanter Temperatur, also auch bei konstantem Dampfdruck, ausgefiihrt. 
} ie Variation der Breite wurde aber nur innerhalb des kleinen Druck- 
} ereichs von 118 bis 236 cm Quecksilber untersucht, und es ergaben sich 
}n einzelnen bei der Drucksteigerung Abweichungen bis zu 14 Proz. Da 
ei diesen Messungen die Zahl N der absorbierenden Atome konstant ge- 
)alten wurde, und demnach die Bedingungen, die der Verbreiterung durch 
§) oppelung giinstig sind, nicht variiert wurden, so ist in diesem Falle die 
bereinstimmung der Messungen mit der Theorie doch verstindlich. In 
‘otreff der Messungen von Fiichtbauer, Joos und Dinckelacker 


1) Chr. Fiichtbauer und W. Hofmann, Ann. d. Phys. 43, 96, 1914. 
2) Chr. Fichtbauer, G.Joos und 0. Dinckelacker, ebenda 71, 204, 1923. 
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iiber die Quecksilberlinie 2537 A.-E. ist zu bemerken, daB diese bei ganz 
kleinen Dampfkonzentrationen, und zwar bei schwach variierenden 
maximalen Absorptionskoeffizienten ausgefiihrt sind. Nach Fig. 1 und 2 
ist dann eine recht gute Proportionalitit zwischen Breite und Totaldruck 
zu erwarten. Doch macht sich bei diesen Messungen bei kleinen Queck- j 
silberdampfkonzentrationen der Koppelungseffekt gut bemerkbar. Wie 
friiher erwahnt, geben die Messungen von Fiichtbauer, Joos und : 
Dinckelacker als Resultat, da8 die Lorentzverbreiterung mit Kohlen-_ 
dioxyd und Wasserstoff als verbreiterndes Gas erheblich groéfer ist als 
die Verbreiterung durch Stickstoff und Argon. Die Versuche mit Kohlen- 
dioxyd und Wasserstoff sind aber bei einer héheren Temperatur, d. h. bei 


einer gréBeren Zahl der absor- 


9:70 


bierenden Atome ausgefiihrt 


ZY’ 
8 worden als die Versuche mit 
P Argon und Stickstoff, und nach 
unseren Messungen ist dann zu 
6 erwarten, daS die Verbreite- 
2 rung durch Koppelung bei 
diesen Untersuchungen sich 
ie derart geltend gemacht hat, 
; da die Breite bei konstant 
gehaltenem Drucke bei einer 
é Argon héheren Temperatur gro8er 
3 eWasserstoff ausfallen muS als bei einer 
Cues Py niedrigeren. So lassen sich 
0 7 2 3 WV 4% die verschiedenen Wirkungen — 


Fig. 4. der verschiedenen verbreitern- 


Beziehung zwischen der Breite und der Atomzahl 


nach Fiichtbauer, Joos und Dinckelacker. den Gase zwanglos auf die 


Wirkung der  Koppelung” 
zuriickfiihren. Um dieser Annahme eine quantitative Priifung zu geben, 
entnehmen wir aus einer Tabelle der Abhandlung von Fichtbauer, 
Joos und Dinckelacker die Breite der Linie, welche bei gleichem 
Totaldruck der verschiedenen verbreiternden Gase gemessen ist, und 
filhren die hier gefundenen Werte in das Diagramm der Fig.4 ein, was 
die Breite als Funktion der Atomzahl N darstellt. 

Die Zahlen N sind mit Hilfe der angewandten Temperaturen be- 
rechnet. Die Kurven 1, 2 und 3 geben die gemessene Breite bei den 
Drucken 10, 25 und 50 Atm. wieder, und die verschiedenen Beobachtungs- 
punkte der einzelnen Kurven entsprechen den Messungen mit verschiedenen 
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werbreiternden Gasen. Man wird die sehr wichtige Tatsache bemerken, 
‘da8 die Breite ohne Ausnahme mit der Atomzahl gesetzmiabig 


eens; und da zwischen diesen Kurven und den Kurven der Fig. 1 


eine groBe Ahnlichkeit besteht. Unsere Kurven der Fig. 1 erstrecken 
sich tiber ein weit groSeres Gebiet der Atomzahl N, es laBt sich aber 


‘doch eine ganz ‘gute quantitative Ubereinstimmung zwischen diesen 
Kurven der Fig. 1 und den Kurven der Fig. 4 nachweisen. Dies besagt, 
‘daB die Verschiedenheit der Linienbreite bei Anwendung verschiedener 
‘verbreiternder Gase in den Messungen von Fiichtbauer, Joos und 
‘Dinckelacker nicht auf einer verschiedenen Wirkung der verschiedenen 
verbreiternden Gase beruht, sondern auf eine Wirkung der Koppelung 
gurickzufiihren ist. Es ist freilich nicht ausgeschlossen, da8 die ver- 
schiedenen Gase eine verschiedene verbreiternde Wirkung auf die Linien 
ausiiben, doch wire ein eventueller derartiger Effekt nicht von der 
GréBenordnung, welche von Fiichtbauer, Joos und Dinckelacker 
jangegeben ist. So deutet die verhialtnismafig kleine Breite, die bei 
einem Stickstoffdruck von 50 Atm. gemessen ist (Kurve 3), darauf hin, 
dah es sich hier wirklich um ein verschiedenes Verbreiterungsvermégen 
der verschiedenen Gase handelt. Diese Frage wollen wir jedoch spater 
in Verbindung mit weiteren Versuchen besprechen. 

Wiahrend die Lorentzbreite am richtigsten durch Extrapolation der 
Breite auf die Atomzahl Null bestimmt werden kann, scheint es schwieriger, 
eine reine Koppelungsbreite experimentell festzulegen. Die Bedingungen, 
welche fiir diese Art der Verbreiterung am giinstigsten sind, sind eine 
hohe Dampfkonzentration in Verbindung mit einem kleinen Totaldruck ; 
aber die unter diesen Bedingungen ausgefiihrten Messungen der Linien- 
breite miissen offenbar auch von der Lorentzschen StoBdimpfung be- 
einfluBt werden. 

Es diirfte jedoch méglich sein, aus unseren Messungen die Kenntnis 
von der GroéSenordnung der reinen Koppelungsverbreiterung zu erhalten. 
Zwar ist die Breite der Linie in allen untersuchten Fallen durch eine 
enge Zusammenwirkung der Lorentzschen StoSdimpfung mit der 
Koppelung gegeben, wofiir auch die schwach zunehmende Neigung der 
Kurven (2v'— WN) mit zunehmendem Drucke gegen die Achse ein 
Zeichen ist; doch ist die Verschiedenheit im Verlauf der Kurven 1 und 3 
ganz klein, und wir machen deshalb keinen grofen Fehler, wenn wir 
die Koppelungsbreite gleich der Differenz zwischen der gemessenen Halb- 
breite 2v' und der geschitzten reinen Lorentzbreite 2b setzen. Wir 
wollen die so gemessene Koppelungsbreite mit derjenigen Breite, welche 
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nach der Koppelungstheorie von J. Holtsmark in diesem Falle zu er- 
warten ist, vergleichen. 

Wir entnehmen zu diesem Zwecke der Fig. 1 den Wert 2.10" sec~1 
fiir die angeniherte Koppelungsbreite 2v'—2b bei der Atomzahl 
N — 10.10". Nach der Theorie ist die Koppelungsbreite durch den 
folgenden Ausdruck gegeben : 


2 2 D me OO LOE oul : 
Nolte 
wo N die Atomzahl und r, den Atomradius der absorbierenden Atome 
bedeutet. r, hat fiir das Quecksilberatom ungefahr den Wert 1,75. 10—5 cm, 
und wenn wir in der obigen Gleichung die gemessenen GréfSen fir 2 y 
und N einsetzen, erhalten wir fiir den Atomradius des Quecksilberatoms 
folgenden Wert: 

te == 1 AP AO rom 
Diese Zahl ist ein wenig zu klein, sie gibt aber die richtige Gréfen- 
ordnung ganz gut wieder. 

Nach der Theorie ist die Koppelungsbreite der Wurzel aus der Zahl 
der absorbierenden Zentren pro Kubikzentimeter proportional, und es ist 
interessant, dab die Kurven 2 v' — 26, welche sich aus der Fig. 4 durch 
Parallelverschiebung der Abszissenachse um einen Abstand 2b ergeben, 
mit geniigender Genauigkeit auf folgende Weise ausgedriickt werden 


ko6nnen: ue 
2 y' —2b = const YN. 


Mit abnehmendem Totaldruck nimmt die Konstante einen kleineren . 


Wert an. 


Um die Abnahme der Neigung der Kurven mit abnehmendem | 


Drucke, d. h. die Abnahme der Konstante, einer niheren Untersuchung 
zu unterwerfen, haben wir bei einem Totaldruck von 1 Atm. einige 
Messungen der Linienbreite bei hohen Dampfkonzentrationen ausgefiihrt. 
Wir haben in diesen Versuchen als Absorptionsrohr ein kurzes Quarz- 
rohr, welches an den Enden mit angeschmolzenen durchsichtigen ge- 
schliffenen Quarzplatten versehen war, verwandt; das Rohr wurde wahrend 
des Versuches in einem elektrischen Ofen erhitzt. Der Ofen, welcher 
10cm linger als das Absorptionsrohr war, wurde innen, um den Wiarme- 
ausgleich zu erleichtern, mit einem dicken Kupferrohr versehen; die Enden 


des Ofens waren mit durchsichtigen Quarzfenstern verschlossen, um die — 


Warmestrahlung zu verhiiten. Die Temperatur im Ofen konnte mit einem 
Thermoelement gemessen und wahrend des Versuches innerhalb 1/,° kon- 
stant gehalten werden. 


rey 
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3 In dieser Weise haben wir fiir die Breite der Linie bei 1 Atm. und 
bei der Atomzahl N — 133.10" den Wert 

2y == 3,9 OU ceca: 

gefunden. 

Die Lorentzbreite mu fiir diesen Fall kleiner als 0,1. 10 sein, 
pnd mit einer Koppelungsbreite von 3,8. 10" erhalten wir fiir r, den Wert: 


f) ==) Seal Ome rem 


Diese Zahl gibt vielleicht den richtigen Wert von rv, besser als die erste 
wieder, und die Zunahme der Zahl r, ist ein Zeichen dafiir, daB die 
Neigung der Kurven mit abnehmendem Drucke auch abnimmt. Eine 
streng quantitative Vergleichung zwischen der Theorie und den experi- 
mentellen Ergebnissen ist aber zurzeit nicht méglich, denn die Koppelungs- 
breite ist immer durch den Einflu8 der Lorentzverbreiterung gestért. Im 
Interesse der Einfachheit der Rechnung sind in den jetzigen theoretischen 
berlecungen die StoSwirkungen neben dem Koppelungseffekte ganz 
-gnoriert werden. Es ist eine Aufgabe der Theorie, Untersuchungen 
lartiber anzustellen, welchen Einflu8 die Zusammensti$e in Verbindung 
ynit den Koppelungswirkungen auf den Absorptionsvorgang haben, 
eine Aufgabe, die jedoch sehr schwer durechfiihrbar zu sein scheint. 

§6. Vergleich der absoluten Zahl der Zusammensti fe mit 
ler Stérungszah]. Nach unseren bisherigen Uberlegungen mu8 die 
luorentzsche Verbreiterung durch StoBdimpfung immer von einer Ver- 
sreiterung durch Koppelung begleitet werden, und die Wirkungen der 
Hetzteren treten um so kraftiger hervor, je gréfSer die angewandte Konzen- 
vration der absorbierenden Atome ist. Man darf deshalb annehmen, da 
ue friiher ausgefiihrten Messungen iiber die Lorentzbreite immer zu hohe 
Werte gegeben haben, und daS deshalb auch die auf Grund der Versuche 
semachten Schluffolgerungen mit Fehlern behaftet waren. Wir haben 
‘rither einige Beispiele in Verbindung mit unseren Natriumversuchen 
nitgeteilt und wollen hier ein neues Beispiel dafiir geben. 

Nach der StoSdimpfungstheorie von Lorentz!) ist die halbe Halb- 


, : aes 1 i 
»reite der durch Zusammenstiéfe verbreiterten Linie y’ — —, wot die 
T 


jnittlere Zeit zwischen zwei Stirungen ist; hiernach mu die halbe Halb- 
preite gleich der Zahl der dampfenden Stérungen pro Sekunde sein. Nun 
sst_es aber bekanntlich méglich, diese sekundliche Zahl der Zusammen- 


1) H. A. Lorentz, Proc. Amsterd. 8, 501, 1906. 
41% 


we 


608 B. Trumpy, 


stéBe der Molekiile auch mit Hilfe der kinetischen Gastheorie nach der 


Formel 


a 4 TOE alae me 
Za 2on, Va VOn- Vz 1 
3 m, 


zu berechnen?), worin m die Masse der absorbierenden Molekile und m, 
die Masse der Molekiile des indifferenten verbreiternden Gases bedeutet, 
deren Zahl pro Volumeneinheit m, ist. 
6 ist die Summe der zwei Molekiilradien und C7, das mittlere Ge- 
schwindigkeitsquadrat fiir das Molekiil des absorbierenden Gases. 
Fiichtbauer und Hofmann!) haben die so berechnete Zahl mit 
der fiir einige Cisiumlinien gemessenen Halbbreite verglichen, sie haben 
jedoch immer durch ihre Messungen eine vielmal groBere StoBzahl be- 
kommen, als nach der kinetischen Gastheorie zu erwarten war. 
Fir die Casiumlinie 4555 A-E. haben sie z. B. bei der Tem- 
peratur t = 129,76°C und dem Drucke P = 26cm die Halbbreite 
2y' — 64.101! sec—1 gefunden, d. h. 


i = Oe 


die gaskinetische Berechnung liefert fiir diesen Fall: 
Les LOL 


Also ist die Zahl der dimpfenden Stérungen 32 mal so gro8 wie die Zahl 
der aus der Gastheorie berechenbaren Zusammensté$e, und in, dieser 
groben Diskrepanz hat man den gréfSten Miberfolg der Lorentzschen 
Theorie gesehen. Wenn wir nun aber die Annahme machen, da neben 
der reinen Lorentzbreite auch die Koppelungsbreite von Fiichtbauer 
und Hofmann gemessen ist, so kinnen wir diese groSe Diskrepanz durch 
die Wirkung des letzten Effektes erklaren. Leider ist der Casiumdampf- 
druck bei 129° nicht bekannt, er betragt aber schon bei 244° 0,29 mm und 
wird deshalb bei 129° ganz betrachtlich sein, und zwar so betriachtlich, 
daB die gemessene Breite vielleicht in allem Wesentlichen durch die 
Wirkung der Koppelung gegeben ist. 

Ein Zeichen dafiir, da8 es sich hier um eine Wirkung der Koppelun 
handelt, mu8 man in der Tatsache sehen, daf eine Messung von Fiicht 
bauer und Schell?) iiber die Natriumlinie 5890 A-E. eine weit besser 
Ubereinstimmung zwischen den beiden Zahlen gibt. Diese Messungen sind 
namlich bei einer geringeren Konzentration des absorbierenden 


1) Chr. Fiichtbauer uad W. Hofmann, Ann. d. Phys. 43, 96, 1914. 
2) Chr. Fiichtbauer und C. Schell, Phys. ZS. 14, 1164, 1913. 
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' Dampfes ausgefiihrt (174°), weshalb der Koppelungseffekt sich in 
| diesem Falle nicht so gut bemerkbar machen kann. Die gemessene 
_ Breite war in diesem Falle nur 18mal so grof wie die Zahl der Zu- 
sammenstiBe. 

Wir wollen dann dazu iibergehen, mit Hilfe unserer Quecksilber- 
versuche eime ahnliche Vergleichung der absoluten Zahl der Zusammen- 
| stéBe mit der Stérungszah] auszufiihren, und wollen zu diesem Zwecke 
die reine, auf die Atomzahl Null extrapolierte Lorentzbreite benutzen. 
Nach Anwendung des Maxwellschen Verteilungsgesetzes liSt sich die 
obige fiir die StoBzahl Z geltende Formel in die folgende iiberfiihren 
(vgl. Fiichtbauer und Hofmann, 1. ¢): 


Pape — 4/2 mem, T 

wag NV, —— VCp | 3 May ae: = 

*Dabei ist Cj das mittlere Geschwindigkeitsquadrat des Wasserstoff- 
molekiils, my, dessen Masse, V, die Loschmidtsche Zahl. Fir C, gibt 
-Landolt-Bérnstein den Wert 169200 cm/sec, fiir den Molekulardurch- 
-messer des Kohlendioxyds den Wert 3,2.10-Sem. Der Durchmesser 
‘des Quecksilberatoms hat, wie friiher erwihnt, den Wert 3,50.10—S cm. 
‘Wir benutzen fiir die Atomradien des Kohlendioxyds und Quecksilbers 
die Werte 1,6.10—Sem und 1,75.10~Sem und erhalten fiir 6 den Wert 
3,25.10-Sem. Die Formel liefert dann fiir die gaskinetische StoSzahl: 


Z = OSS 
“Die nach Fig. 1 auf die Atomzah] Null extrapolierte Breite ist rund 


2) —— ee 


id. h. 
y == Oe 

Also ist die Zahl der diimpfenden Stirungen in diesem Falle in 
yguter Ubereinstimmung mit der aus der Gastheorie berechenbaren Zahl. 
Wir haben in diesen Berechnungen die zurzeit als die richtigsten an- 
sehenen Werte fiir die Radien des Kohblendioxyd- und Quecksilber- 
olekiils angewandt, und eine eventuelle kleine Korrektion dieser GriSen 
ann die gute Ubereinstimmung der zwei Zahlen nicht umstoSen. Diese 
te Ubereinstimmung scheint sehr bemerkenswert. Sie ist fiir die 
orentzsche StoSdimpfungstheorie eine kriiftige Stiitze, um so mehr, als 
auch die friiheren Diskrepanzen zwischen dieser Thevrie und den Experi- 
menten sich auf die Wirkung einer Koppelung der absorbierenden Atome 
iickfiihren lassen. 
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$7. Die Gesamtabsorption. Nach der Quantentheorie von 
Bohr mu8 angenommen werden, da8 die Intensitét der Spektrallinien 
durch die Ubergangswahrscheinlichkeiten b,, und ties bestimmt wird. Die | 
Starke der Absorption entspricht der Haufigkeit der Elektronenspriinge 
von einem inneren Zustand 7 bis zu emmem duferen Zustand k, und der 
Wahrscheinlichkeitsfaktor b,;, ist, wie erwahnt, durch die folgende Be- | 
ziehung gegeben: 


4 
op —— i | nade. 


Nh 
Die Gréfe ist durch Planimetrieren der mx-Kurven einer experi- 
mentellen Bestimmung zugiinglich. Es kommt auf dasselbe heraus, die 


Groéfe f;, der allgemeinen Dispersionsformel zu bestimmen: 


T pe 
9 Ne tie 
Ne — bye So Ps 

mm |; vetive,—v 


wo » der Brechungsindex, N die Atomzahl der absorbierenden Atome 
pro Volumeneinheit, e die Ladung und m die Masse eines Elektrons, v;, die 
Frequenz der verschiedenen Absorptionslinien, v;, ihre Halbbreite sind, 
und f, eine fiir die Starke der Dispersion charakteristische Konstante 
bedeutet, welche auch durch die folgende Beziehung gegeben ist: 


wo Jt die Zahl der die Absorption und Dispersion, bedingenden Resona- 
toren ist. 

Nach Ansitzen, welche zuerst von Ladenburg!) gemacht sind, 
besteht die folgende Beziehung zwischen }t und b,,: 


m 
= Nhyy, Sarena) Dixy 
Ue 


2D 


X 
t 


wonach 
m.hv, 
ey | 
1 € 
oder 
f 4m, ] 
k= nnd. 
Ne 


Auch f;, ist hiermit durch Absorptionsmessungen experimentell bestimmbar, 
und wir wollen im folgenden diese Konstante fiir die Quecksilberlinie 
2537 A.-E. auswerten. 

Es ist beziiglich dieser Konstante f, eine sehr wichtige Frage, ob 
sie als absolute Konstante angesehen werden darf, oder ob sie durch 


1) R. Ladenburg, ZS. f. Phys. 4, 451, 1921. 
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fiuSere Einwirkungen, insbesondere durch stérende Atome, oder durch 
-Koppelungswirkungen zwischen den absorbierenden Zentren beein- 
‘flubt wird. 

R. Minkowski’) hat durch Messungen der Magnetorotation ge- 
Yunden, daB, bei Zusatz von Stickstoff zu gesittigtem Na-Dampf, die 
f-Werte betrichtlich herabsanken, und Fiichtbauer, Joos und Dinckel- 
vacker”) haben spiter dieselbe Frage aufgenommen, indem sie die Ab- 
hangigkeit der Gesamtabsorption von der Dichte des stiérenden Gases 


‘fiir die Quecksilberlinie 5 


70-10 
2537 untersuchten. Sie frxav| 
thaben gefunden, dak I 
die Anwesenheit eines 2 
'Fremdgases die durch | 
‘|nudy gemessene Ge- a 
‘samtabsorption — herab- 6 
setzt, und daf diese 
Gesamtabsorption mit e 
wachsender Dichte des 4 ‘| 
stérenden Gases ab- 
nimmt. Es wurde die s 
Wirkung = verschiedener Z 
-stérender Gase auf die 
“Gesamtabsorption unter- ‘ 
“sucht, und es zeigte sich, i iS aes. a ee 
-daB Kohlendioxyd einen Fig. 5. 
-gréBeren EinfluB auf die Die Gesamtabsorption bei verschiedenen Drucken 


: ; des Kohlendioxyds. 
Absorption hatte als die 


iibrigen Gase: Stickstoff, Wasserstoff und Argon. Durch Extrapolation 

sauf die Dichte Null wurde die nicht durch Fremdgase _beeinflu8te 
-Gesamtabsorption bestimmt, und das Verhiltnis NV/% wurde in dieser 
Weise festgelegt. Es hatte etwa den Wert 35 (d. h. f, — 1/35). 

Um f;, fiir unseren Fall zu bestimmen, haben wir unsere n x-Kurven 
planimetriert. Wir méchten in dieser Verbindung darauf aufmerksam 
machen, daf im vorliegenden Falle das Integral | »xdv nicht durch das 
Produkt (N%)mv' ersetzt werden kann. Erstens besteht ein groBer Unter- 
‘schied zwischen den Absolutwerten dieser GréfSen; zweitens ist das Ver- 


1) R. Minkowski, ZS. f. Phys. 28, 69, 1922. 
*) Chr. Fiichtbauer, G. Joos und Dinckelacker, Ann. d. Phys. 71, 
1204, 1923. 
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nndy , 
haltnis nee in diesem Falle fiir die verschiedenen Verbreiterungen 
2 )mV 


nicht dasselbe. In Tabelle 2 sind unsere Resultate zusammengestellt. 


Tabelle 2. 
Aufnahme |. Druck Temperatur Zahl N der abs. | Gesamtabsorption te 
Nr. Atm. | 0C Atome im cm? j nédy 2 
} i. cae ees 
2 | | 2.1014 0:7. 104 =~ 
92a 10, 36,0 | 1,52". 10 OL AG 78,2 
| 1 
2 2 ae a5) 3 
92 b 10, 42,1 | 00 16, 79.2 
ites | 1 
934 10, 45,4 | DOT) 21,8 74,8 
93 | 10 54,3 | 5 39 igo i 
0 | ’ Ot, | 0, ’ 80,0 
| | 1 
94a 10, 61,9 | 8,75 56,6 851 
S s 1 
90a 25,5 | 38,5 1,83 Pass 80,5 
1 
f >) sth 
87a 25,5 44,5 7h) ie 802 
il 
Ones, 48 
90 b 25,5 60,0 7,78 AB) 88.7 
1 
2 5 77,4 es 
89 b | 5,0 66,0 11,30 7 81,1 
il 
5 3,2 SIS, —— 
9la 25,5 ey 17532 4 96,0 
: 1 
95a 36 47,0 Shay 19,4 94.9 
it 
56,2 O —— 
98 a 36 56, | 6,10 34, 98,6 
il 
B, 12,5 66,1 ace 
99 b 36 66,8 58 i04,6 
| 1 
9 36 75,8 XO), | 1,2 ——— 
8b 3 7 0,13 9 1212 


Der besseren Ubersicht halber geben wir in Fig.5 die Resultate in 
graphischer Darstellung wieder. Lings der Abszissenachse ist die Atom- — 
zahl N, lings der Ordinate die durch | nxdv gemessene Gesamtabsorption 
aufgetragen. Um die Messungen bei den verschiedenen Drucken, 10, 25,5 
und 36 Atm., zu unterscheiden, haben wir die Punkte des Diagramms fiir 
die verschiedenen Drucke verschieden bezeichnet.- 

Die Kurven fiir 10 und 36 Atm. sind eingetragen. Es geht aus 
diesen Kurven hervor, da die Gesamtabsorption ganz gut proportional 
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der Zahl der absorbierenden Atome anwichst. Die zwei Punkte bei 
}2r6Bter Atomzahl weichen vielleicht ein wenig von diesem Gesetz ab, 
doch halten wir die beiden Messungen wegen eines beginnenden Ein- 
‘lusses einer in der Nahe legenden Emissionslinie auf die Randwerte der 
A bsorptionslinie fiir ei wenig ungenau. 

Es ist bemerkenswert, daf mit wachsendem Drucke des stérenden 
aases die Gesamtabsorption ein wenig abnimmt. Die Variation von 10 
jis 36 Atm. ist nicht groB, aber doch gut bemerkbar. 

Wir erhalten fiir f;, bei 10 und 36 Atm. etwa folgende Werte: 


1 
. . aI NA 5 MOR se 
fy 10 Atm. CO2 ) om 
+ . aie 1 
fk. 36 Atm. CO, — 1,02. 107? = 99,8 


Die Resonatorenzahl fiir ein Atom ist also unter diesen Umstiinden 
sehr klein, d. h. die Zahl der Resonatoren ist erheblich kleiner als die 
“ahl der Atome. 

$8. Diskussion der Resultate. Unsere Messungen haben die 
‘riiheren Messungen von Fiicht bauer, Joos und Dinckelacker gestiitzt, 
‘dem ein deutlicher Einflu8 des Fremdgases auf die Gesamtabsorption 
nachgewiesen ist. Nach Extrapolation auf die Dichte Null des Fremd- 
wases haben diese Forscher, wie erwahnt, den folgenden Wert fiir f, 
-efunden: 

) i. 1/35. 

Dieser Wert ist ungefahr zweimal gréBer als der yon uns bei 10 Atm. 
sefundene. Das stimmt damit iiberein, daB die f,-Werte nach Fiicht- 
»sauer, Joos und Dinckelacker rasch mit wachsendem Drucke des 
‘Tremdgases abnehmen. 

Ks ist schwer, dieser Abnahme der Absorption fiir ein Atom eine 
heoretische Erklérung zu geben, wenn man nicht mit Kuhn') annehmen 
vill, dafS bei den verwendeten hohen Konzentrationen an fremden 
sasen der fiir die Hg-Atome verfiigbare Raum durch das Eigenvolumen 
r fremden Molekiile herabgesetzt wird, und daB die Hg-Atome nur in 
fem zuriickbleibenden Volumen sich der Dampfspannung des Hg ent- 
yprechend verteilen kénnen. 

§ 9. Resultate der Versuche mit Stickstoff als verbreitern- 
‘em Gas. Halbbreite und maximaler Absorptionskoeffizient. 
m §5, 8.605 wurde auf die Méglichkeit hingewiesen, daf Stickstoff eine 


1) W. Kuhn, Det Kgl. Dan. Vid. Selsk., Mat-fys. Med 7, Nr. 12, 1926. 
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kleinere verbreiternde Wirkung als Kohlendioxyd ausiibt. Es wurde 
aber zur selben Zeit betont, da8 der Unterschied des Verbreiterungs- 
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Beziehung zwischen der Breite und der Atomzahl. 
1 25,5 Atm.No. II 36 Atm. No. 


14.9077 
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2S 
70 


72N 14-1077 


Beziehung zwischen dem maximalen Absorptions- 
koeffizienten und der Atomzahl. 
Il 36 Atm. Np. 


I 


Abhangigkeit von der Zahl der absorbierenden Atome dargestellt. Ki 
Die Vergleichung dieser Kurven mit den entsprechenden fiir Kohlen-_ 
dioxyd, Fig. 1 und 8, zeigt, daS die Linienbreite, wenn Stickstoff anstatt 


25,5 Atm. Np. 


vermégens der zwei Gase — 
nicht von der Gréfenord- | 
nung, welche Fiichtbauer, , 
Joos und Dinckelacker 9 
angegeben haben, sein — 
konnte. Um dies naher zu | 
untersuchen, haben wir die 
Linie 2537 A-E. durch 
Stickstoff verbreitert und 
ihre Breite und Intensitat 
unter variierenden Versuchs- 
bedingungen beobachtet. 
Die Messungen sind auf 
aihnliche Weise wie die 
Kohlendioxydversuche aus- 


gefiihrt, indem bei einem 
bestimmten Stickstofidruck 
(25,5 und 36 Atm.) eine; 
Reibe von Aufnahmen bei 
verschiedener Atomzahl N, 
d.h. bei verschiedener Tem- 
peratur, gemacht wurde. 
In Tabelle 3 sind die Re- 
sultate der Untersuchungen 
zusammengestellt. ; 

Wie leicht aus der 
Tabelle ersichtlich ist, be- 
gegnen wir denselben Ver- © 
haltnissen, wenn Stickstoff Ff 
anstatt Kohlendioxyd als § 
verbreiterndes Gas ange- : 
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Kohlendioxyd als verbreiterndes Gas angewandt wird, ein wenig kleiner 
Basta, und da gleichzeitig der maximale Absorptionskoeffizient ein 
-wenig gréfer wird. Es scheint also wirklich, als ob verschiedene ver- 


breiternde Gase einen verschiedenartigen Einflu8 auf die Linien hitten, 
‘doch ist der Unterschied nicht grof. 


Tabelle 3. 
| Aufnahme Druck Temperatur ecenl at Halbbreite | (n”)y 
Vi 
Nr. Atm | 0C im cm3 2! sec-1 
| = ————S SS —— ee 
102, | 25,5 | 30,0 0,097.10 | 2,30.10% | 3,51. 10-7 
Hts  |,us6,6 | 42,0 2.33 2.66 4,75 
103 a 25,5 49,2 3,86 3,06 6,35 
= 103b O55 | 57.6 6,67 | 3.40 9,00 
~  102b 25,5 66,2 | 11,44 | 3,86 11,12 
™ 106, | 36 488° ‘le 3.95 3,70 4,4 
105a | 36 | 55,0 5,60 | 3.85 6,55 
107a 36 59,0 7,31 | 4,16 7,68 
107 b 36 70,3 14,61 we res: 11,01 


Ubrigens stimmen die Resultate der Tabelle 3 mit unseren friiheren 


WResultaten so gut tibereimn, daS es an dieser Stelle nicht notwendig 


‘erscheint, sie einer néheren Besprechung zu unterziehen. 
3 


i Tabelle 4. 


| Zahl N der abz | 


= ; Aufnahme Druck | Temperatur | soluten Atome -amtabsorlpn | i 
; Atm. 9C | im cm? | | mzdy 
eee a ae ings 
25,5 30,0 0,97 . 1014 10,5 . 104 —— 
| 50,6 
j 5 ; 1 . 
: 10la | 25,5 | 42,0 2,39 17,6 72.8 
1 
ORK | » 6 — 
; 103 a 25,5 | 49,2 3,86 36,6 58.0 
| | 
ee = | + ae 1 
| 103 b 25,5 57,6 6,67 56,8 64.5 
: 1 
S 102 b 25,5 66,2 11,44 81,2 775 
} a 
i | | | 
. if OG: 
: | BS) 27,8 
106a 36 48,8 | 3,75 i | 743 
| 1 
: eos.) Slee 5 | 
105a 36 | 55,0 | 5,60 45,0 68,6 
i | 1 
F 107 a 36 59,0 | 7,31 57,1 70.8 
| 1 
3 a | 5 | 
7 107 b 36 70,3 | 14,61 | 97,0 | 82.8 
i 
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$10. Die Gesamtabsorption. Um die interessante Frage, ob 
Stickstoff dieselbe Wirkung wie Kohlendioxyd auf den /f,-Wert der Linie 
2537 A.-E. austibt, zu untersuchen, wurden auch die n x-Kurven der Stick- 
stoffversuche planimetriert. Wir haben in Tabelle 4 unsere Resultate 
zusammengestellt. 


Die Messungen mit Stickstoff als verbreiterndem Gas zeigen in 
mancher Hinsicht dasselbe Resultat wie die Messungen mit Kohlendioxyd, 
wie aus der graphischen Darstellung der Fig. 8 ersichtlich. So ist die 
durch [nxdv gemessene Gesamtabsorption proportional der Zahl N der 

om if absorbierenden Atome im 
frie) x | Kubikzentimeter. Die 
g Punkte der héchsten Kon- 


zentration weichen jedoch, 


8 ; : 3 ; 
wie es scheint, ein wenig 


von diesem Gesetz ab. Wir 
halten aber diese bei grofen 


Konzentrationen ausgefiihr- 


ten Messungen aus friiher 


wenig ungenau. 


7) & 10 15 N 20-10” 
Fig. 8. 


Die Gesamtabsorption bei verschiedenen Drucken den Kohlendioxydversuchen . 


des Stic b . 5 , 
pepe ist jedoch merkbar, indem 


die Punkte bei steigendem Drucke ein wenig nach unten verschoben 
werden. 
Bei 36 Atm. erhalten wir fir /, den Wert: 


if 


fh 36 Atm. No =— 1,46. TO Sei 68,5. 


Bei einem Kohlendioxyddruck von 36 Atm. haben wir friiher fiir f; 


den Wert 1/99,8 gefunden. Offenbar muS deshalb Kohlendioxyd einen 


gréBeren Einflu8 auf die Gesamtabsorption als Stickstoff ausiiben, welche 
Tatsache auch in guter Ubereinstimmung mit den Messungen von Fiicht- 
bauer, Joos und Dinckelacker steht. 


auf die Gesamtabsorption in 
derselben Richtung wie in 


erwaihnten Griinden fiir ein > 


Die Druckvariation des - 
Fremdgases ist in diesen 
Versuchen sehr klein; ein — 
Einflu8 der Druckvariation 
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Um diese verschiedenartige Wirkung der zwei Gase Stickstoff und 
Kohlendioxyd auf die Absorption zu erkliren, hat W. Kuhn‘) die An- 
-nahme gemacht, dai der Wirkungsradius des Kohlendioxydmolekiils ein 
-wenig gréfer ist als derjenige des Stickstoffmolekiils, so da8 die ab- 
Jsorbierenden Zentren in geringerer Anzahl zwischen den Kohlendioxyd- 
‘molekiilen als zwischen den Stickstofimolekiilen verteilt werden kénnen. 


Zusammentassung. Es werden im Anschlu8 an eine friihere 
Mitteilung iiber Intensitét und Breite der Hauptserienlinien des Natriums 
die Resultate einiger neuerer Messungen der Intensitit und der Breite 
der Quecksilberlinie 2537 mitgeteilt. Die Linie wird durch verschiedene 
'Fremdgase verbreitert, und die Breite wird bei konstant gehaltenem 
Totaldruck und variierender Quecksilberdamptkonzentration gemessen. 
‘Hierbei wird in Ubereinstimmung mit den friiher ausgefiihrten Natrium- 
versuchen und den Forderungen der Koppelungstheorie von J. Holts- 
mark eine mit wachsender Konzentration des absorbierenden Dampfes 

zunehmende Breite gefunden. Unter den angewandten Versuchsbedingungen 
wird die Breite der Linie in allem wesentlichen durch Zusammenwirken 
: der Lorentzschen StoSdimpfung und der Koppelung bestimmt. 

Durch Korrektion ftir die Lorentzverbreiterung wird die reime 

Koppelungsbreite geschitzt, und diese Breite stimmt der GréSenordnung 
‘nach gut mit derjenigen Breite iiberein, welche nach der Holtsmark- 
schen Theorie zu erwarten ist. 

; Durch Extrapolation auf die Atomzahl Null wird die reine, nicht 
“durch Koppelung beeinflu8te Lorentzbreite berechnet, und die mit dieser 
Breite berechnete Stérungszah] stimmt mit der absoluten Zah] der Zu- 
‘sammenstéSe im Gase gut tiberein. Es wird darauf hingewiesen, daf die 
“friiheren Messungen der Lorentzbreite wegen einer immer vorhandenen 
Koppelungswirkung zu groBe Werte gegeben haben, und hierin diirfte 
“man den Grund dafiir erblicken, daS die aus der so gemessenen Breite 
_berechnete Stérungszahl mit der absoluten Zahl der ZusammenstéBe gar 
nicht iibereinstimmte. 

r Die Messungen der durch den Ausdruck |nxd vy gegebenen Gesamt- 
absorption zeigten im grofen und ganzen eine gute Ubereinstimmung mit 


den friiheren Messungen von Fiichtbauer, Joos und Dinckelacker. 


Trondhjem, 27. Okt. 1926. Phys. Institut d. Techn. Hochschule. 


1) OW. Komhingelar es 
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Darstellung, Brechungsindex und Dielektrizitats- 
konstante des roten, kristallinischen Selens. 
Von §S. Kyropoulos in Gottingen. 
Mit 2 Abbildungen. (Eingegangen am 12. November 1926.) 
Mittels eines Zirkulationsverfahrens wurden aus Liésung Kristalle des roten Selens 
yon etwa 2mm Kantenlinge geztichtet. Ihr Brechungsindex und ihre Dielek- 
trizititskonstante wurden bestimmt und iibereinstimmend mit der Maxwellschen 
Beziehung gefunden. 

Die genaue Untersuchung der lichtelektrischen Leitung des Selens 
scheiterte bisher daran, daB die mit den angewandten Methoden erhalt- 
lichen Kristalle zu klein waren, um mehr als qualitative Schliisse aus — 
den Messungen zu ziehen’). | 

Auf Grund der umfassenden Studie von Saunders?) kann mit groBter 
Wahrscheinlichkeit angenommen werden, daf das rote, kristallinische 
Selen eine total instabile Form ist, die keinen Umwandlungspunkt mit 
dem metallischen Selen gemein hat und daher auch nicht durch Um-_ 
wandlung aus diesem erhalten werden kann. . 

Um gréSere Kristalle darzustellen, mubte demgema8 auf die Unter- 
suchungsbefunde von Muthmann®) zuriickgegriffen werden, der an- 
scheinend gréfere Kristalle durch langsames Verdunstenlassen einer L6- 


sung von Selen in Schwefelkohlenstoff erhalten hat. Mangels naherer 
Angaben konnten in dieser Weise Kristalle von mehr als */, mm Kanten-_ 
linge nicht erhalten werden. Vorversuche zeigten jedoch, daf Selen in 
Schwefelkohlenstoff einen ganz erheblichen Temperaturkoeffizienten der 
Loslichkeit besitzt, was darauf schlieSen laBt, daB Temperaturschwankungen 
bei Muthmann das Wachstum giinstig beeinfluSt haben. 

In einer primitiven Zirkulationsvorrichtung zeigte sich bereits, dab 
dort einzelne entstandene Kristallkerne bevorzugt wachsen. In Fig. 1 
ist die daraufhin benutzte verbesserte Anordnung skizziert. Das dar- 
gestellte Glasgefa8 enthielt etwa 500 ccm Selenlésung in Schwefelkohlen- 
stoff, der durch Schiitteln mit Quecksilber, Destillation und Trocknen 
iiber Phosphorpentoxyd soweit gereinigt worden war, da er nur noch 
chloroformahnlichen Geruch hatte. Bei A war am Korkstopfen ein 
Gazebeutel mit gefailltem Merckschen Selen aufgehingt und die Tem- 


1) B. Gudden und R. Pohl, Phys. ZS. 28, 417, 1922. 
*) Journ. phys. chem. 4, 423, 1900. 
3) ZS. f. Krist. 17, 336, 1890. 
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veratur wurde dort mittels Heizdrahtumwicklung auf etwa 30° gehalten. 
Jurch den angeblasenen Liebigkiihler K strémte Leitungswasser, so dab 
lort die Lésung sich bei etwa 12° iibersattigte und etwa bei B einzelne 
<ristalle ausschied. Eine Verjiingung des Rohres an dieser Stelle sorgte 
dir beschleunigte Strémung und verhinderte das Herausfallen der Kristalle 
yei Entleerung und Neufiillung des Zirkulationsgefafes. Diese erfolete 
‘twa alle zwei Wochen, um nur eine beschrinkte Anzahl ausgesuchter 


Fig. 2. 


) Fig. 1. 


Avistalle wachsen zu lassen. In der Zwischenzeit wurde hin und wieder 
‘twas Lisung aufgefiillt zur Erginzung der Verdampfungsverluste durch 
Jndichtigkeit des Korkes, die im iibrigen bereits durch einen Schellack- 
‘berzug moglichst verringert wurden. Im Laufe mehrerer Monate wurden 
) Kristalle von etwa 2mm Kantenlinge erhalten, die hinreichend gut 
‘usgebildet waren, um lichtelektrisch, optisch und _ kristallographisch 
ntersucht werden zu kénnen. 
__ Die lichtelektrischen Untersuchungen wurden von Gudden und 
“ohl?) durchgefiihrt. 
Die Mehrzahl der Kristalle hatte den in Fig. 2 dargestellten Habitus. 

Yie Winkelmessung, die nur angenahert, zwecks Identifizierung, aus- 
vefiihrt wurde, ergab im Mittel: 

a:n = (100): (210) = 38°30’ (Muthmann 38° 40’, 

a:¢ == (100):(001) = 76° 6’ (Muthmann 75°58’). 


1) ZS. f. Phys. 85, 243, 1925. 
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Wihrend also der Habitus dem der zweiten Modifikation von Muthmann 
ahnelt (dessen Fig. 11 und 12), erweist sich aus der Winkelmessung ein- 
wandfrei die Identitit mit der ersten Form von Mitsch erlich. 

Die Kristalle sind in der Durchsicht bei vélliger Abblendung des 
Seitenlichts von rubinroter Farbe und reflektieren das Licht mit bliu- | 
lichem, halbmetallischen Glanz. 

Zur Ermittelung der Brechungsindizes wurde fiir simtliche Flachen | 
der Polarisationswinkel von rotem Licht mit 4 ~ 620 mu bestimmt. 
Wegen der geringen Helligkeit muBte das Lichtbiindel ziemlich aus- 
gedehnt genommen werden, was wieder infolge der Unvollkommenheit 
der Flichen einen relativ groSen und unscharfen Lichtfleck ergab. Der 
Brechungsindex wurde fiir parallel und fiir senkrecht zur jeweiligen Achse 
schwingendes Licht fiir die einzelnen Flaichen bestimmt. Messungen an 
mebreren Kristallen ergaben identische Resultate. Der gré8te Brechungs-} 
sndex auf einer Prismenflache betrug 2,9; der kleinste 2,2. Der 
Brechungsindex der Welle, deren Vektor parallel zur zweizihlhgen Achse 
(Flache 100) schwingt, wurde zu 2,8 bestimmt, senkrecht dazu zu 2,33 

Die Dielektrizitiitskonstante wurde nach der Starkeschen 1) Methodd 
mittels eines Substitutionsverfahrens bestimmt. Hierbei wurden zwe 
ungedimpfte Schwingungskreise verwendet, die eine Wellenlinge von etw : 
350m ergaben. Dem Kondensator des einen Kreises konnte tiber eing 
Wippe abwechselnd der nach Starke gebaute Trogkondensator und ellg 
Plattenkondensator parallel geschaltet werden, dessen Plattenabstand a 
gleichen Differenzton gestellt wurde. Fir 21,7° ergab sich so ¢ = 7,34 
in Ubereinstimmung mit der Maxwellschen Beziehung, woraus d | 


Fehlen von Eigenfrequenzen im Ultrarot hervorgeht. 


Gottingen, I. Physikalisches Institut, November 1926. 


1) Wied. Ann. 60, 629, 1897. 
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Zur Theorie der Spektren der zweiatomigen Molekiile. 
Von L. Landau in Leningrad. 


i) (Hingegangen am 13. November 1926.) 
Ly 
' Es wird das Modell des zweiatomigen Molekiils, als eines Rotators mit innerem 
Impuls, nach der neuen Quantenmechanik durchgerechnet. TFiir die Frequenzen 
ergibt sich die bekannte Bandentheorie. Alle Intensitaten sind berechnet. Auch 
das Verhalten des Molektils im elektrischen und magnetischen Felde (Stark- und 
Zeemaneffekt der Banden) ist untersucht worden. 


Die Hamiltonsche Funktion eines tage Molekiils ist : 


$2"): (1) 


ee es baa 4 ar 


wobei die kleinen Buchstaben sich auf Elektronen und die groSen auf die 
Kerne beziehen; U bezeichnet die potentielle Energie. 


i 

e 

J Um die Translation des Molekiils als Ganzes abzusondern, fiihren wir 
folgende Koordinatentransformation aus: 

fe, Bete, » » 9» 6 m +MY, +N, 2 


5 >m+ mM, +H, 


fiir neue Elektronenkoordinaten bestimmen wir ihre Entfernungen (vek- 


‘toriell genommen) vom Inertionszentrum der Kerne, St bezeichnet die 
| Entfernung der Kerne voneinander, © den Radiusvektor des Inertions- 
zentrums des Molekiils. Nach der Transformation erhalt die Hamil- 
‘tonsche Funktion folgende Form: 


HO St yap yD 
Sha ais e> ! ee Ps 
tara, tan)” + atta ta" 
‘(y bezeichnet das der Koordinate © entsprechende Moment). Wie er- 
ssichtlich, bezieht sich nur das letzte Glied der Gleichung (3) auf die 
Al ranslation; daher hat es fiir uns kein weiteres Interesse, und wir sehen 
“ganz davon ab. Auch die Striche tiber den r, p lassen wir fort. Der 
POrehimpuls gestaltet sich dann wie folgt: 


M = Srp] + [RP]. (4) 


1) Alle hervortretenden Koordinaten und Momente werden als Matrizen aul- 
vefafit. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XL. 42 


(3) 
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Wenn wir endlich fiir 9 polare Koordinaten R, 0, m einfiihren, so 
ergibt sich: 


ss Jill | 1 2 
mete +5, | ea a 3(sr +35)?! 
hy aA Ms ON Paes 00 ot, gage ae 
Se Gest ane Fibre heer (—")| (8) 
M, = — sing py — 5 ctg 0 (cos p Py + Pp cos p) + Dz, 


M, = cos 9 Pe — id otg 6 (sin g Py + Pp sin y) + Dy, | (6) 
U, = Pop + D,, j 


wobei D,, D,, D, die Komponenten des Elektronendrehimpulses $= Sry] 
bezeichnen. 

und g treten in (5) auch in der potentiellen Energie explizit auf; 
um sie daraus zu isolieren bediirfen wir abermals einer Koordinaten- 
transformation. Die neue z'-Achse habe nun die Richtung des Vektors 9, 
die #'-Achse sei den ¢- und ¢’-Achsen normal. Dann ergibt die Trans- 


formation : 
Eg Tn ee | 
; at 


h? 


=) 1 ' b} 1 r £ 2 h? \ 
Hy = eee, aie’ kee. ia "y 
wo 
1 1 esa) 
7 = (ant a) 
Dy = > (ype — 2'Py') usw. 


Die Komponenten des Drehimpulses nach den alten Koordinaten- 
achsen bekommen die Form: 


aby 2 


Wh. = — sin » py — 5 ctg 0 (cos p vy ae mo 


(8) 


My = cosy py — 4 ctg 0 (sin @ py + Py sin g) ie ma? 


Me Dy 


Da H, klein gegen H, ist (wegen der relativen GroBe von J), s 
kénnen wir zuerst das H,-Problem allein behandeln. Es entspricht de 


1) h bezeichnet die durch 2 dividierte Plancksche Konstante. 
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Bewegung des Molekiils, wenn zugleich die Kerne auf der z'-Achse fest- 
gehalten werden. Wie leicht zu ersehen ist, bleibt dabei die 2'-Komponente 
des Elektronendrehimpulses konstant. D, ist also eine Diagonalmatrix. 
pte Born, Heisenberg und Jordan!) gezeigt haben, ist in diesem 
Falle: 


Dyn = kh, | 
= Ry = Pry, 0. wenn be hy | (9) 
ees. = Dy ,, = Dy pon wenn hse ket I 


-wobei n die Gesamtheit der Quantenzahlen und i eine von ihnen be- 
_zeichnet. 

H, fiihrt wegen der neuen Freiheitsgrade noch zwei QuantenzahlJen 
ein. In bezug auf diese ist das H,-Problem entartet. Daher bediirfen 
wir vielleicht noch einer kanonischen Transformation. Fiir die Trans- 
‘formationsmatrix S soll dabei gelten®): 


Se te = 0 wenn n= n, (10) 


l bezeichnet die genannten neueingefiihrten Quantenzahlen). In Anbetracht 
‘dessen, daB die schon gefundene Lésung fiir jede GréSe A sich in der 
‘Form 

t Agni, = An, Oi 


idarstellen 1a8t, kénnen wir schreiben: 

iA — SA, S71, AL = —— A® [Sn Sa, li, = =Sd Aen is (8 aon a ae) (11) 
Rrobei s von der Natur der GréSe A nicht abhingt. Wenn » = n,, 
/30 ist 

| Sit, = Oly Ani = An. (12) 
Fir jede Funktion von 0, @, Po, Py allein gilt wegen der Kleinheit 


-von H, in erster Annaherung 


' 


»woraus man ohne Schwierigkeiten schlieSen kann 


Br i, = 0, wenn ne n,. (13) 


1) M. Born, W. Heisenberg und P. Jordan, ZS. f. Phys. 85, 595, 1926. 
oD) Tee 
42% 
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Unter Beriicksichtigung alles Vorangehenden koénnen wir schreiben: 


1 ; h? 
pg —- 2.008 8 pp Dy + D2, — — 


- i }2 4 
7 yl 12 
Ean, Ws = Hq) i bi oe (vi 4. ler 7 ; sin? 0) 


\ 7, l 
ej Ay 7) 


n,l 


at nL 
Ss Isa (2 + M2 + M2 + DA + Dp — p| (14) 
& n, 1 
da nach (9) Dern = Dia == 0) 
Born, Heisenberg und Jordan haben bewiesen, dal 
M2, = 2 + Mi + Mn = MIG TY (15) 


ist; j sei die eine der zwei 1-Quantenzahlen. Aus (14) und (15) folgt | 


unter Beriicksichtigung von (12) 
Eq) i Gn) (j ae 1) =P by, 


oder 
ing t == Ew) n,l ae Ea) nh 7 = Oy) (j + 1) (16) : 


wo A, und a, nur von und nicht von 7 abhangen. Die bekannte | 
Formel (16) ergibt wegen der j-Auswahlregel') folgende Frequenzen: 


vet = oy + Bw dG + YD; 
vt fy vy + Goin + Ba Ds (17). 
vr I~ a + § (= On + Bri J) 


a”, und By sind fiir das ;-Bandensystem charakteristische Konstanten. 


U) 
Nun wollen wir zur Berechnung der Intensititen iibergehen. Nach 


Born, Heisenberg und Jordan ist’): 

(Esinims, <AVGem Gm), E-ipn’ =Erinfiny 
jim = fhm, 

(E+inyyama=—t ‘t_V(j+m) (j+m—1), (E-# nism = f1_,V(j—m) (j-m+1), 
fm =fy1VG+m) G—m), 

(E+in)h na =E-iMjam (-in) om = E+inya mt, 


cH ; 
a bk = Cie pe 


a) Les 
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wo & y, € eimander entsprechende Kombinationen von x und X, y und 
' Y, 2 und Z bezeichnen, und die f von m nicht abhingen. Wie leicht zu 
ersehen ist, gelten analoge Formeln auch fiir die Projektionen des Ein- 
, heitsvektors in der Richtung von 9, also fiir sin f cos g, sin 9 sin g, cos 4. 
” Aber aus (8) folgt durch Elimination von p, und Pg 

sin 4 cos g M, + siné sing M, + cos 6 M, = Dy (19) 
_ oder 
‘sin fe’? (M, —iMy) + 3sin 0 e—'? (M, +i M,) + cos 6M, = D,. (20) 


Die Diagonalterme von (20) ergeben 


BjCee 21) 
WU}. a 
bd G4 DN ‘ 


i; 5 ist der Wert von i fiir sin # cos gm, sin sin g, cos 6), da 


a Aa, + i My)? a —i Men =h VG +m) G—m+ 1), (22) 
u,* ane) 
- Aus den Relationen 


sin fe”. cos — cosf.sn fey = 0, 
sin fe”. sinfle—*” + cos? = 1 


erhalten wir endlich 


= Gt)G—F) 3s 
¥ ej = 3 te paly2y 1) - Sie 
Die Formel (23) zeigt, dab 
= |k| (24) 


sein mu$. Erinnern wir uns nun, da [Gleichung (¥)| die j-Terme von 
g# und y’ gleich Null sind, so kénnen wir schreiben: 


; ah — z'tsin 6 COS @, ie — gt sin @ sin Q, & — 
Fa Da auch fiir die Kernkoordinaten 

Xt = Risin cos usw., 

so darf man schlieSen, da’ analoge Relationen auch fiir alle méglichen 


& 


be y, § gelten. Daraus folgt: 


‘G+H)G—® 
IG ay Qj-PIej=7) 
wobei fi von j nicht abhingt. Um die fi —, zu berechnen, benutzen 


aac. 5 lok : 
wir die ;_,-Terme der Vertauschungsrelation 


. 
ho 
Or 


x I 
fe = tes aa te 


: liam =f 


aaa 


zcos 4 — cos fz: = 


Beles 
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Dabei ergibt sich 
ep a VG) Gia) 
IG +) 26) 
er OUR zm pe fark, 1 ye “eres 
(2j+1)(2j-D 


ye wart 
Be JG eee 
I e-1, 3-1 Peas Qj DQ) 


Analoge Formeln bekommen wir auch fiir die ‘lle 


Da vy,” » wegen der Kleinheit von EH, annahernd gleich vy ist, und 
daher (in erster Anniherung) von j und m nicht abhingt, so koénnen wir | 
die Formeln (25), (26) auch fiir Zeitquotienten beliebiger Ordnung von ~ 
£, 1, € gebrauchen. Sie geben also auch Strahlungsamplituden. , 

Im feldfreien Falle ist das System in bezug auf m entartet. Wie 
leicht zu ersehen ist, gilt dabei fiir die Intensitaét der (nicht polarisierten) 


Strahlung: ae te 
J— 3 = (Am), (27) 
m=—j 


wo A,, die Amplitude der in der Richtung der z-Achse (im nicht ent- 
arteten System) polarisierten Strahlung darstellt. Einsetzen von A,, aus 
ey ergibt 

$= (A495 G+) 25+), 5-1 =(—-1)") @I-D +1), JF” = 45-1 C8) 


pane 


ae Oe wien G+ hk) GK) 
yeoe sogeq —)e Joleen dn : 
ky j is jr ’ a! k j ’ 
Jey ay 
il +k) (g+k-1 
TeajaTia(F+ 5) G+), Tha da= Tha SOS, bay 


pec a Or ee zeny 


Tj =Staj, Te aaTtay Thy a Tea ja 
Ein langs der z-Achse gerichtetes Magnetfeld bewirkt in erster 
Annéherung folgenden Zusatz zur Hamiltonschen Funktion: 
IE 2|91 Dy (30) 


Que wc 
Ks folgt: 


2 
e|D| k?m (31) 
uc 


hens 2 A Viens . 
AL 5 D, 608.6 7) = a IS| Gar 


1) Hier und weiter wollen wir die Elektronenmasse durch w hezeichnen um 
sie mit der Quantenzahl m nicht zu vertauschen. 


2) (Dy)h = (Dy) = 0 wegen (9). 
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Somit haben wir den Zeemaneffekt der Banden untersucht; die Aufspaltung 
ergibt sich aus (31), die Intensitiiten und Polarisationen aus (18) und 
(25), (26). Ein 7)-Bandensystem, fiir welches k — hk’ = 0 ist, zeigt nach 


(31) in erster Annaherung keine Aufspaltung. Fir geniigend starke 
Felder miissen wir einerseits die Anniherung an (7) einen Grad weiter 
treiben und andererseits die quadratischen Glieder der Feldstérung be- 
riicksichtigen. Die etwas komplizierte Rechnung ergibt: 
GG4+D) + (m—1) (m+. 
(Coe Ce a) ieee 


(4 E), =o — |D| ynm = | D [? xn (32) 


1 
yy ist von der GréSenordnung i (MZ Kernmassen). 


Ganz ahnlich gestaltet sich die Lésung im Falle eines elektrischen 
Feldes. Es ist naémlich 
AH SEC, (33) 
(C. bezeichnet die z-Komponente des Polarisationsvektors), und wegen 
(18) und (25) 
m 
AE Rare rey (34) 
Ist k = 0, so miissen wir unterscheiden, ob das Molekiil aus gleichen 
Atomen besteht oder nicht. Im ersten Falle gilt auch fiir den Starkeffekt 
‘eine abnliche Formel wie Gleichung (32). Ist aber das Molekiil polar, 
‘so muS an Stelle des zweiten Gliedes der genannten Gleichung folgender 
Ausdruck geschrieben werden: 
3m? —j(j +1) 
‘3G + Via ies), 


wobei 4,, von der GréSenordnung M ist. 
nN to) 


\EPa (35) 
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Die nattrliche Beobachtungsgrenze der Stromstarke. 
Von F, Zernike, Groningen (Holland). 


(Kingegangen am 15. November 1926.) 


Es wird durch Rechnung nachgewiesen, da die von Ising entdeckte natiirliche 

Empfindlichkeitsgrenze des Galvanometers unabhingig vom Mefverfahren durch 

die spontanen Stromschwankungen bedingt ist. Aus der Literatur geht hervor, 

dai man schon seit langen Jahren die Schwankungen an den empfindlichsten 

Nadelgalvanometern unverstanden beobachtet hat. Durch besondere experimen- 

telle Hilfsmittel gelang es, die Schwankungen an Drehspulengalvanometern nach- 
zuweisen. 


Herr Ising) hat das Verdienst, eine natiirliche Grenze fiir die 
Empfindlichkeit eines Galvanometers aufgedeckt zu haben. Nach seiner 
Berechnung entsteht diese Grenze dadurch, da das bewegliche System 
des Galvanometers durch die umgebende Luft in Brownsche Bewegung 
versetzt wird*). Die dadurch bedingte mittlere Schwankung des Galvano- 
meterausschlags rechnet Herr Ising in Stromstirke um und findet im 
giinstigsten Falle fiir den aperiodischen Grenzzustand 

(pat () 


YC 


wo kZ' die Aquipartitionsenergie einer Eigenschwingung, 7 der Wider- 
stand des Stromkreises und ¢ die Periode des Galvanometers ist, wahrend 
weitere GréBen, welche fiir die Empfindlichkeit des Instruments maB- 
gebend sind, wie die Direktionskraft der Aufhingung, weggefallen sind. 
Selbst mit dem unempfindlichsten Demonstrationsgalvanometer lieSe sich 
demnach die Grenze (1) erreichen, wenn man den Ausschlag nur gentigend 
vergréBern kann. 


Nach Isings Betrachtungsweise kénnte man die durch (1) gegebene 
GréBe die mittlere scheinbare Stromschwankung nennen. Ich. 
zeige dagegen im folgenden, daB sie eine wirkliche Stromschwankung 


1) G. Ising, Phil. Mag. (7) 1, 827, 1926. 

*) W. Hinthoven und Mitarbeiter, Physica 5, 358, 1925 (Lorentzheft), 
haben an einer auSerordentlich diinnen Saite im Saitengalvanometer die Brown- 
sche Bewegung nachgewiesen und weiter untersucht. Die Ergebnisse der vor- 
liegenden Arbeit sowie der Isingschen haben diese Autoren schon teilweise 
erreicht, es fehlt aber jede allgemeinere Formel sowie die Einsicht, da8 auch mit 
anderen Instrumenten dieselbe Grenze schon erreicht war. 
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orstellt, welche auch ohne Galvanometer in einem Stromkreis vom 
Viderstand y besteht. Hs folgt dann, daf die Grenze (1) ganz unab- 
angig davon ist, welche Wirkung des Stromes man zu seiner Messung 
erwendet. Speziell wird es nichts nutzen, ob man das Galvanometer 
yakuiert oder stark abkiihlt — Mafnahmen, welche man nach Herrn 
sings Ableitung als wirkungsvoll vermuten wird. 
| Zuletzt mache ich emige numerische Angaben iiber die friihere, 
ichtverstandene Erreichung der Grenze und iiber neuere Méglichkeiten 
aittels der Differentialthermosiule. 
i 1. Wir betrachten einen geschlossenen Stromkreis vom Widerstand 7’, 
Jelbstinduktion Z£ und iiberall gleicher absoluter Temperatur 7. Da 
in konstanter Strom weiter ohne Belang ist, so nehmen wir i = O an. 
Yach dem Aquipartitionsgesetz) wird die mittlere Energie der spontanen 
‘tréme gleich 1/,k T sein, also 

a kT (2) 


Tin MeSinstrument wird aber den unter gewéhnlichen Umstiinden sehr 


‘chnellen Schwankungen dieser Stréme nicht folgen kénnen. Betrachtet 
nan namlich 7 als verursacht durch zufallige elektromotorische Krafte H, 
so findet man aus der Differentialgleichung 


di 
—+ri=H 
dt 
lurch Integration 
t 
. i as oe i ; pe ; ee 
4 == —e Bet dittie + 
L 


iD} 
Daraus folgt durch Multiplikation mit 7, der Mittelwert 


Laie te 

ees 1) 2 
UV == % ¢@ L ) (3) 
da i, unabhingig von den spiiteren H ist). Formel (3) sagt aus: 
zwischen zwei spontanen Stromen, welche eine Zeit ¢ auseinander liegen, 


besteht eine Korrelation, und zwar ist der Korrelationskoeffizient gleich 
4 


: 1) Ob das Aquipartitionsgesetz in diesem Fall auch bei niedrigen Tempera- 
turen erfiillt ist, beabsichtige ich experimentell nachzupriifen. 

2) Die hier und weiter unten benutzte Methode, nach vollstandiger Inte- 
gration der Differentialgleichung Mittelwerte zu berechnen, stammt von L. S. Orn- 
stein, Proc. Amsterdam, 21, 96, 1917. Hs ist nur einer ungeniigenden Hinsicht 
im die statistischen Zusammenhinge zuzuschreiben, da man bisher bei derartigen 
Fragen das direkte infinitesimale Rechenverfahren unbrauchbar fand. 


5 
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rt 


l 


e Die Abhingigkeit ist daher unbedeutend, sobald ¢ S> L/r ist, d. h. 
der Strom schwankt hin und her in Zeiten von der GroSenordnung L/r. 
Diese GréfBe, die ,Zeitkonstante des Stromkreises‘, ist in den hier in 
Betracht kommenden Fallen immer auSerordentlich klein. 

Wir berechnen deshalb die durchschnittliche Stromstirke 7 wahrend 


eier Zeit tr. Es ist 


is Tt T es 


(e t 
if Beis ad oF fue 
ja—lidt und P= =| dt |qiy at = — at |e Tas 
Tv tT T 
0 


0 t 0 0 
unter Benutzung von (3). Wenn t > L/r ist, so macht es beim letzten 
Integral nur einen verschwindend kleinen Fehler, wenn man fiir die 
obere Grenze co nimmt. Dadurch wird 

22) Laer 
jf SS ee 


Toe, rt 


(4) 
Bis auf den Zahlenfaktor stimmt das mit Formel (1) iiberein. 
Vollstiindige Ubereinstimmung erreichen wir, wenn ein, iibrigens 
willktirliches, MeSinstrument mit kritischer Dampfung vorausgesetzt wird. 
Die Ablesung eines derartigen Instruments gibt nicht die momentane 
Stromstirke 7, sondern eine Art Mittelwert w, welcher zu bestimmen ist 


aus der Differentialgleichung 
Ue ht te Les 
q@° 2” tL muy == ni, 
wo rechts die Konstante so gewahlt wurde, da bei konstantem 7, uw = 
wird, d.h. w ist der auf Stromstirke reduzierte Ausschlag. Die Inte 
gration gibt fiir den Fall, da8 das Instrument schon lange eingeschaltet ist 


Ln fac— Hite. ™ at, 


0 
daraus 


a nt [Pe-2nt dt [i(—ti(—t +3) ds 
0 0 


mit derselben Art Vernachliassigung wie oben’). Einsetzen von (3) un 
Ausfiihren der Integration gibt weiter 


rs Ae Tae 
w= 2n'. ad omes ei RET 
4n3 r 2r rt 


unter Einfiihrung der Periode t = 22/n. 


G 


1) Mit den hier vorliegenden einfachen Exponentialformen habe ich die Int 
gration auch streng ausfiihren kénnen. Wie zu erwarten, kommt ein Korrektion: 
glied von der Ordnung [,/7r7 gegen das oben berechnete Hauptglied hinzu. 


wet 


Die natiirliche Beobachtungsgrenze der Stromstarke. 631 


Nach dieser Berechnung ist wu? eine natiirliche untere Grenze fiir das 
mittlere Fehlerquadrat einer Stromstiérkemessung. Mit einer Brown- 
sschen Bewegung des Galvanometersystems durch StiSe der Luftmolekiile 
Mai das nichts zu tun, ein dadurch bedingtes Fehlerquadrat wird man 
veventuell hinzuziihlen miissen. 


Einen sehr schwachen konstanten Strom i wird man nur dann mit 
einiger Sicherheit durch eine Ablesung nachweisen kénnen, wenn 72 
einige Male gréBer als uw? ist. Nach dem Fehlergesetz wird die Wahr- 
scheinlichkeit, da8 ein beobachteter Strom i nur durch die Schwankungen 


Mit einem 


worgetduscht ist, z. B. gleich 1/,,.,, wenn i > 5,5 ie 
fhundertfach langsameren Instrument kann man daher eine zehnmal 
sleinere Stromstaérke nachweisen. Das gelingt aber auch mit dem 
schnelleren Instrument, indem man 100 Beobachtungen macht und daraus 
las Mittel bildet. Theoretisch braucht man in beiden Fiillen die- 
pelbe Zeit. 

2. Wie ist es zu erklaren, da8 wir aus ganz anderen Voraussetzungen 
flasselbe Ergebnis finden wie Herr Ising? Man betrachte dazu die 
'3rownsche Bewegung der Spule eines Drehspulgalvanometers. Zuerst 
pei der Stromkreis geéffnet, die Spule geriit dann unter dem Einflu8 der 
|mgebenden Luft in unregelmifige Drehbewegungen, fiir welche die 
netische sowie die potentielle Energie im Mittel gleiche 4:7 sind. 
ie Bewegungsgleichung lautet 


Jo+upt+Dp =U (6) 


‘a unmittelbar verstiindlicher Bezeichnung. Fiihrt man den Drehimpuls P 


4t 
vahrend eimer Zeit Jt ein, d. h. P = jac dt, so gibt eine bekannte 
0 


satistische Berechnung’*) 

s = P? 

oe a ie Le 7 
79 Es 2wAt 2) 
aB diese GréBe gleich k 7’ wird, unabhangig von der Dichte der 
uit — ja iiberhaupt von der Art der Einwirkung, welche die Brown- 
che Bewegung verursacht — bedeutet daher, da8 immer P? sich pro- 
portional der Dampfungskonstante w andert. Dadurch erklart sich auch 


ie merkwiirdige Higenschaft der Brownschen Bewegung, durch gleich- 


1) Von Frau de Haas-Lorentz angegeben in ihrem Buche iiber die 
rownsche Bewegung; Die Wissenschaft Bd.52. Dort auch die Altere Literatur. 
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zeitige Wirkung verschiedener unabhingiger Ursachen nicht starker zu 
werden. Frau de Haas-Lorentz (l.c.) hat das fiir verschiedene Bei- 
spiele ausfiihrlich nachgerechnet. In unserem Fall werden die Strom- 
schwankungen eine zweite Ursache bilden, sobald der Stromkreis ge- 
schlossen wird. Unterscheiden wir die auf die Luft und auf den Strom 
sich beziehenden GréSen durch ein angehingtes | bzw. ¢, so wird 
w= mj +m, M=M+M, Pi = PP + PH, 

letzteres wegen der statistischen Unabhiingigkeit, und weiter nach (7) 

ee Aen 
2 (w, + we) dt 2wAt 

Die beobachtbaren Schwankungen des Galvanometerausschlags sind 

also unabhangig davon), ob der Stromkreis offen oder geschlossen ist. In 
letzterem Fall wird gewéhnlich die Luftdampfung klein gegen die elektro- 
magnetische Dampfung sein, und daher auch P} < P?, d. h. die Schwan- 
kungen werden vorwiegend durch die spontanen Stréme verursacht. 
Wenn Herr Ising also zur Berechnung der Galvanometerempfindlichkeit 
den giinstigsten Fall voraussetzt, naémlich, da$ die Dampfung ausschlieB-- 
lich elektromagnetisch ist, so hat er dadurch implizite den Fall betrachtet, 
daB die Galvanometerschwankungen nur durch Stromschwankungen 


FG oD pia eae 


hervorgerufen werden. Seine Berechnung und die oben in 1. gegebene 
beziehen sich daher schlieBlich doch auf dieselbe Erscheinung. Ihr Uber- 
einstimmen bedeutet nichts weiteres, als da8 Stromkreis und Spule derart 
aufeinander einwirken, daf 1D g a 1L¢ wird. 

8. Setzt man die Zahlenwerte fiir 18°C in (5) ein, mift die Strom- 
stirke in Ampere, den Widerstand in Ohm, so bekommt man fir die 
mittlere Stromschwankung | | 

V2 = ee Sy Ampere. (8). 

\rr 

Zur Vergleichung mit den Beobachtungen ist es einfacher, die mittlere 
Schwankung des Galvanometerausschlags a anzugeben. Hs ist D yp =k 


und bei 1m Skalenentfernung @ = 2000 g, daher bei 18° 
— ie 
‘Ya? == caokehaa mm/m. (9 


VD i+ 


1) Das heift ihrer Grofe nach, wihrend ihr zeitlicher Verlauf stark vou 
der Daimpfung abhingt, wie schon von Einthoven, l.c., betont. Man sehe di 
schinen dort mitgeteilten Registrierungen. Meine Berechnungen tiber den zeit 
lichen Verlauf, sowie tiber schwache und sehr starke Dampfung iiberhaupt, werd 
ich in anderem Zusammenhang mitteilen, 
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Die Direktionskraft D ist in gewohnlichen Drehspulengalvanometern 
etwa 1 CGS-Eimheit, in gewissen hochempfindlichen Instrumenten geht 
man bis 0,003 hinunter, wahrend fiir die nur wenige Milligramm schweren 
Systeme der empfindlichsten Nadelgalvanometer D — 4. 10-5 sein mag. 
Mit diesen Zahlen gibt (9): 

————————— SSS 


liniveletionss Schwankung | Héchstzulassige 
Instrument || kraft inlm Skalenz 
i Entfernung entfernung 
ee - waa = 
Gewohnliches Drehspulengalyanometer . 1 0,4 wu 180 m 
Héchstempfindl. Drehspulengalvanometer | 0,003 Tu 10m 
* Nadelgalvanometer . . | A lOmin 052 mm y | 35 cm 


Die auf dem ersten Blick erstaunliche Tatsache, daB bei so greif- 
‘aren Dingen, wie es die Galvanometersysteme sind, die Brownsche Be- 
wegung noch Bedeutung haben kann, wird angesichts der letzten Zahl 
won 0,2 mm fast in ihr Gegenteil verkehrt, man wundert sich vielmehr, 
daS ein so deutlicher Effekt nicht schon langst gefunden wurde. Ich 
thabe deshalb die Literatur nachgesehen iiber die Konstruktion und 
iLeistung der empfindlichsten Nadelgalvanometer, sowie von Radiomikro- 
metern und Radiometern, und finde oft Angaben folgender Art: ,das 
Galvanometer wurde gewoéhnlich nicht mit der héchst erreichten Empfind- 
‘ichkeit benutzt, sondern mit einer fiinfmal kleineren, da es dann viel 
tuhiger war“ — oder: ,es gelang zwar, noch leichtere Systeme herzustellen, 
diese waren aber zu emptindlich gegen Erschiitterungen*. Wo in der- 
artigen Arbeiten Zahlenangaben itiber Nullpunktsunruhe zu finden sind, 
timmen diese ungefihr mit (9) iiberein’). Ich schlieBe daraus, daf 
schon seit etwa1900 die Erscheinung bekannt ist und die Beob- 
uchtungsgrenze bestimmt hat, ohne daS man ihren wahren Wert 


orkannt hatte. 


1) Die deutlichsten Angaben fand ich bei S. P. Langley, Smithsonian 
Report 1901, S. 120ff., wo in einer mustergiiltigen Betrachtung iiber das Problem 
‘ler Steigerung der Galvanometerempfindlichkeit die ,accidental deflections“ aus- 
\iriicklich als das bestimmende Moment genannt werden und ihre Gréfe angegeben 
\vird. Langleys verwickelte tonnenschwere Schutzvorrichtung gegen Er- 
-chiitterungen hatte selbstverstindlich nicht den gewiinschten Erfolg, so daS sein 
‘Llitarbeiter ©. G. Abbot, Astrophys. Journ. 18, 1, 1903, wieder zu etwas 
-chwereren Magnetsystemen (Trighcitsmomeat 5.10-°) tiberging. Die von Abbot 
-amit erreichte Genauigkeit bei der praktischen Benutzung liegt unterhalb der 
ben berechneten, seine gelegentliche Bemerkung aber, er kénne einen Strom von 
0-12 Ampere nachweisen, wiirde eine Unterschreitung der theoretischen Grenze 
-m das Zwanzigfache bedeuten. Diese und ihnliche anderweitige Angaben be- 
‘uhen wohl nur auf dem Gedanken, man kénne einen Augenblick abwarten, wo 


uy 
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4. Aus den Zahlenangaben unserer Tabelle kann man ableiten, bei 
welcher Skalenentfernung die Brownsche Bewegung gerade anfangt, 
merklich:zu werden. Bei Ablesung auf 0,1 mm wird das etwa der Fall 
sein, sobald die mittlere Schwankung 0,07 mm erreicht. Bei einer Sinus- 
bewegung ware die Doppelamplitude dann naimlich 0,2mm, und bei dem 
unregelmabigen Charakter der Schwankungen werden auch Nullpunkts- 
verlagerungen von 0,3 mm nicht selten sein. Die so berechnete Skalen- 
entfernung ist als héchstzulassige in der Tabelle mit angefiihrt. Es gelang 
mir mit einem der zweiten Zeile entsprechenden Instrument’) durch 
einen dicht an den beweglichen herangebrachten festen Spiegel das Licht 
achtmal am Galvanometerspiegel reflektieren zu lassen, und so eine 
,iquivalente Skalenentfernung* von 24m zu erreichen. Die Schwan- 
kungen waren dann unverkennbar, etwa 0,3 mm nach beiden Seiten. 


Viel leichter beobachtbar werden die Schwankungen durch thermo- 
elektrische VergréBerung des Galvanometerausschlags. Der schon alte 
Vorschlag, das vom Galvanometerspiegel reflektierte Licht mit einer 
Thermosiule aufzufangen und dadurch kleine Verschiebungen des Licht- 
zeigers durch grofe Ausschlige eines zweiten Galvanometers zu messen, 
wurde zuerst von Moll und Burger®) praktisch benutzt. Bei ihrem 
,Thermorelais* wird die Strahlung halbwegs zwischen den entgegen- 
gesetzten Litstellen aufgefangen. Jede Lageninderung der bestrahlten 


die lastigen ,Erschiitterungen* einmal auf kurze Zeit aufhéren. Da es aber 
Brownsche Bewegungen sind, so ist das nicht méglich. Nahere Berechnungen 
dariiber werde ich in einer spateren Arbeit geben. 

Die bei weitem leichtesten Systeme sind wohl die von J. D. Tear, Phys. 
ev. 28, 641, 1924, fiir Radiometer benutzten. Nach seinen Angaben der Ab- 
messungen berechne ich fiir eines der gewéhnlichen Systeme etwa J — 1. 10-§ 
und vielleicht noch hundertmal weniger fiir das kleinste von ihm untersuchte, 
welches ,more seusitive to mechanical disturbances“ war als die schwereren 
Systeme. Daf man die beobachteten Stérungen zunichst Erschiitterungen zu- 
schreibt, scheint vom experimentellen Standpunkt selbstverstandlich, wie ich aus 
eigener Erfahrung bestitigen kann. Sie werden gréfer beim Voriiberfahren, 
schwerer Wagen u. 4. Den in stillen Nachten ibrigbleibenden Teil hatte ic 
ebenso wie Moll und Burger, ZS. f. Phys. 84, 112, 1925, den sogenannte 
mikroseismischen Bodenerschiitterungen zugeschrieben, war dann natiirlich erstaunt 
als ich im Sommer 1923 in Pasadena, Kalifornien, die Schwankungen ebenso gro 
fand wie an demselben Galvanometer in Groningen. Auch die Aufstellung a 
eine sehr gute Juliussche Aufhingung anderte die Schwankungen um nichts 
Nachher ergab sich, daS ihre Gréfe genau mit der zweiten Zeile der obige 
Tabelle tibereinstimmte. 

1) Die Firma Kipp in Delft baut diese Galvanometer nach meinen Angabe 
Vgl. auch meine Arbeit in Proc. Amsterdam 24, 239, 1922. 

*) W. J. H. Moll und H. C. Burger, ZS. f. Phys. 34, 112, 1925. 
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Stelle gibt damn eine Thermokraft. Bei einem von mir schon seit 
sinigen Jahren versuchsweise benutzten Instrument habe ich vorgezogen, 
das einfallende Licht optisch in zwei Teile zu spalten, welche den ent- 
segengesetzten Létstellen zugefiihrt werden. Fiir eine so benutzte 
[hermosiule méchte ich die unmittelbar verstindliche Bezeichnung 
Differentialthermosaule vorschlagen. Auf die Ausfiihrungsform, auf 
lie vielen anderen Benutzungsméglichkeiten dieses Instruments, und auf 
lie Frage, wieso es méylich ist, eine optische Einstellung damit tausend- 
ach tiber die Beugungsgrenze hinaus zu verschiirfen, werde ich in einer 
vesonderen Arbeit zuriickkommen. 

Hier sei nur erwihnt, daS meine Differentialthermosiule, verbunden 
ait dem genannten hochempfindlichen Drehspulengalvanometer, ohne 
veiteres eine an sich sehr brauchbare Vergréferung der Bewegungen des 
achtzeigers, in 50 cm Entfernung um das Zwélftausandfache, gab. An 
er Skale dieses ,sekundiren“ Galvanometers wurden also die Ausschliige 
fs ,primaren“ Galvanometers abgelesen mit einer Vergriberung ent- 
srechend einer ,aquivalenten Skalenentfernung* yon 6 km! Die Ampli- 
ade der Schwankungen war dabei aber etwa 60mm, ganz entsprechend 
er 600fachen Uberschreitung der hichstzulissigen Entiernung. Diese 
thon Alteren Beobachtungen sind diejenigen, welche am Ende der Fub- 
dte S. 634 erwahnt wurden. 

Das Aggregat aus primirem Galvanometer, Differentialthermosiule 
at Beleuchtungslampe, und sekundiérem Galvanometer kénnte man kurz 
zusammengesetztes Galvanometer“ nennen. Es verhilt sich zum 
‘nfachen Galvanometer wie das zusammengesetzte Mikroskop zur Lupe. 
thon mit zwei gewohnlichen Calvanometern, wie sie jedes Laboratorium 
‘sitzt, kann man in dieser Weise die Brownsche Empfindlichkeits- 
yenze erreichen. Das zusammengesetzte Galvanometer scheint mir be- 

fen zu sein, die bisherigen Nadelgalvanometer ganz zu ersetzen. Man 
‘achte noch den Vorteil, daS es dabei nétigenfalls leicht méglich ist, 
as primaire Galvanometer mit Lampe und Thermosiule in einem ane 
snten Kellerraum oder auf einer Juliusschen Authingung aufzustellen, 
“hrend das abzulesende sekundire Instrument leicht zuginglich 
2ibt. 


Neuerdings habe ich in dieser Weise an einem meiner Galvanometer 


ttels eines sekundiren, zehnmal weniger empfindlichen Instruments die 
*6Be der Schwankungen bestimmt. Ihre Amplitude von etwa 3mm 
eb unverindert bei Kurzschlu8 des primaren Instruments und auch, 
e zu erwarten, bei Vertauschung von primarem und sekundirem Gal- 
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yanometer. Wahrend aber bei gedtinetem Stromkreis der Lichtfleck 
immer wieder eine Folge von regelmifbigen Schwingungen macht, bis eine 
merkliche Stérung eintritt, ist der Anblick bei starker elektromagnetische1 
Dampfung ganz anders, das Bild zuckt unregelmaBig hin und zuriick 
aber mit, im Mittel, derselben Amplitude’). Der Aguipartitionswert fit 
die spontanen Stréme ist dadurch experimentell nachgewiesen. Genauer: 
Messungen sind im Gange. 


Groningen, Natuurkundig Laboratorium d. Universiteit, Okt. 1 926 


1) Hinthoven peobachtete, I. c., dasselbe beim Saitengalvanometer. 
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Beitrag zur Frage nach dem Ionisations- 
zustand der Atome im Raumgitter des Berylliumoxyds. 


Von William Zachariasen in Oslo. 
(Eingegangen am 15. November 1926.) 


Es wird gezeigt, daf bei Berylliumoxyd die beobachteten Schwarzungen der Inter- 
ferenzlinien keinen Grund zu der Annahme ungeladener Bausteine liefern, sondern 
daf sie sich ebensogut durch ein lonengitter wie durch ein Atomgitter erkliren 
Jassen, sobald die riiumliche Anordnung der Elektronen mit beriicksichtigt wird. 


In einer friiheren Arbeit’) tiber die Kristallstruktur des Beryllium- 

oxyds wurden die Intensititen der Reflexionslinien vom Verfasser dahin 
gedeutet, da8 in BeO nicht Ionen, sondern neutrale Atome vorliegen. 
Schon bevor diese Mitteilung erschienen war, hatte H. Ott an ALN die- 
selbe SchluBfolgerung gezogen*). Zu abnlichen Ergebnissen fiihrten auch 
Strukturuntersuchungen an TiC, TiN, VC, VN usw.?). 
: In einer kiirzlich erschienenen Arbeit hat A. EK. van Arkel*) gezeigt, 
‘daB die Intensititen der Interferenzlinien bei TiN (sowie auch bei AlN) 
doch mit einem Jonengitter vereinbar sind, wenn die Wirkung der raum- 
lichen Ausdehnung der Elektronenhiille auf das Streuvermigen der Atome 
beachtet wird. 

Die Schwarzung der Interferenzlinien ist ja unter anderem eine 
Funktion des Streuvermégens der im Raumgitter enthaltenen Atome. Bei 
Strukturermittelungen ist es bisher allgemein iiblich gewesen, das Re- 
‘lexionsvermégen eines Atoms proportional der Elektronenzahl zu setzen °). 
Da diese Berechnungsweise voraussetzt, da siamtliche Elektronen im 
Schwerpunkt des Atoms gesammelt sind, ist es begreiflich, da8. die An- 
aahme nur eine sehr bedingte Giiltigkeit beanspruchen kann. 


1) Norsk geol. Tidsskr. 8, 189, 1925; ZS. f. phys. Chem. 119, 201, 1926. 

*) ZS. i. Phys. 22, 201, 1924. 

3) A. E. van Arkel, Physica 4, 286, 1924; K. Becker und F. Ebert, ZS. 
. Phys. 31, 268, 1925. 

4) ZS. f. Phys. 37, 672, 1926. 
. 5) Eventuell mit einem Zusatzfaktor fiir das Streuvermigen schwererer Atome. 
7g]. beispielsweise R. W. G. Wyckoff, ZS. f. Kristallogr. 62, 189, 1925 und 
Y. Zachariasen, ZS. f. phys. Chem. 128, 134, 1926. 

Zeitschrift fiir Physik. Bd. XL 43 


638 William Zachariasen, 


Schon vor mehreren Jahren haben verschiedene Forscher das Streu- 
vermégen der Atome als Funktion der Elektronkonfiguration studiert und 
haben den folgenden Ausdruck theoretisch abgeleitet*) : 


S = 0,0, 1 Me Vg tote + Mp Y- 
S ist das Reflexionsvermégen, , die Anzahl von Elektronen in der 
Entfernung r, vom Kerne, n, die Anzahl Elektronen mit dem Abstand ry 
vom Kerne usw. Der Ausdruck fiir pp ist: 


sin (2% eli sin F) 


A 2 
wo A die Wellenlinge und $/2 den Glanzwinkel bedeuten. Diese F ormel 
zeigt, da wir nur fiir hinreichend kleines r und 6/2 die Streuungs- 
wirkung gleich der Elektronenzahl setzen kénnen. Besonders fiir leichte 
Atome gibt der oben angefiihrte Ausdruck ganz andere Werte fiir das 
Reflexionsvermégen. | 

Die Strukturermittelung des Berylliiumoxyds wurde vom Vertasser 
unter Voraussetzung von Proportionalitét zwischen Streuvermégen und 
Elektronenzahl durchgefiihrt. Diese Berechnungsweise fiihrte eindeutig 
zu der Annahme neutraler Bausteine im Raumgitter. 

Nach dem oben Gesagten mu8 aber die Berechtigung dieser Be 
rechnungsweise und der daraus gezogenen Schluffolgerung als héchs 


zweitelhaft angesehen werden. Ich habe deshalb auf einen Vorschlag vo 
Herrn Prof. V. M. Goldschmidt die sehr wichtige Frage nach de 


1) Arthur Compton, Phys. Rev. (2).9, 29, 1917; vgl. auch P. Deby 
und P. Scherrer, Phys. ZS. 19, 424, 1918; W. L. Bragg, R. W. James un 
C. H. Bosanquet, Phil. Mag. (6) 41, 309, 1921; J. M. Bijvoet, Rec. Trav. Chi 
Pays-Bas 42, 860, 1923. 

Ks ist begreiflich, da der oben angefiihrte Ausdruck nur eine angenaher 
Wiedergabe der wirklichen Verhaltnisse gestattet. Compton setzt nimlich vorai 
da8 ein Elektron immer denselben Abstand » vom Kern hat, eine Annahme, d 
nur fiir Elektronen in Kreisbahnen berechtigt ist. 

Debye und Scherrer machen in ihrer Arbeit die Voraussetzung, da sa 
liche Elektronen im Innern einer Kugel vom Radius g enthalten sind, so daS jed 
Volumenelement dieser Kugel gleich oft von jedem Elektron durchmessen wi 
und sie finden dann die Formel: 

s=3 See S 2 an 98 sin ®. 
Daf auch diese Annahme nicht der Wirklichkeit entspricht, ist einleuchtend. — 

Beim Berylliumoxyd darf wohl Comptons Voraussetzung den wirklic 
Verhaltnissen am nichsten kommen. 
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Tonisationszustand der Atome im Berylliumoxyd nach dem Erscheinen 
der wichtigen Publikation van Arkels zur erneuten Untersuchung auf- 
penommen. 

Ein grofes Hindernis fiir theoretische Berechnungen des Streu- 
vermégens bildet der Mangel an zuverlissigem Zahlenmaterial iiber die 
wirklichen Dimensionen der Atome. Grimm’) hat in wichtigen Ar- 
beiten die Radien mehrerer Jonen berechnet; obwohl die theoretische 
Voraussetzung seiner Berechnung bezweifelt werden kann*), wird der 
‘olgenden Berechnung der Grimmsche Radius von 077 (0,867 A) zu- 
srunde gelegt. Fiir Be** nehmen wir den Wert 0,25 A an [der Wir- 
cungsradius von Be** ist 0,34 A]8). 

Die Tabelle 1 enthalt die berechneten Schwirzungen fiir verschiedene 
Jerhaltnisse des Streuvermégens zwischen O und Be. Besonders die Re- 
exe 1011 und 2131 sind fir kleine Anderungen der Streuungs- 
virkung empfindlich; beide Reflexe ergeben, da8 die Werte von So/Sze 
m 2 herum liegen miissen. Die achte Spalte der Tabelle enthilt die be- 
echneten Werte von So/Spo*). Wie aus der Tabelle ersichtlich ist, 
tehen diese Werte mit den experimentell gefundenen in guter Uberein- 
simmung. In der letzten Spalte sind die unter Voraussetzung neutraler 
‘tome gefundenen Werte von So/Sy. angefiihrt. [Die Radien der neutralen 
tome sind schitzungsweise halb so groB wie die entsprechenden Wir- 
ungsradien gesetzt, also 27,, — 1,05 A und 2r9g — 0,60 A 6).] Auch 
je Annahme neutraler Bausteine steht mit den Beobachtungen im Einklang. 
Wir kénnen demnach sagen: 


Bei Berylliumoxyd liefern die beobachteten Schwirzungen 
einen Grund zu der Annahme neutraler Atome, sondern sie 
)ssen sich ebensogut durch ein Tonengitter wie durch ein 
‘tomgitter erkliren. 

Ks wird wohl méglich sein, wenn in der Zukunft sichere Angaben 


yer die Radien der einzelnen Elektronenschalen zu unserer Verfiigung 
shen, eine Entscheidung zwischen diesen beiden Alternativen zu treffen. 
pasere gegenwirtigen Kenntnisse von diesen GréBen gestatten aber keine 


vrartigen Schluffolgerungen. 


1) Viele Arbeiten in der ZS. f. phys. Chem., insbesondere H. Grimm und 
‘Wolff, ZS. f. phys. Chem. 119, 254, 1926. 

*) Annahme statischer Elektronensysteme. 

3) V. M. Goldschmidt, Geochem. Verteilungsgesetze VII, S. 23. Oslo 1926. 

*) Die K-Elektronen des Sauerstoffs werden als hinreichend genau mit dem 
tn zusammenfallend angenommen. 

®) V. M. Goldschmidt, Geochem. Verteilungsgesetze VII, S. 22, 1926. 
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Tabelle 1. 
Ubersicht iber den Einflu8 des Verhaltnisses Sp/S,, auf die 
Intensitaten der Interferenzlinien bei Berylliumoxyd ?). 


ee 


| 
Intensitat berechnet | 3 berechnet 
Fliche cape : eee 
re met oO =i So =) SOle 3 0) =5 oy i TIonen | Atome 
SBe SBe SBe SBe SBe | 
1010.5 6,8 6,8 6,8 68-6]. 6,8. 21]! sos8 iets arg 
0002 2,5 4,0 4,4 4,9 5,7 6,3 2,20 | 2,16 
1011 5 4,5 7,3 11,3 160 | 20,3 | 1,84 ))e 22m 
TOL etl 2,8 3,0 3,5 4,0 4,4 0,87 | 2,34 
1120] 4 7,2 732 7,2 72 | 7,2 |) OBL | 2,44 
1013] 4 TA ok. B36 | BO: (heer) 8.4: oh, Oral een 
DODO | a 1,3 1-32e ies TES als Oe | 2,60 
1122 3,5 5,2 5,9 6,6 el Se } 0,22 | 2,60 
2021] 1 1,2 1. Neso.g 4,0 5,1 |} 0,23 | 2,63 
0004 || 0—0,5 || 0 0,2 0,4 0,8 1,0. || 029 | 263 
HOR ik 1,2 ston fe alas 1@-.| 1,9 |) ~OB7oheee 
1014 | 0—05 0 0,3 0,6 1d 1,4 || 0,72. | 2,55 
2028 4 6,7 6,9 Til 7,4 7,5 || 1,40") 2,58 
2130 || 1,5—2,0| 3,0 3,0 3,0 3,0 3,0 || 1,70 | 2,59 
OTS i! 25° res 4,7 7,4 9,1 13,9 || (1,89) ot 


Es sei an dieser Stelle erwaihnt, daB G. Aminoff?) schon vor einiger 
Zeit, eben bei Berylliumoxyd, seinen Zweifel an die Berechtigung der tib- 
lichen Berechnungsweise ausgesprochen hat. Sein Zweifel ist durch die 
vorliegende Arbeit als durchaus berechtigt erwiesen. 

K. F. Niessen’) hat in einer neulich erschienenen Publikation 
einen interessanten Versuch gemacht, das Streuvermiégen der Atome in 
Gittern vom Typus Zinkblende und Zinkoxyd (sowie auch bei SiC) unter 
der Voraussetzung diamantihnlicher Bindungsweise theoretisch zu be- 
rechnen. Insbesondere bei Berylliumoxyd stimmen aber die berechnete 


So So af 
1) Es kann bemerkt werden, dafi —— — a und ~— = — identische Inten 
Se Be 
sitaiten liefern, da im Raumgitter des BeO die Positionen der Sauerstoffatome un 
der Berylliumatome vertauscht werden kénnen. Wenn deshalb in der Tabelle 


S 
die berechneten Intensitéten fiir einen Wert . 


= 2 eingefiihrt sind, entspreche 
Be 


so 
Spe 
2) ZS. f. Kristallogr. 68, 175, 1926. 
3) Phys. ZS. 27, 299, 1926. 


sie auch dem Wert —Osoy 


we 
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Werte weniger gut mit den Beobachtungen tiberein (berechnet So/Sy, = 1, 

ygefunden Sp/Sz. — 2). Ubrigens ist es einleuchtend, da8 auch bei dieser 
Bindungsweise die raumliche Ausdehnung der Elektronen (insbesondere 
der Valenzelektronen) beachtet werden muB. 

Fir ALN kénnen, wie bereits van Arkel!) erwihnt hat, ahnliche 
Berechnungen wie bei BeO durchgefiihrt werden. Ott?) fiihrt in seiner 
Arbeit tiber AlN an, daS nur Werte von Sai/Sy zwischen 1,8 und 2,3 
mit den gefundenen Schwirzungen iibereinstimmen. Eine einfache Uber- 
legung ergibt, da8 ein Wert des Verhiltnisses S4,+++/Sy--- = etwa 2,0 
erhalten wird, wenn wir fiir die Dimensionen der Z-Schalen recht plau- 
‘sible Zahlen annehmen. 

Selbst bei den verschiedenen Modifikationen von SiC, deren Kristall- 
sstrukturen durch die schénen Arbeiten von Ott*) ermittelt sind, gelangen 
‘wir zu ahnlichen Ergebnissen. Einerseits ist bei dieser Verbindung die 
| verwandtschaftliche Beziehung zum Diamant ein Anzeichen eines Atom- 
igitters, andererseits spricht die Existenz von Reststrahlen zugunsten eines 
ilonengitters. 

Fiir die Uberlassung einer Reihe neuer Debye-Scherrerscher 
Filme von Berylliumoxyd sowie fiir sein reges Interesse an vorliegender 
mi rbeit spreche ich Herrn Prof. Dr. V. M. Goldschmidt meinen er- 
xebensten Dank aus. 

Oslo, Mineralog. Institut der Universitit, 13. November 1926. 


Zusatz bei der Korrektur. Nach dem Absenden der vor- 
iegenden Arbeit ist eine Publikation von A. Claassen in der ZS. f. phys. 
/ Shem. 124, 139, 1926 hier zuganglich geworden, worin ebenfalls die 
‘frage nach dem Ionisationszustand der Atome in Berylliumoxyd diskutiert 
pvird. Herr Claassen gelangt zu demselben Ergebnis wie ich. Das 
/Streuvermégen von Beryllium und Sauerstoff wurde geschatzt durch Ver- 
Mleich mit quantitativen Intensitiitsmessungen an Li, O. 

Fiir den Parameter w gibt er 0,39 an. Es scheint mir allerdings 
-raglich, ob jene Grundlage geniigt, um einen solchen Wert des Para- 
ineters w zu beweisen. Ubrigens ist zu bemerken, daS der kleinste Ab- 
tand Be — O mit diesem Parameterwert (@ = 0,39) 1,63 A betrigt 
Hatt 1,71 A, wie Herr Claassen anftihrt. Ftir 4 = 0,375 findet man 
Be — O = 1,65 A. 

2) lexce 


S) Uline: 
3) ZS. f. Kristallogr. 61, 515, 1925; 62, 201, 1925; 68, 1, 1926. 


Uber die Seriendarstellung des Wismutspektrums. 
Von V. Thorsen in Kopenhagen. 
(Eingegangen am 16. November 1926.) 


Im Wismut-Bogenspektrum werden, zum Teil mit Hilfe neu beobachteter Linien, 
eine Anzahl s-, p- und d-Terme bestimmt. Aus einigen von ihnen lassen sich 
Rydberg-Serien bilden. 

Im Laufe des letzten Jahres sind mehrere Arbeiten erschienen, welche 
das Bogenspektrum von Wismut behandeln. Die gemeinsame Grundlage aller 
dieser Arbeiten ist die klassische Abhandlung von Kayser und Runge’), 
in welcher zum ersten Male nachgewiesen wird, daB das Wismutspektrum 
zahlreiche Gruppen von Linien mit konstanten Schwingungsdifferenzen 
enthalt. Jede Gruppe besteht aus fiinf Linien, deren Abstinde in Wellen- 
zahlen bzw. gleich 2, 6225, 4019 und 11422 sind. Kopfermann®) 
hat das vorliegende empirische Material sorgfaltig untersucht und konnte 
dabei noch andere mehr oder weniger deutliche Gruppen solcher Art nach- 
weisen. Ruark, Mohler, Foote und Chenault®) sind der Ansicht 
daB das Wismutspektrum ein Dublettspektrum sei und suchen dann mi 
Hilfe des empirischen Wertes der Tonisierungsspannung von Wismut, di 
bei etwa 8 Volt liegt, die Spektralterme zu bestimmen. Die Richtigkei 
dieser Termfolge wird allerdings nicht durch Nachweis von Serien ge 
stiitzt. In der vorliegenden Arbeit soll tiber einen Versuch berichte 
werden, den Serienzusammenhang eingehender zu ermitteln, Es wurd 
m diesem Zwecke erst das Spektrum photographiert und ausgemesse 
und zwar nicht nur im bisher untersuchten Bereich, sondern auch i 
ultravioletten Schumanngebiet; somit ist jetzt das Spektrum ziemlic 
genau bekannt in dem Bereich von 10000 bis zu 1500 A. Es wurd 
dabei mehrere bisher tibersehene Linien gefunden, die sich zum gr6Bt 
Teil in die Kayser-Rungeschen Gruppen einordnen lieSen. 

In den nachfolgenden Tabellen sind die Resultate zusammengestel 
In den Tabellen 1, 2 und 3 ist eine Ubersicht gegeben iiber die expe 
mentell bestimmten Spektralterme. Zunachst bemerkt man, da den v 
Kayser und Runge nachgewiesenen Gruppen von fiinf Linien aut 


langwelligen Seite zwei weitere Linien zugefiigt werden kénnen. So 


1) H. Kayser und C. Runge, Wied. Ann. 52, 1894. 

2) H. Kopfermann, ZS. f. Phys. 21, 316, 1924. 

3) A. E. Ruark, F.L. Mohler, P. D. Foote and R. L. Chenault, Se. 
Bur. of Stand. 19, 463, 1924. 
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kann der Kopfermannsche Term I, der ja in Wirklichkeit aus zwei sehr 
nahe liegenden Termen besteht, gedeutet werden ‘als Term III und IV 
)von einer Gruppe, die sieben anscheinend gleichberechtigte Terme umfaBt. 
Die beobachteten Terme zerfallen in zwei Gruppen, derart, daB zwei 
Terme ein und derselben Gruppe nicht miteinander kombinieren. Die 
Terme der einen Gruppe ‘sind ihrer Lage entsprechend als p-Terme, die 
der anderen als s- und d-Terme bezeichnet. Die s-Terme scheinen, ihren 
effektiven Quantenzahlen nach zu urteilen, eine Serie zu bilden. Diese 
letzteren Terme wurden deshalb der Berechnung einer Seriengrenze zu- 
grunde gelegt, auf die sich die in den Tabellen angegebenen Werte be- 


ziehen. 
Tabelle 1. Tabelle 2. 
ia ~ * =p Tell x i 
mee |) 58741 | 1,367 Fae te aN 6153 | 2,04 
Do | 47323 | 1,523 38. 11 369 3,107 
D3 | 43304 | 1,592 4 § 6487 | 4,111 
M% | 37082 | 1,730 5s 4190 | 5,116 
05 37 080 — 6s | 2926 6,121 
06 25576 | 2,071 
Dy 17614 | 2,493 
Tabelle 3. 
n* ; 
| 14.829 2,720 
. 13 924 2,807 
d.. 13 876 2,811 
12 826 2,925 
l 10 252 3,270 
| 9 280 3,436 
4d. . | 7723. | 3.769 
| | * 7584 3,803 
|. 4864 4,749 
od. | 4766 4,797 


Die Kombinationsméglichkeiten zwischen diesen Termen sind aus den 
Jabellen 4 und 5 ersichtlich. 

Bei der Ausarbeitung dieser Tabellen wurden fiir das Gebiet 
> 10000 A Randalls) Messungen benutzt, fiir das Gebiet von 
/ = 10000 bis 4 — 5800 A Messungen von Walters”), fiir 4 = 5800 
is 4 = 2050 A teils Messungen von Kayser und Runge’), teils eigene, 


1) H. M. Randall, Astrophys. Journ. 34, 1, 1911. 
*) F. M. Walters, Sc. Pap. Bur. of Stand. 16, 161, 1921. 
3) H. Kayser, Handb. d. Spektroskopie. 
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Tabelle 4. ps-Kombinationen. 
eee 


Pr De Ps Ds Ds D2 PL 
17614 25576 37080 37082 43304 47323 58741 
; reUeh ee oe = i — | 4722,54(10)| 3067,69 (10 
25 26153 | 8536 = TW ee See (01160, ana eeee 
3611369! || — |, 7036.15 (2)| 8888.19 (2)| 387,90 (2)] — | 2780,47 (8) | 2110,29 (6) 
oe — |14207,8 © |25711,6  |25713,6 — |35954,5 47871,9 4 
| Steet —  |*3267,71 (1)|*8267,71 (1)) — | 2448,07 (4) |*1913,6 (2) | 
5 a — _|30694,9 ‘306949 — |40836,2 52241 : 
ee byes as ae = — |#2317,70 (3) }*1832,3 (1) _ 
ee 4190| we &; es z — |43133,4 54558 
| 9996) || — a = — — |*2251,78 (2) = 
6s| 2926) || ef aot Pe Sl cecen ce 
\| | | 


und fiir 2 < 2050 A nur eigene Messungen. 
2200 A ist mit Hilgerschen Quarzspektrographen (Type E, und E,) © 
aufgenommen, wahrend Wellenlingen unterhalb 2200 A mit Hilfe eines © 


Hilgerschen Vakuumspektrographen untersucht wurden. 


Das Gebiet 4 — 5500 bis © 


quelle diente teils ein Kohlebogen, in dessen ausgebohrter positiver Elek- 
trode metallisches Wismut angebracht wurde, teils eine wassergekiihlte — 


Quarzbogenlampe 
wurde selbstverstandlich nur die letztere Vorrichtung benutzt. 

Linien, die noch nicht beobachtet waren, sind mit einem Stern (*) — 
Ein Strich bedeutet, daB die entsprechende Linie nicht — 
auftritt. Bei den aufgestellten Termen finden sich gewisse eigentiimliche © 
Kombinationsverhialtnisse, fiir die es bis jetzt noch nicht méglich gewesen 
ist, eine eindeutige Zuordnung von inneren Quantenzahlen zu finden. ; 
Immerhin ist die Richtigkeit der Termenordnung durch verschiedene Tat-_ 
sachen gestiitzt. Grotrian') hat das Wismutabsorptionsspektrum unter- 
sucht und findet 4 — 38067 A als kraftige Absorptionslinie, die ohne 


gekennzeichnet. 


mit Wismutfiillung. 


Zweifel vom Normalzustand des Wismuts ausgeht, 


gewiesen, da8 auch die Linien 4A —= 2276, 2230, 2228, 1959 und 1954 
Absorptionslinien sind. H. Sponer®) findet weiter, daB auch AA = 2110, © 
2061 und 2025 in nicht leuchtendem Wismutdampf absorbiert werden. 
Der Spektralterm p, kann darum als der Normalzustand des Wismuts be- 
trachtet werden, und seine Griéfe 58749, welche 7,25 Volt entspricht, 


1) W. Grotrian, ZS. f. Phys. 18, 169, 1923. 


2) A. E. Ruark, Il. c. 


3) H. Sponer, Naturw.- 12, 619, 1924. 


we 


Bei der Vakuumuntersuchung — 


Ruark?) 
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0L6 GE g‘geg ty ‘BES BE — — — — 
(2) 6'398 Tx (g) ST‘6FE Sx (2) go'res z — = — = 
g9ges | O'6SF GF 9'OFF 8g = | = == SSCL ZT 
(T) 6'SS8 Tx (F) 6F'FSE % (z) £9'009 z = | =. se (g) o2'ses 2 
OPT TS P'6EL 6E T'03L SE = = | = 820 6 
(g) o'F¢6 T (9) e9'eT¢ % (F) ¢9'862 z = — = B'eL0 TT 
080 TS 0'009 6& e188 SE $'6SE 6Z O'S 6Z | PEGS LT 268 6 
(€) 6626 T (8) 6P'PZS % (g) ¢9'6082 | (¢)st‘core | (e)ez'core | (e) 1Fec¢¢ 1‘90T OT 
L'VOP 6F 0°30 8E P30 Fe = 666L 46 | §°890 SI PEE 8 
(g) 66020 @ (8) 68229 @ (OT) 0S'8E6 @ = (F) IT'96¢¢ | (9) 28'*rET 9 P66 TT 
6‘L8F 8F 8°0L0 LE €°ZS0 §§ = = — — 
(z)TL'1906 | (g) PL'969% (8) e9'FZ0 € = = = — 
= | 8'96F FE = 0°96 FG TSS FS | 90SL ZT = 
= (OT) L6'L68 = (9) rs'tzrr | (9) 98'tatF | (2) ee‘orsz -= 
9'F98 FF 6 SPP Se S LEP 6G 6 G0% &G @ 0G &% L°669 TT = 
(8) P3'82s Z (8) £0°686 & @)zTz6g@ | (p)st‘soer | (r)Pe's0gr | (2) pa'pPC 8 Bz 
‘918 PF L‘L6E &E — = = : L199 TI = 
(ot) e9'osee | (8) re'e66% — — = | (1) pL‘6L¢ 8 = 
L216 &F 6'S6F BE O'GLY 8% G'ZGS BS L‘0G% GS = = 
(8) 2¢'92z @ (z) 19'920 & (yr) s‘otss | (2) o'er | (3) 666 F =e = 
1PL8¢ £ce Le FOE Ch C80 LE 080 2¢ 91S ST FIOLI 
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stimmt gut iiberein mit der [onisierungsspannung, die von Ruark?) ge- | 


messen wurde, Der letztere hat auch nachgewiesen, daf unelastische Zu- 
sammenstife bei 1,9 Volt stattfinden und daB die Linien 2 = 3067 und 


A = 4722 bei 4,0 Volt gleichzeitig auftreten. Dieselben zwei Linien — 
sind von Kopfermann®”) als Fluoreszenzlinien nachgewiesen worden bei 


Bestrahlung eines Wismut-Quecksilberdampf-Gemisches mit der Lainie 


4, = 256386: 
Die kleinste beobachtete kritische Spannung, die gleich 1,9 Volt ist 


und die zu keiner Strahlung Anla®S gibt, stimmt ziemlich gut mit dem ~ 


Mittelwert der Spannungen 1,4, 1,9 und 2,6 Volt, welche notwendig sind, — 
um das Wismutatom aus seinem Normalzustand in die Zustiinde p, bzw. — 


p, und p, (p;) tiberzufiihren. Diese Zustinde sind also metastabile Zu- — 


stiinde, aus denen das Atom ohne Einwirkung fuferer Felder im all- | 


gemeinen nicht in den Normalzustand zuriickkehren kann. In einem ge- 


wohnlichen Bogen findet man, da8 die diesen Ubergiingen entsprechenden 
Linien nur sehr schwach auftreten. 


Nach der Bohrschen Theorie des periodischen Systems erwartet man, 
daB im Normalzustand des Wismutatoms aufer den in abgeschlossenen 


Schalen befindlichen Elektronen drei Elektronen in 6,-Bahnen vorhanden — 


sind. Nach den von Pauli®) angegebenen Regeln fiir die bei gegebenen 


Werten n, der Elektronen zu erwartenden Terme findet man in diesem — 


Falle fiinf Terme mit den inneren Quantenzahlen 1, 2, 2, 2, 3. Nach 


den von Hund‘) angegebenen Regeln ist von diesen ein Term mit 7 —=2 
(*S) als tiefster zu erwarten, dann folgen etwas héher Terme mit j = 1 
und j — 2 (7D) und schlieBlich Terme mit 7 — 2 und 3.(?P). Da bei 
Wismut die Dublettaufspaltung schon sehr gro8 zu erwarten ist, ist die 
Reihenfolge dieser letzten Terme nicht ganz sicher anzugeben. Es liegt 
nun nahe, p, als Term *S mit j == 2 anzusprechen, p, und p, als 7D 
mit 7 == 2 und 3. Dagegen scheint es nach den Kombinationen not- 
wendig, den Termen p, und p, dieselbe innere Quantenzahl zu geben, und 
zwar 1, so daB man einen dieser Terme nicht als der Grundkonfiguration 
zugehérend erkliren kann. Vielleicht kénnte man auch p, und p, als ?P 
auffassen mit 7 —= 1 und 2, wobei allerdings das sehr kleine Termintervall 
auffallend wire. Bei den Termen p, und p, miiBte dann ein Elektron 


1) A. E. Ruark, l.c. 

*) H. Kopfermann, l. c. 

3) W. Pauli, ZS. f. Phys. 81, 765, 1925. 
*) F. Hund, ebenda 88, 345, 1925. 
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am angeregten Zustand (7,) sein. Bei den s-Termen ist ein Elektron im 
m,-, bei den d-Termen im n,-Zustand. 

4 Im Wismut haben wir mehrere Seriengrenzen zu erwarten. Die hier 
gefundene diirfte die energetisch tiefste sein. Von den verschiedenen 
Serien, die bei einem angeregten n,-Elektron auftreten (s-Serien), geht 
mach den Regeln von Hund’) genau eine (mit 7 — 1) zur tiefsten Grenze. 
Von den Serien, die bei einem angeregten n,-Elektron auftreten (d-Serien), 
wehen zwei (mit 7 = 2 und 32) zur tiefsten Grenze. Damit ist verstiind- 
Mich, daB gerade eine s-Serie und Ansitze zu zwei d-Serien gefunden 
wurden. Die inneren Quantenzahlen fiihren zu keinem Widerspruch 
mit 7 —1 fir die s-Serie und mit 7 = 2 und 38 fiir die 4d- und die 
5 d-Terme. 

Zum Schlu8 soll bemerkt werden, daB von den samtlichen Wismut- 
‘inien etwa zwei Drittel benutzt worden sind, darunter die iiberwiegende 
Mehrzahl der starken Linien. 

Der experimentelle Teil dieser Untersuchung ist im Institut fiir 
itheoretische Physik an der Universitit Kopenhagen ausgefiihrt. Tiir die 
‘Erlaubnis hierzu danke ich dem Direktor, Herrn Prof. Dr. N. Bohr, 
‘bestens. Ebenso danke ich Herrn Dr. F. Hund herzlich fiir seine wert- 
‘volle Hilfe bei der theoretischen Deutung der Resultate. 


Kopenhagen, Universitetets Inst. for teoretisk Fys., Okt. 1926. 


1) F. Hund, ZS. f. Phys. 84, 296, 1925; vgl. Fig. 3. 
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Uber einen experimentellen Nachweis 
der thermischen Ionisierung der Elemente. 
Von M, N. Saha, N. K. Sur und K, Mazumdar in Allahabad, Indien. 
(Vorlaufige Mitteilung.) 
Mit 1 Abbildung. (Eingegangen am 22. November 1926.) 


Obgleich die Theorie der thermischen Ionisierung der Elemente * 
und ihre Anwendung auf die Astrophysik bereits im Jahre 1920 ent 
wickelt wurde, steht ihre einwandfreie experimentelle Bestatigung noc 
aus. Im Jahre 1921 wurde von Saha und Giinther’) im Physikalisch 
chemischen Institut der Universitat Berlin folgende Untersuchung aus 
gefiihrt: 

Kleine Stiicke von Na, K und Rb wurden in einen von Wasserstof 
durchstrémten und auf 1250° erhitzten Platinrohrofen geworfen. Das 
untere Ende des Ofens war mit Magnesiastiicken verschlossen. Die Ionisie 
rung des Alkalidampfraums wurde durch die zwischen der Platinwan 
und einem innen zentrisch angeordneten Platin- Platinrhodium-Thermo 
element (das gleichzeitig zur Temperaturmessung diente) flieBenden elek 
trischen Stréme gemessen. Die angelegte Spannung betrug nur 1 ode 
2 Volt, damit die aus der Spaltung des Alkaliatoms in M* und « ge 
wonnenen freien Elektronen keine ionisierende Wirkung ausiiben konnte 
Aber der Spannungsabfall in der Platinréhre selbst, die von durch eine 
Niederspannungstransformator gelieferten Wechselstrémen durchflosse 
war, betrug mehrere Volt. Man kénnte daher leicht den Einwand er 
heben, da8 in einigen Teilen des Dampfraums der wahre Spannungsabfall 
gréBer als die Ionisierungsspannung der Elemente sei, und daB die beob 
achtete Ionisation nur nach der von Franck und Hertz ausgearbeitete 
Methode des ElektronenstoSes geschehe. Die Gréfe der erhaltene 
elektrischen Stréme, die einige Milliampere betrug, sprach indessen en 
schieden dagegen. 

Die nachste Untersuchung *) wurde-von Saha und Sur im hiesige 
Laboratorium vorgenommen. Der Apparat war ein nach dem Kingsche 
Modell gebauter Vakuumofen. Aber die zu untersuchenden Element 


1) J. Eggert, Phys. ZS. 20, 570, 1919; M. N. Saha, ZS. f. Phys. 6, 
1921; ausfiihrlicher Bericht bei Freundlich, Handbuch der Physik XI. 

*) M.N. Saha und P. Giinther, Journ. of Sc., Calcutta University 1922 
S. 1—10. 

3) M. N. Saha und N. K. Sur, Journ. Indian Chem. Society 1, 9, 1925. 
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selbst waren in einem zweiten, unter dem ersten angeordneten kleinen 
)Ofen enthalten. Der zweite Ofen war ein mit Chromnickeldraht be- 
wickeltes Quarzrohr und konnte leicht auf 1000°C erhitzt werden. Die 
Temperatur des Vakuumofens, der mit Gleichstrom von einer grofen 
kkumulatorenbatterie gespeist wurde, konnte wegen deren schneller 
Erschépfung nur einige Minuten auf 1300° gehalten werden. Der zweite 
Ofen diente zur Feinregulierung der Dampimenge. In seiner Mitte war 
‘der Dampf gesittigt, und wenn die Temperatur bekannt war, konnte der 
Druck leicht aus emer Dampfdrucktabelle*) entnommen werden. Der 
IDampf im Innern des ersten Ofens war ungesattigt, aber der Druck 
mmuBte derselbe sein wie im Innern des zweiten Ofens, wenn das Ende 
des ersten Ofens verschlossen war. Die Anordnung gestattete daher eine 
leichzeitige Regulierung der Temperatur sowie auch der Konzentration 
in dem zu untersuchenden Dampfraum. Mit dieser Anordnung konnte 
'die thermische Ionisierung von Alkalien, Ca, Sr und Ba, Zn, Mg bei 
1500° C gemessen werden, aber derselbe Einwand, der gegen die friihere 
Untersuchung erhoben wurde, traf auch hier zu. Wir haben daher einen 
meuen Apparat gebaut, fiir welchen nach unserer Meinung die oben- 
srwihnten Einwinde durchaus entkriiftet sind. Die Anordnung der Ofen 
ist dieselbe wie vorher, aber die elektrischen Stréme werden zwischen 
awei auf Molybdanstiben montierten, gegeneinander und gegen die Ofen 
Nsolierten, parallel angeordneten Graphitplatten gemessen. Die Anord- 
paung wird durch die Fig. 1 erlautert. 

Das Graphitrohr F' (Lange 10cm, lichte Weite 14mm, Wandstarke 
stwa 2mm) dient als Vakuumofen. Die Energie wurde von einem Nieder- 
spannungstransformator (A. E.G., Berlin) von 10 kW Leistung durch ein 
on Wasser durchflossenes dickwandiges Eisenrohr (S, S) geliefert. Die 
Wemperatur konnte leicht auf 2000° C gehalten werden. Die Ofen wurden 
durch einen Eisenmantel geschtitzt. f ist der kleine, mit Chromnickel- 
Araht bewickelte Quarzofen, der das zu untersuchende Element enthilt; 
T ist das Thermoelement, das zur Temperaturmessung diente. pp’ sind 
Hie auf Molybdiinstiben montierten Graphitplatten; sie sind von F véllig 
isoliert und befinden sich in kleinem Abstand voneinander, damit der 
2wischenraum gleich temperiert war. Die Platten verhindern auch den 
/Dampfausflu8 und machen die Konzentration gleichférmig. Die angelegte 
Spannung war nur | Volt, und der elektrische Strom wurde durch ein 
}mit einem Milliamperemeter geeichtes Galvanometer gemessen. 


1) Zum Beispiel Landolt-Bérnstein, Physik.-chemische Tabellen, 5. Aufl., 
S. 1332 ff., 1923. 
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LZ ist der Eisenmantel und MM' Ansatzeisenrohre, die mit Quarz- 
fenstern verschlossen waren. 

Zur Messung der Temperatur des Vakuumofens wahrend der Versuche 
diente ein Wannersches Pyrometer, das auf die Quarzfenster gerichtet 
wurde. Da aber erfahrungsgema8 die von der Seite beobachtete Tem- 
peratur um 100 bis 200°C niedriger ist als die wahre Temperatur, wurde 
nach Kings Vorgang in einem Vorversuch eine der Graphitplatten pp’ 
beseitigt und das Pyrometer auf die andere Platte gerichtet. Dies gibt 


Fig. 1. 


dann die wahre Hohlraumtemperatur. Die Unterschiede zwischen der — 


seitlich beobachteten und der wahren Hohlraumtemperatur wurde dann 


in Abhingigkeit von der Leistung tabelliert und bei den eigentlichen 


Messungen in Rechnung gezogen. 


Der Betrag der Oberflichenemission der Elektronen von pp’ wurde 
folgendermaben ermittelt: Der untere Ofen wurde kalt belassen, damit 
kein Dampf in den Raum zwischen p und p’ eintrat. Der grofe Ofen 
wurde dann auf etwa 2000° C erhitzt und die beiden Platten abwechselnd 
positiv und negativ geladen. Der Galvanometerausschlag auf beiden Seiten 
der Nullage war immer derselbe. Wurde dann eine der Platten aus dem 
gleichtemperierten inneren Raume in den kilteren duBeren Raum gezogen, 
so schlug, wenn diese kiltere Elektrode negativ geladen wurde, das 
Galvanometer nicht aus. 


i 
i 
: 
t 
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In der weiteren Untersuchung wurde der untere Ofen mit verschie- 
‘denen Elementen beschickt und auf eine passende Temperatur erhitzt. 
‘Mit Hg, Zn, Cd wurde kein Galvanometerausschlag erhalten. Mit Mg 
‘trat nur ein kleiner Ausschlag auf. Dagegen wurden mit Na und K die 
Ausschlage sehr gro8, und die elektrischen Stréme konnten nur noch mit 


; . . * e 
einem Milliamperemeter gemessen werden. Die Temperatur des oberen 


Ofens wurde abwechselnd auf 1300 bis 2000°C gehalten. 
. Die Ergebnisse sind véllig im Einklang mit der Groéfe der Ionisie- 
‘yungsspannungen der untersuchten Elemente und werden demnichst aus- 


fihrlicher mitgeteilt werden. 
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Bemerkungen 
zu der Arbeit von Herrn Richard Conrad: 
Uber die Streuungsabsorption von Wasserstoff- Kanal-— 
strahlen beim Durchgang durch Wasserstoff’). 


Von G. P. Thomson in Aberdeen. 
Eingegangen am 21. November 1926. 
gegang 


Auf die Einwendungen, welche Herr Conrad’) gegen einige meiner { 
Versuche ?) erhoben hat, méchte ich folgendes erwidern. 

Erstens wurde die Energie der benutzten Strahlen aus dem Potential — 
zwischen den Platten des sie auf den Spalt ablenkenden Kondensators — 
berechnet, und ich nahm nicht an, wie er sich denkt, daB sie die volle, 
dem Potential der Entladung entsprechende Energie hatten. 

Sein Einwand, da& die benutzten Strahlen kein kegelférmiges (stig- — 
matisches) Biindel bildeten, trifft auf seine eigenen Experimente ebenso — 
zu und scheint von dieser Art des Apparats untrennbar zu sein. Dies | 
war einer der Griinde, die mich veranlaBten, die Versuchsanordnung ab- — 
zuindern. In dieser neuen Arbeit®) habe ich noch eingehender das — 
Kriterium fiir einfache Einzelstreuung (den anderen Streitpunkt von Herrn i 
Conrad) reiflich tiberlegt. Aber da die vorliegende Abhandlung haupt- i 
sichlich den Zweck hatte, zu beweisen, dafi das Coulombsche Gesetz _ 
nicht ausreichend ist, so mag hier nur erwahnt werden, daB die Wirkung I 
der Vielfachstreuung, wenn sie iiberhaupt merklich ist, abnimmt, wenn — 
der Streuwinkel zunimmt, wahrend der Unterschied zwischen Theorie 
und Experiment gerade fiir grobe Winkel am gréSten ist. 

Obwohl ich die Geschicklichkeit bewundere, mit welcher Herr i 
Conrad mittels der schwierigen thermoelektrischen Methode Messungen . 
der Streuung ausfiihrt, méchte ich doch gern darauf aufmerksam machen, — 
daB in dem von ihm angefithrten typischen Experiment *) der gréSte Aus- 
schlag des Galvanometers nur 0,41 cm ist, wovon nur ein Bruchteil die 
zu messende Streuung darstellt. Die Genauigkeit kann daher nicht grof | 
sein. Auch scheint der benutzte Geschwindigkeitsbereich (1,71. 10° 
bis 2,05 .10°) fiir eine befriedigende Untersuchung der Abhangigkeit 
der Streuung von der Geschwindigkeit zu klein zu sein. 


1) Richard Conrad, ZS. f. Phys. 88, 465—474, 1926. 
2) G. P. Thomson, Proc. Roy. Soc. (A) 102, 197, 1922. 
3) Phil. Mag. 1, 961, 1926; ebenda 2, 1076, 1926. 

4) ZS. f. Phys. 85, 83, 1925. 
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Die Absorption der Rontgenstrahlen vom klassischen 
Standpunkt. 


Von W. Bothe in Charlottenburg. 


) Mit 2 Abbildungen. (Hingegangen am 25. November 1926.) 
aus der Vorstellung klassischer ,,Ersatzoszillatoren“ heraus wird eine von Jauncey 
mgegebene empirische Absorptionsformel einschlielich ihres Zahlenfaktors zwanglos 
‘neoretisch gedeutet. Auf demselben Wege ergibt sich, daS die Absorptionskanten 
‘eine wirklichen Unstetigkeitsstellen fiir den Schwichungskoeffizienten darstellen 
Onnen und daf der Streukoeffizient dicht an der langwelligen Seite einer Kante 
abnorm hohe Werte annehmen sollte. 


Das Folgende stellt einen ersten Versuch dar, die Erscheinungen der 
Absorption und Zerstreuung der Réntgenstrablen in den Ideenkreis der 
lassischen Dispersionstheorie einzuordnen. Ein solcher Versuch er- 
wcheint nicht iiberfliissig im Hinblick darauf, daB die durch Schré dinger 
jingeleitete neue Entwicklungsphase der Quantentheorie darauf hinzielt, 
va in dem klassischen Bilde der harmonischen Oszillatoren doch mehr 
Wirklichkeit steckt, als die Bohrsche Atomtheorie anfinglich vermuten 
heb. Die Dispersion der Réntgenstrahlen ist mehrfach aus diesem 
‘esichtspunkt betrachtet worden, am vollstindigsten wohl kiirzlich von 
<allmann und Mark?). Hier soll zunichst aus einfachen Annahmen 


‘ine ,universelle Absorptionsformel“ abgeleitet werden, welche in be- 


nerkenswerter Ubereinstimmung mit der Erfahrung ist. Weiter ergeben 
ich neue, der experimentellen Priifung zugiingliche Aussagen iiber das 
’ erhalten des Streu- und Absorptionskoeffizienten in der Nihe einer 
bsorptionskante. 

1. Das elektrische Moment f eines Elektronenoszillators von der 
‘igenfrequenz o, unter dem EinfluB einer Welle von der Frequenz 
md der elektrischen Amplitude H gehorcht der Schwingungsgleichung 
2 

f+ ki + off = — Berm, (1) 


vo e und m die Ladung und Masse des Elektrons bezeichnen. Der 
/ampfungskoeffizient & ist, wenn wir reine Strahlungsdimpfung annehmen, 


2 e? wo? 
ka (2) 
Bme 
1) H. Kallmann und H. Mark, Die Naturwissenschaften 14, 649, 1926. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XL. 44 
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daB i von der Frequenz w abbingt, riihrt daher, dal das Dampfungsglied | 
eigentlich proportional f anzusetzen wire). Aus (1) leitet man mittels 
if — fer j 


die Amplitude f des Moments ab, fiir deren absoluten Betrag gilt: 


rt =(5) ae Be 


Die Intensitit der Primirstrahlung ist 


des Ansatzes 


eS 
eae ie 


Die pro Zeiteinheit vom Oszillator ausgestrahlte Energie betragt daher: 


6:(00), 569) == Sir = (ey (2) aaa 


Wir betrachten nun eine chemisch einfache Substanz. Von den 


kontinuierlichen Réntgenabsorptionsbanden, welche das Klement besitzt, 
greifen wir eine mit der Kantenfrequenz my heraus; es mégen ny Elek- 
tronen im Atom sein, welche zu dieser Absorptionskante gehéren. Um 
nach unserem klassischen Bild eim kontinuierliches Absorptionsband zu 
erhalten, miissen wir in der Substanz ein kontinuierliches Band von’ 
Eigenfrequenzen annehmen (@ = @y bis oo). Es sei ”(@,)d a, die 
Zahl der Oszillatoren pro Atom und pro Frequenzbereich d@,. Die 
Gesamtzahl pro Atom wird man gleich ny anzunehmen versuchen: 


f N (9) dw) == nx. ‘ BY 


Ww i 
x 


e 
‘ 
} 
oo } 


Dann betrigt die von einem Atom pro Zeiteinheit der Primérstrablung: 
entzogene Energie: 


S = Js(@, )”(@) dep, 
ox 
also der ,atomare X-Schwichungskoeffizient < : 


co 


ie eae ck 3 eo \ Ne N (@,) 
ay at == (=) (2) | crane ce eee (4 


Ox ; 
Wir betrachten zunichst den Fall: @ >> wy, indem wir annehmen, daf 
auch hier die ganze ausscheidende Primirenergie sich aus dem klassische 
Strahlungswiderstand berechnen 1a8t, obwohl in Wahrheit nur ein Teil 


1) Vel. z. B. W. Bothe, Ann. d. Phys. 64, 709, 1921. 
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-davon als Streustrahlung wieder auftritt, der Rest in Form von Photo- 
elektronen und Fluoreszenzstrahlung. Wegen der Kleinheit von i liefern 
in erster Na@herung nur solche Werte von @, einen merklichen Beitrag 
zum Wert des Integrals in (4), welche nahe bei @ liegen. Daher kénnen 
wir, wenn ”(,) geniigend langsam veranderlich ist, im Integranden 
tiberall «, durch ow ersetzen, auger in der Verbindung (@, — ), so daf 
das Integral sich schreibt: 
n (6) d n (0) [ 2 2 (@ — @)]° 
| ~ Bee | (@, — wo)? + Keja —~ Le? 3 are - T- 
Nehmen wir fiirs erste an, da @ nicht sehr nahe bei der Absorptions- 
kante liegt, so ist 2(@y—)/k eine sehr grofe negative Zahl, deren 


aretg wir == — 2/2 setzen kiénnen. Dann wird 
pee 
ery. y, 
und mit (2) und (4) baie 2 ae? rs He 
Xe . ae . 
me 
Nach (3) erhalten wir hieraus: 
2 3° 
[us do = BI ge (6) 
Ox 


eine Beziehung, die kiirzlich von R. A. Houstoun?) zur Bestimmung 
der Zahl ny der Dispersionselektronen benutzt worden ist. Wir werden 
hier ny als bekannt ansehen und weiter von der Erfahrungstatsache Ge- 
brauch machen, daf der Schwiachungskoeffizient ungefihr proportional 
per dritten Potenz der Primirwellenlinge ist: 

xy = . (%) 
Ky bedeutet eine fiir verschiedene Kanten und Substanzen verschiedene 
Konstante. Genauer genommen stellt zwar (7) nur einen Teil des 
Schwichungskoeffizienten dar, namlich den (reinen) Absorptionskoeffi- 
zienten; den zweiten Teil, den Streukoeffizienten, welcher in unserer 
Naherung von @ unabhingig wire, vernachlissigen wir in dieser provi- 
sorischen Rechnung, weil er im allgemeinen wesentlich kleiner ist als 
der Absorptionskoeffizient. Setzt man (7) in (6) ein, so folgt: 


4 ne? 


2 
Ky = Nx Ox, 


mec 


1) R. A. Houstoun, Phil. Mag. 2, 512, 1926. 
44* 
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was wiederum mit (7) zusammen ergibt: 


2 22 2 
An’ e’ nx wx 


oa 8) F 


Fiihrt man noch die Wellenlingen 4 — 22¢/m und Ay = 22¢/wy ein — 


D@ == 
ue mC @ 


und summiert tiber alle Elektronen des Atoms, so erhalt man fiir den 
gesamten atomaren Schwichungskoeffizienten uw den Ausdruck : 


See rr to 1,76 . 10-20 48 


mc? 


On 


wenn re die Wellenlangen in A rechnet. Damit haben wir eine fiir j 


alle Wellenlangen und alle Substanzen giiltige Absorptionsformel ge- | 


funden. Die Summe ist natiirlich nur tiber diejenigen Absorptionskanten | 
zu erstrecken, welche langwelliger sind als die betrachtete Strahlung. 

G. E. M. Jauncey') hat durch Diskussion eines sehr ausgedehnten 
Beobachtungsmaterials die folgende rein empirische Darstellung fiir den 
atomaren Absorptionskoeffizienten + gewonnen: 


Le bO eo A 2 


Es ist wohl sehr unwahrscheinlich, da8 die Ubereinstimmung mit unserer § 
Formel (9) zufallig sein sollte. Allerdings ist der Zahlenfaktor in | 
Jaunceys Formel nur ein Mittelwert; die genauen experimentellen 
Werte schwanken fiir die verschiedenen Substanzen und Wellenlangen 
zwischen 1,20 und 2,24. 10—2°. 

Von der Kramersschen Formel unterscheidet sich die unsere nur 
um einen Zahlenfaktor von der GréSenordnung 1, ebenso wie eine von 
L. de Broglie®) hergeleitete Formel; dies geht leicht aus einer von 
Kramers gemachten Bemerkung hervor °). 

Das Verteilungsgesetz der Oszillatoren ergibt sich nunmehr aus (5) 
und (8): Qnx az iy 
3 


n(o) = (10) | 


0 


Damit findet der Ansatz n(w) ~ 4°, den Kallmann und Mark‘) mit | 


Erfolg in die Dispersionstheorie der Réntgenstrahlen eingefiihrt haben, 
wiederum seine Rechtfertigung. Die einzige Anleihe bei der Erfahrung, — 
die wir hierbei gemacht haben, besteht in dem Ansatz u ~ 4°. Eine { 
derartige Annahme scheint in der Tat unvermeidlich zu sein, solange 


1) G. E. M. Jauncey, Phil. Mag. 48, 81, 1924. 

*) L. de Broglie, Journ. de phys. 8, 33, 1922. 

3) H. A. Kramers, Phil. Mag. 46, 836, 1923, Anm. auf S. 839. 
Aen Os 
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/man nicht quantentheoretische Elemente in die Betrachtung einfiihrt, 
~etwa nach Art der von Kramers angestellten Rechnung. 

2. Wir werden jetzt den Gedankengang von Ziffer 1 umkehren, 
indem wir das unter verschiedenen Vernachlissigungen gewonnene Ver- 
teilungsgesetz (10) fiir die Oszillatoren als streng giiltig annehmen und 
damit nach Gleichung (4) einen genaueren Ausdruck fiir den Schwichungs- 
koeffizienten aufstellen, welcher auch auf der langwelligen Seite der 
)Kante gelten soll. Das Integral in (4) la8t sich dann ohne Schwierig- 
keit exakt auswerten; als zweckmifige Integrationsvariable erweist sich 


Va «2 + k? as 
oa? ; 
Das vollstandige Resultat hat die zunichst wenig iibersichtliche Gestalt: 
josie oo” co* — Kk? oa | : oa ca ce) 
Bee mace X oo? + k? eB + k* ok i k\ oF ) 
2 2 2 k2 Be Ne ke? a: 


Nun ist aber & so klein, daS wir es ohne weiteres tiberall gegen @ ver- 
nachlassigen kénnen, auSer wo k mit «@ — wy konkurriert. Letzteres ist 
-nur in einem sehr schmalen Spektralbereich beiderseits der Kante der 
Fall; wie man aus der Bedeutung von & als Dampfungskoeffizient leicht 
versieht, ist dieser Bereich nur von der GroSenordnung der klassischen 
| Linienbreite. Indem wir diesen Bereich von den folgenden Betrachtungen 
ausschlieBen, begehen wir keinen Fehler weiter, als daS wir die unmeb- 
»bar kleine ,Dampfungsunschirfe* der Kante ignorieren. Dann haben 
wir unter den beiden arctg aber zwei Zahlen von sehr grofem absoluten 
Betrag. In solchem Falle gilt: 


1 
arctg wu == 5 Pa 
i ie OF 
1 
arctg (— vu) = — oy as = 
Ferner stellt der Ausdruck 
| 8a ¢e 
3 mie ee (12) 


‘den bekannten Thomsonschen Wert des atomaren Streukoeffizienten fiir 
)die betrachtete Elektronengruppe dar, d. h. den Wert, welchen der Streu- 
koetfizient hatte, wenn die my Atomelektronen frei waren. Setzt man 
dies alles ein, so erhilt man: 


q 


ux = Ox(txy + Sx) fir @> oy, (13) 
lx = OxSy fir @ < ox, (14) 
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wo zur Abkiirzung gesetzt ist: 


j 1 Ox 3amec wx 
== == , 
ak Ze rer 

Ye yr? — 1 3 16 v2 \2 Ox x 

sy = = — r’ log ) SS 

ea a @ Ay 


Betrachten wir zunichst die Gleichung (13), welche fiir die kurz- 
wellige Seite der Kante gilt, so erkennen wir in dem ersten Summanden 
Gxty ohne weiteres unseren friiheren provisorischen Ausdruck (8) fiir 
den Schwichungskoeffizienten wieder. Der jetzt hinzukommende Summand 
6xSx ist wegen der Kleinheit von k nur dann von Bedeutung, wenn @ 
entweder sehr gro8- gegen ox ist oder nahe bei wy liegt. Im ersten 
Falle wird aber praktisch sy = 1, also 


ux = 6x(tx+ LD fir o> wx. (15) 
Das Zusatzglied stellt also in diesem Falle einfach den Thomsonschen 


Streukoeffizienten dar?), welcher in der Tat erst mit dem reinen 
Absorptionskoeffizienten 


"es zusammen den vollstiin- 
digen Ausdruck fir 
den Schwiachungskoeffi- 


zienten liefert. Wir sehen, — 


da8 unser Verteilungs- 
gesetz (10) exakter ist, 
als nach der Art seiner 


Herleitung erwartet 
werden konnte. Dies | 


liegt offenbar daran, daf 
der Fehler, der bei der 
provisorischen Auswer- 
tung des Integrals in (4) — 
begangen wurde, gerade kompensiert wurde durch die Vernachlassigung . 
des Streukoeffizienten in (7). 

Aufer fiir groBe @ wird sy noch von Bedeutung in der Umgebung 
der Absorptionskante. Fig. 1 stellt den Verlauf von sy als Funktion 
von + dar, wihrend Fig. 2 den vyollstandigen Verlauf des atomaren 
Schwiichungskoeffizienten fiir eine Absorptionskante bei Ay = 0,2 A 
J 
1) Vel. hierzu auch F. Reiche und W. Thomas, ZS. f. Phys. 34, 510, 
1925, sowie F. London, ZS. f. Phys. 39, 322, 1926. i 


Fig. 1. 
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viedergibt*). Man sieht, da der Einflu8 von sy in einer Abrundung 
ver beiden Ecken in der bekannten Absorptionskurve besteht. 
‘ine wirkliche Unstetigkeit wire mit unserem klassischen Bilde nicht 
ereinbar, eine solche lieSe sich 

B. durch keimerlei A binde- 
ang des Verteilungsgesetzes 


LO) erreichen. 


Fiir grofbe + wird 
’ 1 


oY are) 
3 r* 


“jie man durch Reihenent- 


‘icklung nach 1/r erkennt; 


derin hat man offenbar das Tit Ge ae 0007020 
cayleighsche 4—4-Gesetz der Fiv. 
verstreuung wieder zu er- 

llicken. Die Abrundung der oberen Ecke der Absorptionskurve ist nicht 
» bedeutend, daf sie den Maximalwert wS- von wy wesentlich anderte . 


‘ir diesen erhalt man daher mit ausreichender Genauigkeit, indem man 


i (13) @ = oy setzt und den Streukoeffizienten vernachlassigt: 
i 3am 3mc 4 
. Ux —= Ox 2 6? wx re Tie wae 


ux 4e U3, 74.10-8 r2— 1 Yr? 


= 2r7 1 : 16 
Tha 3m (om Ax Sx Ax (= 1 tone e r? — ( ) 


Ay in A zu rechnen ist. Diese Gleichung diirfte vermutlich exakter 
pelten als (14), da sie keine hypothetischen Groen wie die ,Stirke“ der 
rsatzoszillatoren mehr enthilt. 

Messungen, welche eingehend genug waren, um diesen Verlauf des 
schwichungskoeffizienten im einzelnen zu zeigen, liegen bisher wohl 
‘icht vor. Vielleicht ist es aber méglich, durch genaue Messungen die 
“heorie in diesem Punkte nachzupriifen’). 


1) In Fig. 2 wurde der mittlere Teil des Abfalles, fiir welechen die Naherung 
3), (14) nicht hone gilt, interpoliert. 

| 7”) Der von S. J. M. Allen (Phys. Rev. 24, 1, 1924) gemessene allmahliche 
bfall des Bl iencttizienten auf der langwelligen Seite der A-Kante ist 
ch sehr viel sanfter als der hier berechnete und diirfte im wesentlichen auf 
-nvollkommenheiten der Messung beruhen; Allen selbst glaubt diese Frage auf 
‘rund seiner Messungen nicht entscheiden zu kénnen. 


660 W. Bothe, Die Absorption der Rontgenstrahlen vom klassischen Standpunkt. | 

Es ist jetzt noch die Frage nach dem Verbleib der ausscheidenden | 
Primarenergie zu erértern. Auf der kurzwelligen Seite der Kante wissen | 
wir nur, daB ein Teil in Streustrahlung umgesetzt, ein anderer zur Er- 
zeugung von Photoelektronen verbraucht wird, ohne sichere ae 
punkte dafiir zu haben, in welchem Verhiltnis diese Aufteilung erfolgt a 


Auf der langwelligen Seite dagegen kann Photoemission nach allbekannten 


Quantenprinzipien nicht erwartet werden. Daher mu8 unser Ausdruck (14) 
fiir diesen Fall den Streukoeffizienten darstellen. Dieser sollte also 
in gar nicht sehr kleiner Entfernung von der Kante noch Werte haben, 
welche hohe Vielfache des Thomsonschen Wertes betragen. Auch von 
dieser Seite erscheint eine Priifung der Theorie méglich, naémlich durch 
Messung des Intensititsverhiltnisses von Streu- und Primiarstrahlung als 
Funktion der Wellenlinge in der Nahe emer Absorptionskante des Streu- 
strahlers. Gleichzeitig erkennt man, daS zum gesamten Streukoeffizienten 
einer Substanz im allgemeinen nur diejenigen Atomelektronen merklich 
beitragen, fiir welche die zugehdrige Absorptionskante langwelliger ist 
als die betrachtete Strahlung. 

Grundsiatzlich steht wohl nichts im Wege, die lier gezogenen 
Schliisse auch auf die optischen Seriengrenzen zu iibertragen. Nur ist 
zu beachten, da8 hier die Normierung (3) der Verteilungstunktion fiir 
die Oszillatoren nicht mehr angenihert richtig sein kann, da zu der 
Bandenabsorption noch die Linienabsorption in der zugehérigen Serie 
kommt. Dadurch wird die Gesamtstarke der Oszillatoren, die dem Ab- 
sorptionsband zuzuordnen sind, erheblich gegeniiber der wirklichen Elek- 
tronenzahl verkleinert ”). ; 

Zam Schlusse sei nochmals betont, da’ die ganze Rechnung wohl 
vorlaufig mehr qualitativ als quantitativ zu nehmen ist. Der Haupt- 
grund hierfiir diirfte darin liegen, da® die einzelnen Atomelektronen als 
voneinander unabhingig betrachtet wurden, was sicher nur naherungsweise 
zulissig ist. Am wenigsten diirfte von dieser Unsicherheit noch die 
Gleichung (16) betroffen sein. 


Charlottenburg, November 1926. 


1) Fiir die Dispersion dirfte man wohl nur den wirklich als Streustrahlung 
emittierten Teil der klassischen Ausstrahlung in Ansatz bringen. 
2) W. Kuhn, ZS. f. Phys. 33, 408, 1925. 
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Uber quantenmechanische Darstellung 
von Quantenspriingen. 
Von P. Jordan in Géttingen. 
(EHingegangen am 25. November 1926.) 


Nach den elementaren Vorstellungen der Quantentheorie kann die Wechselwirkung 


der Atome bei Stéfen, durch Strahlung usf. mit der Annahme unstetiger Quanten- 

spriinge beschrieben werden. Im Gegensatz dazu mu die exakte Quantenmechanik 

diese Wechselwirkungen als mit einem kontinuierlichen Energieaustausch in Form 

langsamer Schwebungen verkniipft betrachten. An einem einfachen aber typischen 

Beispiel wird der ausfiihrliche Beweis dafiir erliutert, daB beide Beschreibungs- 

weisen trotz ihrer grofen Verschiedenheit in allen empirisch priifbaren Aussagen 
dasselbe ergeben. 


Nach den Grundannahmen der Quantentheorie kann fiir die Wechsel- 
wirkungen der Atome durch Vermittlung der Strahlung oder bei Zu- 
sammenstéSen usf. eine sehr auschauliche unstetige Beschreibung 
durchgefiihrt werden auf Grund der Vorstellung, daB die Atome sich 
wechselseitig zu sprunghaften Anderungen ihres Zustandes veranlassen 2). 
Versucht man jedoch, Wechselwirkungen der bezeichneten Art mit den 
Hilfsmitteln der Quantenmechanik exakter zu erfassen, so ist man ge- 
notigt, zunaichst von einer Ankniipfung an diese Vorstellung abzusehen 
und die Wechselwirkung als durch langsame, kontinuierliche Schwebungen 
gekennzeichnet zu beschreiben. Es bedarf deshalb eines ausfiihrlichen 
Beweises, daB man durch Anwendung der quantenmechanischen Gesetze 
auf derartige Wechselwirkungen zu Ergebnissen kommt, die in jeder 
experimentell entscheidbaren Frage dieselbe Antwort liefern (in 


_ erster Annaherung), wie sie aus der elementaren unstetigen Beschreibung 


der Vorgiinge zu entnehmen ist. In dieser Note soll das an einem sehr 
einfachen Beispiel erlautert werden; die Verallgemeinerung der angestellten 
Uberlegungen bereitet keine Schwierigkeit. Die dabei zu beachtenden 


1) Bekanntlich hat Schridinger, ausgehend von den mathematischen Be- 
ziehungen, durch deren Aufdeckung er die Quantenmechanik bereichert hat, Vor- 
stellungen entwickelt, die sich zu den von Planck, Einstein, Bohr entwickelten 
Grundannahmen der Quantentheorie in radikalem Gegensatz befinden. Die folgen- 
den Ausfiihrungen griinden sich jedoch durchaus auf die alten Vorstellungen 
(stationare Zustinde; Uberginge), welche sie genauer zu analysieren und zu stiitzen 
geeignet scheinen. 
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Tatsachen und Gesichtspunkte sind zum Teil schon von Born’) und 
Dirac?) in anderem Zusammenhang erdrtert worden. 

Wir betrachten zwei ungekoppelte ungleichartige Atome A,, A, mit 
den Quantenzahlen m,, n, (= 0, 1, 2, ---) und den Energien W, (”,), 
W, (n,). Dabei soll 

W, (1) — W, 0) = W, (1) — W, (0) 
sein, so daf also das aus beiden Atomen zusammen bestehende mechanische 


System mit der Energie 
W (n,n) = W,(,) + We (%%) 
eine Entartung 
W (10) = W(01) 

besitzt. AuBer dieser Entartung soll jedoch keine weitere vorhanden sein. 

Es mége dann eine mit 4 proportionale Kopplung zwischen den 
Atomen eingefiihrt werden, so daB die Energiefunktion die Gestalt 

H=H,+H,+4H' 
gewinnt. Die Wirkung dieser Strung ist die, daf jede auf das un- 
gestérte System beziigliche Matrix g = (9 (4%) My ms)) in 
g = ToT 
verwandelt wird, wobei 7’ orthogonal ist. Ubrigens beschiftigen wir 
uns nur mit dem Grenzfall 4 —= 0 (der im allgemeinen nicht iiberein- 
stimmt mit dem ungestérten Zustand der ungekoppelten Atome). Dabei 
ist TWT-1 — W, also J vertauschbar mit W, woraus folgt, dab in 
T = (L (n,n, m,m,)) nur die Glieder : 
T (Mt) %%»); T (01, 10); 7 (10, 01) 


von Null verschieden sind. Die Orthogonalitat von 7 verlangt dann, 
dai (abgesehen von belanglosen Phasenkonstanten) 
a 
T (Ny %g) %,%) == 1 fir nym, = | ae (1) 
| 7 (10, 10) |? + | 7:10, 01)P = 1,) 
|Z (01, 10) |? + |Z (01, 01) Ph = i 
T (10, 10) 7* (01, 10) + 7 (10, 01) T* (01, 01) = O (3) 
(wobei a® die Konjugierte zu a bedeutet). Aus (3) folgt iibrigens: 
[7 (10, 10)?..|.7.(01, 10)? == [7 0, 01))?.| 2 (01,01) 7, . @) 


1) M. Born, ZS. f. Phys. 38, 803, 1926. 
*) P. A.M. Dirac, Proc. Roy. Soc. 112, 661, 1926. 
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Man erhilt danach fiir die Elemente der transformierten Matrix die 
folgende Tabelle : 


Fall a) NM, | | 10 
mM, Mz | (O1’ 
g (nm) = g (nm). 
Halle) M, My SE le 
g' (10, m,m,) = T (10, 01) g (01, m,m,) + 7 (10, 10) g (10, m,m,), 
g' (01, m,m,) = T (01, 01) g (01, m,m,) + T (01, 10) g (10, m, m,) 
[Faktoren 7’ (m,m,,m,m,) == 1 sind sogleich fortgelassen]. 
Fall c) ieee hey 
g' (n,n, 10), g' (m,n, 01) entsprechend wie b). 
Pallld) ¢ Ws, O1) — T Ol, 10) Fao) 7 Or 10) 
ET OL NO) EG Gor OL) en (OVO) 
+ TOMO gor Olen = (Ol 701) 
+ 7 (01, 01) g (O01, 10) 7* (01, 10) 


— T (10, 10) g(10, 10) 7* (10, 10) 
4+ T (40, 10) g (10, 01) 7* (10, 01) 
4+. 7 (10, 01) g(01, 01) T* (10, 01) 
T (10, 01) g (01, 10) 7* (10, 10) 


g' (01, 10) — 7 (01, 10) g (10, 10) 7* (10, 10) 
T (01, 10) g (10, 01) 7* (10, 01) 
+ (01, 01) g (01, 01) 7* (10, 01) 
+ T(O1, 01) g (01, 10) 7* (10, 10) 


g (40,01) = 7 (10, 10) 9 (10, 10) 7* (01, 10) 
+ 1'(10,10)g (Or OL ye * Ol, 01) 
+ 7 (10, 01) 9 (01, O01) 7'* (01, 01) 
2 (LO SOL OURO) 2 Ol, 20) 
Man beachte, das J’—! die transponierte, konjugiert komplexe Matrix 
izu T’ ist.) 


Nach den Grundvorstellungen der Quantentheorie muf man nun die 


g (10, 10) 


+ 


‘Wechselwirkung der Atome in unstetiger Weise folgendermafen (ange- 
ahert) beschreiben kinnen: Eine Wechselwirkung tritt tiberhaupt nur 
Jann auf, wenn entweder n, — 0, m, = 1 oder n, = 1, mn, = O ist. 
‘Und in diesen Fallen besteht die Wechselwirkung darin, daf die Atome 
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wiederum dauernd so reagieren, als wenn sie ungestért waren, wobei 
jedoch in gewissen zeitlichen Abstinden Quantenspriinge eintreten, bei 
denen das eine Atom von | nach 0, das andere von 0 nach 1 tbergeht. 
Wird 2 — 0, so werden die Pausen zwischen den Spriingen unendlich 
lang; la8t man, von ungekoppelten Atomen 2 — 0 ausgehend, zunichst 
ein endliches 4 entstehen, das dann wieder auf Null gebracht wird, so 
verbleibt im Falle », = 1, ny = 0 (baw. n, = 0, n, = 1) eine Wahr- 
scheinlichkeit w, (bzw. wy) dafiir, daB A, zuletzt im Zustand 0, und eine 
Wahrscheinlichkeit 7, —= 1 — w, (bzw. wy = 1—w,), dai A, zuletzt 
im Zustand 1 ist. 

Wir behaupten: Diese Aussagen sind in vollkommenem Kinklang 
mit den obigen matrizentheoretischen Feststellungen, wenn man- 


ig | T1001 toa rete iLO, 110) (2) 


wy = |7(01,01)P; wy = |7 (01, 10)? J ) 

annimmt. Die Beziehungen wy + Wg —= Wy + Wy = 1 sind dann nach (2) 
in der Tat erfiillt. Aus (3’) folgt ferner. 

Wy = We. (5) 


Fir die experimentelle Messung der w, usf. (und fiir die empirische 
Priifung der Richtigkeit der unstetigen Beschreibung iiberhaupt) gibt es | 
drei Methoden : 

Methode A: Man kann durch auSere Einwirkungen Quantenspriinge - 
eines der Atome, etwa A,, erzeugen und aus den dabei eintretenden — 
Energieumsetzungen sowie den Wahrscheinlichkeiten dieser Quantenspriinge 
Riickschliisse auf den vorherigen Zustand von A, ziehen. 

Methode B: Man kann von Gréfen, die bei isoliertem <A, zeitlich | 
konstant sind, ihren Mittelwert, ihren Quadratmittelwert usf. in direkter 
Weise messen (z. B. magnetisches Moment von A,). 

Methode ©: Man kann endlich A, beschleunigen durch ein auSeres 
Kraftfeld, dessen Wirksamkeit auf die Zustiinde n, == 0 und m, = | des 
ungekoppelten A, verschieden ist (Stern-Gerlach-Versuch). 

Erorterung der Methode A: Die Ubergangswahrscheinlichkeiten 
von A, bei auberer Beeinflussung seien fiir isoliertes A, gegeben durch 
die Quadrate der Absolutwerte w,(m,”) == |g(,%)|? der Elemente 
einer Matrix g. Dies ist bekanntlich die allgemeine Form fiir die Wahr- 
scheinlichkeiten aller durch Strahlung, StéBe oder sonstige imkoharente 
Einwirkungen veranlagten Ubergiinge. Betrachtet man A, mit A, als 
ein System, so ist die Matrix g zu schreiben mit den Elementen 


G (Ny Ng, MM) = Ono my Gy (M™4)- 
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Die Kopplung von A, mit A, bewirkt den Ersatz von g durch 


g = Tg T~}, und man erhilt Ubergangswahrscheinlichkeiten 
w' (N,N, M,m,) = |g' (m,n, m, m,) |? 
die folgende Werte haben (vgl. die obige Tabelle): 
Fall a) Ny Ny | ie f 10 
mm)" \O1 
W' (Ny Ny, M,My) = Ong my W, (M,M,): 


Das heift: Die Uberginge zwischen zwei Zustanden, die von 
10 und O1 beide verschieden sind, stimmen nach Energieumsatz 
und Wahrscheinlichkeit mit denen des isolierten A, tberein. 


Falle b) me== Orr 
w' (10, m,1) = w,(Om,) .| 7 (10, 01))?, 
w' (10, m,0) = w,(1m,).|7 (10, 10), 
w (10, m,m,)= 0 fir m,> 1. 


Betrachten wir die w’ als Wahrscheinlichkeiten fiir von 10 aus- 
gehende Uberginge, so bedeuten die Formeln: |2(10, 01)? ist. die 
Wahrscheinlichkeit dafiir, daB A, scheinbar isoliert, und zwar 
fm Zustand m,— 0 ist; d. h. es ist |7 (10,01) = w,. Ent- 
sprechend ist | 7’(10, 10)|? == w,, womit die oberen Formeln (4) bewiesen 
sind. Die unteren ergeben sich entsprechend. 

Betrachten wir jedoch die w’ als Wahrscheinlichkeiten fiir in 10 
endende Ubergiinge, so ist zu beachten, daS vom Standpunkt der un- 
stetigen Beschreibung z. B. die mit den Wahrscheinlichkeiten w' (10, m, 1) 
und w' (01, m, 1) erfolgenden Ubergiinge m,1—> 10 und m,1— 01 beide 
stets als Uberginge in den Zustand scheinbar isolierter Atome mit 
n, = 0 und n, = 1 aufgefaBt werden miissen (und nicht etwa auch 
nm, = 1 und n, = 0!). Denn da die auSere Einwirkung nur auf A, 
gerichtet ist, so mu vom Standpunkt der unstetigen Beschreibung aus 
eine Sprungerregung an A, fiir unméglich gehalten werden; der Ubergang 
vom Systemzustand m, 1, der in der unstetigen Beschreibung stets als 


“4ustand n, = m,, n, = 1 der isolierten Atome aufgefaSt wird, zum 
systemzustand 10 oder 01 kann deshalb nur als Ubergang zum Zustand 
yo, = 0; m, = 1 der isolierten Atome aufgefaBt werden. Also muB 
‘lie Summe 


w' (10, m,1) + w' (01, m, 1), 


wenn die unstetige Beschreibung richtig sein soll, tibereinstimmen mit 
0,(Om,); und man sieht, da6 das wirklich der Fall ist. 
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Damit ist die behauptete Ubereinstimmung der exakten quanten- 
mechanischen und der elementaren unstetigen Beschreibung der Wechsel- 
wirkung von A,, A, hinsichtlich der experimentellen Methode A voll- } 
stiindig bewiesen ’). 

Erérterung der Methode B: Als zu messende Grose wahlen wir 
etwa die Energie W, von A,”). Wir betrachten nur die Zustiinde O1, 10; | 
in allen anderen Zustinden erhalt man nach den Formeln der obigen | 
Tabelle stets den Energiewert des isolierten A,, wie nach der unstetigen i 
Beschreibung zu erwarten. Im Zustand 01 bekommt man aus g = W, | 
— On mi Ones (m,): . 

g' (01, 01) = W,0).|7 Ol, 10) |? + W,(0).|7 O01, 01)/?; 
oder nach (4) in Worten gemaS der unstetigen Beschreibung: Energie — 
yom Zustand 1 mal Wahrscheinlichkeit dieses Zustandes plus Energie | 
von 0 mal zugehérige Wahrscheinlichkeit. Abhnlich ergeben sich fir die 
quadratische Schwankung der Energie aus den Matrizenformeln die- | 
selben Ergebnisse wie aus der elementaren Vorstellung der unstetigen } 
Beschreibung °). 

Die Methode € soll hier jetzt nicht ausfiihrlicher untersucht werden. | 


Gottingen, Institut fir theoretische Physik. 


1) Von den Ubergangen des Systems A,-+ A, ist im obigen lediglich der jj 
Ubergang 10 > O1 nicht naher betrachtet worden. Vom Standpunkt der unstetigen |} 
Beschreibung ist er zu kennzeichnen als ein Quantensprung, bei dem sich primar ) 
nicht der Zustand von A, andert, sondern die Wahrscheinlichkeit, da A,| 
im Zustand 0 oder 1 ist. : 

2) Diese Energie kann (ahnlich wie ein magnetisches Moment von A,) im 
Prinzip ohne Anregung von Quantenspriingen an Aj, etwa durch Wigung, ge-} 
messen werden. 

3) Hine ausfiihrliche Erorterung der ,Methode B“ findet sich in einer Arbei 
von W. Heisenberg, deren Manuskript ich nach Abschlu8 dieser Note zu sehen} 
bekam. 
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Der Energieinhalt des elektrischen Teilchens 
nach den Einsteinschen modifizierten Feldgleichungen. 
Von N. R. Sen in Calcutta. 


(Eingegangen am 28. September 1926.) 


Es wird die Gesamtenergie eines kugelférmigen elektrischen Teilchens unter Be- 
achtung der Grenzbedingungen berechnet. Es zeigt sich, daf die Energie zu 5/, 
vom elektromagnetischen und zu 14/, vom Gravitationsfeld des Teilchens herriihrt. 
Weiter ergibt sich die Integrationskonstante, die gewéhnlich mit der Masse iden- 
tifiziert ist, als wirklich proportional der Gesamtenergie des Teilchens. 


1. Eine befriedigende Lisung des Problems der Materie vom Stand- 
punkt der Relativitiitstheorie zu finden, ist schon von verschiedenen 
Physikern, die von verschiedenen Hypothesen ausgegangen sind, versucht 
worden. Aber bei keiner Theorie ist ein vollstindiger Erfolg erreicht 
worden, insofern, als keine Theorie die Erscheinung der elektrischen 
Partikel mit verschiedenen Ladungen, die aber entgegengesetzte Vor- 
zeichen haben, und der Massenanhiufungen nur bei den positiven Teilchen 
eindeutig erkliren kann. Die Theorie von G. Mie!) nimmt an, daf die 
inneren Krafte in der Partikel von elektrischer Natur sind, wahrend 
Weyl*) sowohl Gravitation als auch Elektromagnetismus annimmt, die 
aber durch die Weltmetrik zusammenhingen. Nach Einstein®) sind die 
materiellen Teilchen durch die Gravitationskrifte zusammengehalten und 
stehen die zwei Phiénomene Elektromagnetismus und Gravitation inner- 
halb der Materie in enger Beziehung. Diese letzte Theorie von Ein- 
stein, in mancher Hinsicht befriedigend, versagt aber, wenn man damit 
die Existenz des Elektrons erkliren will. Sie fiihrt zu dem Schlu8, da8 
jede kugelsymmetrische Verteilung der Ladung im Gleichgewicht bleiben 
-mu8. In der vorliegenden Arbeit werden einige Folgerungen dieser 
_Hypothese, nimlich, da8 der Ursprung der bindenden Kraft innerhalb des 
materiellen Teilchens Gravitation sei, abgeleitet. Es wird hier an- 
genommen, daf eine elektrische Partikel eine Grenzfliche hat, an der die 
Ladung vollstandig aufhért und das Vakuum anfingt. Auf die Bedin- 
-gungen an dieser Grenzfliche muS geachtet werden. 


ny 


1) Ann. d. Phys. 87, 39, 1912. 
*) Raum-Zeit-Materie, § 40, 41. 
5) Berl. Ber. 1919, S. 349. ine andere Arbeit auf diesem Gebiete unter 
Zugrundelegung der Kinsteinschen Feldgleichungen ist von H. Reissner, ZS. f. 
Phys. 31, 844, 1925, 
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2. Nach Einstein?) wird die Weltmetrik durch die Gleichungen 

Rit —F Gin R = — «Sip (i, k = 1, 2, 3, 4) (1) 

bestimmt, wo R;, den Feldtensor und S,, den elektromagnetischen 

Energietensor bedeutet. Verjiingt man diese Gleichung, so entsteht eine 
Identitit. Dazu kommen die Maxwellschen Gleichungen 

BE mC pe . one 

0 x Ox Ou 

i Td ae 

Sete ee Hoag e® ) ates 3 

EE eager) (3) 

die auch fir die Partikel gelten. Die Tensoren S;, und F, hangen 

durch die folgende Gleichung 
Si = Fie Fy — 10, FP Fug (4) 


zusammen. Der Energieimpulstensor 7';;;, fiir die Materie ist mit dem 


== (2) 


Tensor S;, durch die Gleichung 


1 
Ti, = Sie +g B+ 44) 9x (5) 
% 
verbunden. Hier bedeutet — 44 die konstante Kriimmung des Raumes 
augerhalb der Materie. Durch Divergenzbildung der Gleichung (1) 
hat man 
1 OR 
rae yA lesa 
4u Ox! 


Die Coulombschen Kriafte werden durch eine Kraft, die proportional 
dem Gradienten der Kriimmung ist, im Gleichgewicht gehalten. Wir 
wollen nun eine kugelsymmetrische Lésung dieser Gleichungen unter- 
suchen. 
3. Es sei das Linienelement gegeben durch die Formel 
ds? = 9,0? dt? —g, dr —r de —r’sin’ dq’, 
g, und g, sind Funktionen von r. Die von Null verschiedenen Kriim- 
mungskomponenten sind : 
CGR Ge LNG a Tht SOE 
PG y es Lge sR G9, Gimme 


R 


Rk, = Se ee Le 
42 2G G Ee AGT AO: 
33 — F,,sm’o, 
gs. gC 9194 a 
Le ae ar . Tee 


29, Ay Age 0; 
1) A. Einstein, 1. c. 


: 
f 
| 
; 
{ 
: 
{ 
| 
| 
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and i 
Ys 


2 
ann | Is 


ies age 


7, bedeutet dabei usw. k(k,, ky, kz, k,) ist das Viererpotential, das 


NG 2H 2H Zee 
291%, 7TH THI Pg) 


4 (6) 


len Tensor F,,, wie folgt bestimmt : 


Olin On 


) Eng = oum ram O x” 

nm unserem Falle ist /, ky ke 0, k, = 0. Die Gleichungen (2) 

zeben , 

P d Ky == = 
— (2 ae gy 2 Pp. (7) 
dr ( Vo, fe Voge? 

Der elektromagnetische Energietensor hat die Komponenten 

1Ske ib Geilipe 
S eS aS —— i S a . sin? 4. 
Age 44 2 I, 22 2 I; Is 33 22 


Substituiert man nun diese Werte in (1), so hat man drei nicht-triviale 
leichungen, von denen aber nur zwei unabhingig sind. Diese geben 
geanlieh 949, == Const =o (8) 
and 9 3 9 2 

3 og, = Bang — (9) 
‘n (7), (8) und (9) haben wir nur drei Gleichungen fiir vier GréSen, 
also eine Gleichung zu wenig. Es muf jede kugelsymmetrische Ver- 
seilung der Ladung im Gleichgewicht bleiben. 

: 4. Nun nehmen wir an, die elektrische Partikel habe den bestimmten 
Radius a und die Ladung sei wie eine Raumdichte verteilt; P in der 
Fleichung (1) bedeutet diese Raumdichte. Verstehen wir unter g die 
aatiirlich gemessene Raumdichte, so ist 

P= Voto 

su setzen. Hier sehen wir von dem Umstand ab, da innerhalb einer 
solchen Partikel keine Messungsoperation durchfiihrbar ist. Auferhalb 
ter Partikel kiénnen wir annehmen, da das bekannte Gravitationsfeld 
‘es Elektrons herrscht !): 


. 1 p 0? 
Be ds" = (1 = oe 3 Ar 4 - a) ear 


1) M. v. Laue, Relativititsprinzip 2, 237, 1923. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XL. 45 


+ 
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Der MaBtensor an der Oberfliiche r = « mu stetig sein. Dies bestimmt 7 
sofort den Wert der Konstante o. Sie ist wie im Aufenraum gleich 1. 
Durch Integration der Gleichung (7) hat man 
1? 
ki, = E> | Pdr, 


yr? y 


oe ee 


B sei eine Integrationskonstante. Wir setzen 6 — 0, weil dieser ‘Term 
im Nullpunkt unendlich gro wird, und fiihren weiter eine Funktion (7) 


durch die Gleichung ' 


| pape | 
— = WPT es — Ve (r) ey 


ein. Spiter werden wir sehen, daB g (r) tatsachlich eine physikalische 
Bedeutung zukommt. 
Ist nun e(r) die Gesamtladung innerhalb einer Schale vom Radius r, 


so ist 
WD) = | {J Q Voit? sin Odrdbdg, 
0 


= 4x |r Par, 


= 4n|r Vg’ (r) Sol Pale 


wobei unter f, Lim r ) g’(r) zu verstehen ist. 
r—>o0 


Deshalb ist 


== O(@) == ahee [a V9 (a) — fo} 
Wir nehmen an, da8 (/,),,— 9 —= 0 ist, dh. es soll das elektrische Feld 


im Mittelpunkt verschwinden. Dies fiihrt zu der Bedingung f, = 0. 
Damit schlieBen wir auch eine Singularitét im Mittelpunkt aus. Daher 


é 


ergibt sich 
e (r) 


16 2? vr? 


g(r) = (11) 


und 

' CA >) 
P= Baw dl ) 
| 
Die Gleichung (9) kénnen wir nach Substitution von (10) integrieren. 


Dies gibt 


A ; 
Upeae| $4 Bet ae [EY ay (18) 
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Wir setzen wieder A = 0, um den unendlich grofen Wert im 
‘Nullpunkt zu vermeiden. g, mu8 weiter an der Oberfliche + — a 


sstetig sein. Daher hat man 


vo 4M 


Bar4 2na?| 20 ay =—-“+5 She Ep 


Integriert man die Gleichung (9) zwischen zwei benachbarten Flachen, 
die zwischen sich eine Ladung enthalten und eine diinne Schicht bilden, 
so hat man nach dem Limesverfahren 


ce), ~ Gas 
dy ate dr develo Wl 


ed : =f : : 
mH. h. es ist 7 stetig an der Grenzfliche. Dies gibt die folgende 


“sleichung : 


Bata + 2x0| PP ar =; wee (14’) 


~ 38a a’ 
m und B werden durch (14) und (14') bestimmt. Man hat in der Tat 


5 eT a 
ee iG 15 
: eee a -) 
a 
; 1 tine, Zeina. f pcr) 
hs ve =D NS hig: 16 
a 3 ‘ 96x? at 3) a4 x | ea ce) 


Nir kénnen nun den Kriimmungskalar R berechnen. Es ergibt sich 


' 


5 9) 

Pee gag.) 2 
as : 

" mo) Fe) 


f 
“Se ae oo) 8x (e Hy Ss, fe2ar an 


oer Gomt t+ 12 | 20 ar 


a 


a 


‘ach Substitution von (13) und (16). Aus (17) folgt sofort 
(R+4Dpaa = 0. (17 
un berechnen wir den Energieimpulstensor 1’; innerhalb des Teilchens. 
/s sind nur vier gemischte Komponenten von Null verschieden: 


ni i 1 
T; = 8+ 7 (R+ 44) 


= 8+ 2; 
45* 
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worl Z 


Prenen 2(20_2@)_ 6 (2O.ay U8) 


32 x? \at y* 7? 


ist. Diesem Teil des Energietensors, der durch die Gravitation hervor- 
gerufen ist, kénnen wir den elektromagnetischen Teil Si entgegensetzen. 
Er ist auch verantwortlich fiir die Erzeugung der Krafte, die gegen die 
Coulombschen Krafte wirken und das Teilchen im Gleichgewicht halten. 
Weiter sind diese Krafte einem hydrostatischen Druck abnlich, der an 
der Oberfliche r — a verschwindet. Dies kann man auch von vorn- 
herein einsehen. Denn g, und g, sind an der Oberfliche stetig, und aus 
(9) leuchtet es ein, daB gy auch dort stetig ist, weil k, stetig angenommen 


werden kann. Der Kriimmungskalar £&, der aus diesen besteht, mub | 


deshalb auch an der Oberflache stetig nach innen variieren, was mit der 
Gleichung (17') gleichbedeutend ist. Die Stetigkeit von g, gibt auBer 
(14) und (14’) keine neue unabhangige Bedingung, wie man leicht nach- 
priifen kann. 

5. Wir wollen nun die Energie des elektrischen Teilchens berechnen. 
Die Funktion g’(r) bestimmt die Gesamtladung in einer Kugel vom 
Radius r. Man kann auch g (r) eine ahnliche Interpretation geben. In 


unserem Falle haben wir 


og 
Sc ae nr 
i 
Die natiirlich gemessene Energiedichte in einem Punkte ist =" S., Die 
g 


gesamte elektrische Energie in einer Kugel vom Radius r ist 


2a | p @)dr = 2a 1p) — 9 O}. 


n 
Wir schliefen jede Singularitat im Nullpunkt aus und setzen g (0) = 0. 


2aq@(r) mibt die ganze Maxwellsche Energie in der Kugel vom 
Radius r. Nun ist die gesamte elektrische Energie auBerhalb des Teil- 


2 


chens, wie man leicht berechnet, gleich Bezeichnen wir die ge- 


e 
824 


| 
samte Maxwellsche Energie mit Ey, so ist 


; 9 j 
Ey = 5 +229) (19) 


Die Gravitationsenergie des Teilchens ist 


a 
ies 4a | r? Dtdr. (20) 


0 


{ 


+ 
y 
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! re . 
Wir miissen nun einen Ansatz fiir g(r) machen. Wir nehmen an, dab 
g(r) in einer endlichen oder unendlichen Reihe nach + entwickelbar ist, 
und setzen 


P (r) a SS On 1". 


Die Substitution von (18) in (20) und die nachfolgende Inte- 
gration gibt 


ae 


e 


Bh ccs 
q 24 na 


+ 9) QL) 
Aus (19) und (21) folgt 
Hing Bigs = aoe 
Die Energie des Teilchens riihrt zu ? vom elektrischen, zu } 
vom Gravitationsfeld her. Man erinnert sich bei dieser Gelegen- 
heit an dieselbe Energieverteilung im Lorentzschen Elektron?) und 
~ auch in der Hinsteinschen raumlich geschlossenen Welt”). Vergleicht 


man die Gleichung (15) mit (19) und (21), so erhalt man 


Mm . ae 
ee —, Eg — 4 Ey. (22) 


Die Integrationskonstante m ist mit der Masse der Partikel identifiziert. 
Gleichung (22) bestitigt dies und zeigt, da m der Gesamtenergie des 


Teilchens proportional ist und ae tatsichlich die Dimension der Masse 
“xC 


2 


1 bape in tees 
hat. Das erste Glied in (15), mit dem Faktor 72 multipliziert, ist von 
% 


2 


der GréSenordnung all was mit der GréSenordnung der elektromagne- 
ac 


tischen Masse des Lorentzschen Elektrons iibereinstimmt. Das zweite 


Glied, das proportional g (a) ist, riihrt von der elektrischen Energie 
innerhalb der Partikel her. Setzen wir nun 


4am 


b= und H = Hy + Eg, 


“eC 
so ist 


Eee, 
_ Wenn wir fiir einen Augenblick diese Betrachtung auf das Elektron aus- 
' dehnen, so sehen wir ein, daB die Konstante 
2 


8x 
— — ,+., 23 
U — 6mac 5a 7) oe 


1) M. Abraham, Theorie der Elektrizitit II, S. 186. 
2) A. Hinstein, l. c. 
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die Masse des Elektrons darstellt. Das erste Glied davon stimmt mit 
der elektromagnetischen Masse des Lorentzschen Elektrons iiberein. 
Kin Blick auf die Gleichungen (19) und (21) zeigt weiter, dab 2 dieses 
Betrages von dem aufSeren elektrischen Felde und } vom Gravitations- 
geld innerhalb des Elektrons herrtihren. Diese sind auch, wie oben 
gesagt, die beziiglichen Beitrige bei dem Lorentz-Poincaréschen 
Elektron. Das zweite Glied enthilt g(a) und entspricht zu 4 der elek- 
trischen Energie innerhalb des Elektrons. Dieses stellt in der Tat den 
UberschuB iiber die elektromagnetische Masse des Lorentzschen Elek- 
trons in der vorliegenden Theorie dar. Aber die Theorie gibt keine 
weitere Auskunft iiber die Funktion g(a). Das hingt in Wirklichkeit 
mit dem Umstand zusammen, da jede kugelsymmetrische Verteilung der 
Ladung im Gleichgewicht bleiben mu. Die Bestimmung von @ (a) ist 
nicht ohne eine weitere Annahme méglich. In betreff dieses Uber- 
schusses kann man sich hier daran erinnern, dal die Lorentzsche 
Theorie wirklich eine untere Grenze fiir die elektromagnetische Masse 


nach der Ungleichung 


2 
~ 67002 


festsetzt. Experimentell bestiitigt ist die Variation der Masse des Elek- 
trons mit der Geschwindigkeit, was nach der Relativitatstheorie fiir jede 
Masse gilt. 

SchlieBlich eine Bemerkung iiber den Tensor Dd): Gleichung (18) 
hat nach sukzessiven partiellen Integrationen die interessante Gestalt 


a 


ee [ee ar. 


- Ag r 
r 
Als explizite Funktion von r hiingt dieser Tensor, d. h. der von Gravi- 
tationskraften herriihrende Druck und die Energiedichte, in einem Punkte 
nur von den Werten von e(r) und P(r) zwischen den Schalen r = 1 
und 7 = @ ab. 


Calcutta, University College of Science. 
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Uber zwei Probleme 
bei der Ausloschung der Jodfluoreszenz'). 


Von Gottfried Ramsauer in Géttingen. 
Mit 2 Abbildungen. (Hingegangen am 5. November 1926.) 


f. Es wurde die Empfindlichkeit der durch griines und gelbes Licht erregten Jod- 
fluoreszenz gegen Stébe von Fremdgasmolekiilen mit einem Polarisationsphotometer 
verglichen. Dieselbe ergab sich innerhalb der Beobachtungsfehler als die gleiche 
fiir beide Aaregungen. Dasselbe wurde wiederholt fiir die Anregung durch eine 
Oadmium-Natriumlegierung bei spektraler Zerlegung und Photometrierung durch 
ein Kochsches Photometer. Das Ergebnis ist nicht eindeutig, weil die Uber- 
gangswahrscheinlichkeiten fiir die angeregten Jodmolekiile bei Zusatz von Fremd- 
gasen nicht als gleichbleibend angenommen werden kénnen. — Il. Es wurde die 
Ausléschung der Serienglieder innerhalb der Serien verglichen, und zwar bei den 
Anregungen durch Cadmium, Kupfer, Quecksilber und,Natrium. Das Ergebnis labt 
yermuten, daS sich die Ubergangswahrscheinlichkeiten angeregter Jodmolekiile bei 
Gegenwart von Molekiilen eines Fremdgases dndern. 


Strahlt man in einen mit Jodgas gefiillten Glaskolben monochroma- 
tisches Licht ein, so erhiilt man unter gewissen Bedingungen Fluoreszenz. 
Bei spektraler Zerlegung des Fluoreszenzlichtes erweist sich dasselbe aus 
einer Reihe fast aquidistanter Linien zusammengesetzt. Die Deutung 
dieser Erscheinung hat Lenz*) gegeben. Bei starker Auflésung zeigt 
sich, daB die Serienglieder aus Dubletts bestehen. Nach Lenz wird 
durch Absorption einer Linie das Jodmolekiil von einem ganz bestimmten 


, (m, p, n)-Zustand (m Rotation, p Schwingung, m Elektronenbahn) in einen 


angeregten (m',p',n’)-Zustand gebracht. Ms findet also unter den Mole- 
kiilen des Joddampfes, die alle méglichen Rotations- und Schwingungs- 
zustinde besitzen kiénnen, eine doppelte Auslese statt. Bei der auf die 
Absorption folgenden Emission erklirt sich zwanglos das Auftreten der 
iiquidistanten Linien, da p’ in alle méglichen Werte iibergehen kann, und 
ebenso der Dubletts, in dem m’ nach dem Auswahlprinzip nur die Werte 
m’ +1 und m’—1 annehmen kann. 

Bei Zusatz eines Fremdgases zu dem Joddampf kann die Wirkung 
auf die Fluoreszenz zweierlei Art sein, und zwar gestattet die Ver- 


schiedenheit der Wirkungsweise von Fremdgasen, die Gase in zwei 


Gruppen zu teilen. 
Gewisse Gase iiberfiihren beim Zusammensto8 die angeregten Jod- 
molekiile in benachbarte, im allgemeinen niedrigere Kernschwingungs- 


1) Auszug aus der Géttinger Dissertation. 
2) W. Lenz, Phys. ZS. 21, 691, 1920. 
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und Rotationszustinde. Der kleine dem Jod entnommene Energieiiber- 
schu8 geht in Energie der Warmebewegung tiber. Von diesem neuen 
Yustand aus sendet das Jodmolekiil beim Elektronenriicksprung eine 
andere als die friher beobachtete Resonanzserie aus. Durch die vielen 
Méglichkeiten der Uberfiihrung bei den Stéfen ist statt der einzelnen 
Bandkanten, die wir in dem Fluoreszenzlicht der ungestért strahlenden 
Jodmolekijle bei monochromatischer Anregung wahrnehmen, das Aut 
treten eines ganzen Bandensystems bedingt. Mit dieser Erscheinung geht 
eine Intensititsverschiebung einher. Die Intensitéit der Bandkanten ist 
bestimmt durch die Zahl der Molekiile, die die betreffende Wellenlinge 
aussenden. Finden nun StifSe statt mit Gasen dieser ersten Gruppe, so 
verarmt das fluoreszierende Jodgas an héher angeregten Molekiilen, die 
far das Aussenden der kurzwelligen Glieder der Resonanzserie noch in 
Frage kommen. Dagegen findet eime Anreicherung solcher Molekiile statt, 
die noch langwelligeres Licht auszusenden vermégen. Die Fluoreszenz- 
farbe schlagt daher ins Rotliche um. Die Edelgase (und auch Wasserstoff 
und zum Teil Stickstoff) wirken in der hier beschriebenen Weise’). 

Die andere Gruppe bilden die Gase, die bei einem Zusammenstof 
mit einem angeregten Jodmolekiil demselben alle Anregungsenergie ent- 
yiehen. Es emittieren dann nur noch die Jodmolekiile, die sich auferhalb 
der Wirkungssphiire eines Molekiils dieser Gruppe befinden. Mit wach- 
sendem Drucke des Fremdgases nimmt die Zahl der emittierenden Jod- 
molekiile stindig ab. Die Resonanzserie mit ihrer Zahl bestimmter 
Linien bleibt, von der immer schwicher werdenden Intensitat dieser 
Linien abgesehen, ungeiindert. Es bildet sich also kein Bandensystem 
aus. Das gilt allerdings nicht ganz streng, denn bei hinreichend langer 
Belichtung ist auch bei Zusatz von Gasen dieser Gruppe sehr schwach 
das Auftreten von Banden zwischen den Resonanzlinien wahrzunehmen. 


Diese Banden sind von solchen Jodmolekiilen emittiert, die in die Nahe’ 


der Wirkungssphire eines Fremdgasmolekiils gekommen sind, so da em 
Teil der Energie tibertragen werden konnte. Doch war die Entfernung 
zwischen dem Jod- und dem Fremdgasmolekiil so gro8, daB die Ein- 
wirkung des fremden Molekiils zur Vernichtung der ganzen Anregungs- 
energie nicht gereicht hat. Die elektronegativen Gase bilden diese zweite 
Gruppe”). 

Die Wirkungsweise der elektronegativen Gase auf die Fluoreszenz 
von Jod ist in dieser Untersuchung benutzt worden, um erstens die Emp- 


1) R. W. Wood und J. Franck, Phys. ZS. 12, 81, 1911. 
2) J. Franck und R. W. Wood, Verh, d. D. Phys. Ges. 13, 78, 84, 1911. 
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indlichkeit verschiedener Resonanzserien gegen StoéSe miteinander zu ver- 
sleichen und zweitens den Grad der Schwichung der Glieder innerhalb 
iner Serie festzustellen. 

I. Eime Untersuchung von Dymond’) hat ergeben, da man bei 
Sestrahlung von Joddampf mit Licht, welches vom Jod absorbiert wird 
hd langwelliger ist als die Bandenkonvergenzstelle des Jodmolekiils, 
“luoreszenz erhalt, da8 dieselbe aber erlischt, sobald das eingestrahlte 
acht kurzwelliger ist, als das der Konvergenzstelle entsprechende. Diese 
‘atsache bildete eime Stiitze fiir die Vorstellung?)*)4), daB bei der 
sandenkonvergenzstelle die Schwingungsenergie der beiden Jodatome 
rade den zur Trennung erforderlichen Betrag erreicht hat. Ein an- 
shauliches Bild der Wirkung des von Jod absorbierten Lichtes auf die 
odmolekiile ergibt sich durch folgende Uberlegung*)®). Die elektro- 
sagnetische Strahlung greift zunichst am Elektronensystem an, das in 
men neuen Zustand iibergeht. Die Elektronenanregung ist aber ver- 
aiipft mit einer Abnahme der Bindung, wie man aus der Abschattierung 
er Banden erkennt. Ein Maf fiir diese Abnahme gibt die Verkleinerung 
mes Schwinguugsquants im Anfangs- und im Endzustand®). Ein 
Ss eiscantant im Normalzustand ist bei Jod ungefihr doppelt so 
08 wie im angeregten. Die Auflockerung der Bindung ist also sehr 
yo8. Im Falle der Abnahme der Stiirke der Bindung geht mit dem 
ektronensprung eine Ubertragung von Schwingungsenergie einher. Wir 


mnen bei Jod also sagen, da bei der Kinstrahlung von Licht, welches 
‘in Jod absorbiert wird, mit dem Elektronensprung eine starke Uber- 
agung von Schwingungsenergie stattfindet, die schlieBlich dazu fiihren 
enn, dab die Jodatome mit kinetischer Energie auseinanderfliegen. 

Dymond’) hat neben den schon bekannten*), durch die Quecksilber- 


rien A = 5461 und 4 — 5769 angeregten Resonanzlinienziigen drei 
jue durch die Cadmiumlinien 4 = 5086, die Kupferlinie 4 — 5218 
}d die gelbe Natriumlinie 4 — 5893 hervorgerutene gefunden ”). 


1) E.G. Dymond, ZS. f. Phys. 34, 553, 1925. 

2) J. Franck, Trans. Faraday Soc. 21, 1925. 

3) K. L. Wolf, ZS. f. Phys. 35, 490, 1926. 

4) H. Kuhn, ebenda 89, 77, 1926. 

5) J. Franck, ZS. f. phys. Chem. 120, 144, 1926. 

5) R. Mecke, Ann. d. Phys. 71, 104, 1923. 

") E. G. Dymond, l. ec. 

8) R. W. Wood, Phil. Mag. 25, 253, 1918. 

®) Dymond hat die relativen Intensititen der Resonanzlinien bei allen 
‘ien gemessen. Er findet bei der durch Cadmium angeregten regelmibige starke 
iwankungen zwischen den Intensitiiten benachbarter Linien, die bei Kupfer- 
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Strahlt man nun Licht der Cadmiumlinie 4 = 5086, das 91 A-ES 
von der Konvergenzstelle des Jodmolekiils (A = 4995)1) entfernt ist, im 
Joddampf ein, so haben wir nur einen angeregten Zustand zu erwarten. | 
Denn bei der Wellenlange der Cadmiumlinie ist im Absorptionsspektrum des | 
Jods nur eine Serie vorhanden, und zwar die vom nichtschwingenden Zustand - 
ausgehende. Bei Natriumanregung (A == 58938) sind die Verhaltnisse nicht 
ganz so einfach. Die Natriumlinie ist 807 A-E. von der Cadmiumlinie | 
entfernt. Hier iiberdecken sich im Absorptionsspektrum mehrere Serien; | 
wir haben bei der Absorption der Natriumlinie auch die héheren 
Schwingungszustande des unangeregten Jodmolekiils zu beriicksichtigen. 
Weil aber der nullte Kernschwingungszustand bei kaltem Joddampf der 
wahrscheinlichste ist, und der vom nullten um etwa 807 A.-E. abstehende 
Kernschwingungszustand keine merkliche Wahrscheinlichkeit mehr besitzt, 
so diirfen wir annehmen, da8 durch Absorption der Natriumlinie dem 
Jodmolekiil im Mittel weniger Schwingungsenergie iibertragen wird, all: 
durch Absorption der Cadmiumlinie. Der mittlere Kernabstand der an- 
geregten Jodmolekiile wird im letzten Falle gréBer sein, als er bei de 
Mehrzahl der durch die gelbe Natriumlinie erregten Molekiile ist. Man 
konnte nun vermuten, daf sich dieser Unterschied in einer verschiedene 
Wirkungssphire kundgibt. Das sollte hier durch Untersuchung de 
Ausléschung bei Zusatz von elektronegativen Gasen festgestellt werden 
Dabei muffs man bedenken, da8 neben der Wirkungssphire auch di 
Leuchtdauer in die Rechnung eingeht. Die Leuchtdauer wird nach de 
Idassischen Theorie fiir eine kurzwellige Emission kiirzer sein all 
fiir langwelligere. Dieser Effekt wiirde also dem gesuchten gerad 


anregung auch vorhanden, aber schwiicher sind. Bei Quecksilberanregung ist d 
Intensitiitsverteilung uaregelmabig, der Intensitiitswechsel ist nur noch angedeute 
Endlich zeigt die durch Natrium angeregte Resonanzserie einen gleichmafig 
Abfall der Intensitit ihrer Glieder nach langen Wellen. Eine Theorie yon Le 
(ZS. f. Phys. 25, 299, 1924) gibt den Charakter des Intensititsverlaufes wiede 
Lenz hat die (bergangswahrscheinlichkeiten auf Grund des Korrespondenzprinai 
an einem klassischen Ersatzmodell, das den Vorgang nach Vornahme gewiss 
Idealisierungen wiedergibt als die Schwingung eines harmonischen Oscillato 
dessen Bindung periodisch durch die gleichfalls harmonische Bewegung der Ker 
gestért wird. Bei starker Wechselwirkung treten starke Intensititsschwankun 
auf. Es ist Lenz gelungen, den Intensititsverlauf der durch Wood beobachteti 
Resonanzserie als diesen Sonderfall seiner Rechnung zu erhalten. Unter dies 
Fall gehért auch die von Dymond beobachtete alternierende Intensititsverteilu 
und ebenso, wie die grofe Zahl ihrer Glieder erkeanen laBt, die durch Natri 
erregte Resonanzseric. Inwieweit es miglich sein wird, durch die von Lenz ¥ 
geschlagene Verfeinerung der Rechnung dea tatsiichlichen Verhiltnissen a 
quantitativ gerecht zu werden, li8t sich nicht iibersehen. ? 
1) R. Mecke, Ann. d. Phys. 71, 104, 1923. 
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mtgegenwirken. Wiirde man die oben vermutete Verschiedenheit des 
Wirkungsquerschnitts nur bei einem Drucke des Fremdgases suchen, so 
yestiinde die Méglichkeit, da sich gerade bei diesem Drucke die Wir- 
cungen kompensieren. Es sind infolgedessen immer verschiedene Drucke 
tir das Fremdgas gewahlt worden. 

Von zwei gleichen evakuierten, mit Jodgas gefiillten Glaskolben 
wurde dem einen etwas Luft zugesetzt. In beiden wurde durch weiGes 
aicht einer Bogenlampe gleichzeitig Fluoreszenz erregt. Die Anordnung 
yar wie in Fig.l. Vor der Lichtquelle befand sich ein grofer Konden- 
or, der das Licht auf zwei gleiche abbildende 
“insen konzentrierte. Jede dieser Linsen wart = |) 

er pez 


Fig. 1. 


‘as Licht in eins der JodgefaiBe zusammen. Vor 
fe eine Linse, und zwar die, die das Jodgefab 
it dem Luftzusatz bestrahlte, wurden Filter 
esetzt, und zwar ein Griin- und ein Gelbfilter nacheinander. Durch 
sn Polarisationsphotometer wurde die Intensitaét jedesmal mit der Inten- 


wat des ungeschwiichten Fluoreszenzlichtes verglichen. Es ergab sich, 
1B die Ausléschung fiir beide Anregungen innerhalb der Beobachtungs- 
‘hler dieselbe war. 

Dann wurde das gleiche Problem der Empfindlichkeit der verschiedenen 
esonanzserien gegen Stéfe mit einer objektiven Methode untersucht. 


Als Jodgefi8 diente eine Glaskugel von 10,5cm Durchmesser, in 

wr sich als Bodenkérper hineindestilliertes Jod befand. Es wurde die 
tensitit des Resonanzlichtes bei Zusatz von Sauerstoff aus einer Druck- 
mbe verglichen mit der des von Fremdyas vollig befreiten Joddampfes. 
se Glaskugel befand sich dauernd auf Zimmertemperatur. 
_ Da zwei verschiedene Resonanzlinienziige verglichen werden sollten, 
jirde als Lichtquelle eine Bogenlampe benutzt, deren Anode von einer 
}dmium-Natriumlegierung gebildet wurde, die in einem elektrischen 
en hergestellt war. Die Legierung lag dabei auf einem Kupferteller. 
's Kathode diente eine gewiélnliche Elektrode aus Retortenkohle. Die 
-ioreszenz wurde mit einem Spektrographen kleiner Dispersion und 
Ber Lichtstérke mit panchromatischen Agfaplatten photographiert. Da 
| beiden zu vergleichender Resonanzlinienziige gleichzeitig angeregt 
j rden, waren die Intensitaitsmessungen frei von Fehlern, die bei ge- 
jnnter Belichtung durch die Intensitiéitsschwankungen der Lichtquelle 
 stehien. 

Zur Auswertung der Schwirzung wurden auf jeder Platte mit 
JiBem Lichte Vergleichsspektren aufgenommen. Fiir diese Vergleichs- 
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aufnahmen wurden die gleichen Belichtungszeiten gewihlt, wie fiir die i 
Resonanzaufnahmen. Die Schwichung des weifen Lichtes erfolgte durch | 
Siebblenden, die direkt hinter der abbildenden Linse angebracht wurden. | 
Diese sind mittels Thermosiule geeicht worden. | 

Die Photometrierung der Aufnahmen hat freundlicherweise Herr | 
Dr. v. Hippel im Institut der Jenaer Universitat mit dem dortigen nach 
dem Kochschen Prinzip gebauten Registrierphotometer besorgt yy 

Die Messung bestand in einem Vergleich der Intensitéten der sich 
entsprechenden Linien beider Serien mit und ohne Sauerstoffzusatz. Es) 
ergab sich, von geringen Abweichungen, die die Beobachtungsfehler woh | 
kaum iibersteigen, abgesehen, eine kleine Andeutung dafiir, da8 die Liniew 
vom Natrium erregten Serie in etwas geringerem Mabe geschwichti 
als die entsprechenden Linien der durch Cadmium erregten Serie} 


der 


werden, 
Wir werden die mit dieser Methode gewonnenen Messungen unter 
auch noch in einem anderen Zusammenhang bringen. Will man any 
diesen Spektrogrammen einen Schlu8 auf die Wirkungssphire des Jodi 
molekiils in den verschiedenen angeregten Zustinden ziehen, so muB me H 
das Verhialtnis der natiirlichen Leuchtdauer der Anregungszustande kenne4 
und ferner die Voraussetzung machen, daB die spontanen Ubergangs# 
wahrscheinlichkeiten unter Lichtemission sich auch beim Vorhandensei} 
von Fremdgas nicht andern. Letztere Voraussetzung ist aber, wie sic | 
nachher erweisen wird, nicht streng erfullt. Der Methode kommt dahe 
bei unserer jetzigen Kenntnis nur eine beschrinkte Beweiskraft zu. 
Falls der Unterschied reell ist, kann er durch die verschiedent 
natiirlichen Lebensdauern erklirt werden. 
Es mag schlieBlich noch erwihnt werden, da es gelungen ist, Jo 
fluoreszenz mit der Bleilinie 4 == 5006 anzuregen. Diese Linie ist 
nur 11 A.-E. von der Konvergenzstelle des Jodbandenspektrums entfery 
Bei der ganzen Fragestellung ist fiir den Vergleich der Auslischung @ 
mit dieser Bleilinie erregten Serie mit der durch Natrium erregten ‘: 
Nahe der Konvergenzstelle bei der einen Anregung und die relativ gro 
Entfernung bei der anderen natiirlich augerordentlich giinstig. Leic 
erwies sich die Intensitit der Bleilinie 5006 als zu schwach, um n¢ 
eine Ausléschung des von ihr angeregten Fluoreszenzlichtes zu gestatt 
Die Untersuchung hat also ergeben, dab ein Unterschied fiir die 
schieden stark schwingenden Jodmolekiile aus einer verschiedenen 


1) Ich méchte an dieser Stelle Herrn Dr. v. Hippel meinen herzlichs 
Dank aussprechen. 
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-léschung der Fluoreszenzen bei Zusatz von Fremdgasen sich nicht ableiten 
‘lat, da die Ausléschung innerhalb der Beobachtungsfehler die gleiche ist. 
Es 1a6t sich leicht iibersehen, wie groB die Anderungen des Wir- 
| kungsradius sein miiSten, damit man sie unter den obigen Voraussetzungen 
“hatte nachweisen kénnen. Gehen wir von der Voraussetzung aus, daB 
ungeschwichte Intensitat 


ewir den Quotienten , den wir als Ma8 fiir die 


‘ geschwichte Intensitat 
Ausléschung ansehen, mit einer Genauigkeit von 10 Proz. mit dem 
Polarisationsphotometer messen kénnen. Eine Zunahme dieses Quotienten, 
‘die auBerhalb der Fehlergrenzen liegt, entsteht, wenn die Zahl der in der 
Zeiteinheit stattiindenden StiéBe um etwa 10 Proz. wachst. Dem ent- 
sspricht eine Vergréferung des Durchmessers des Wirkungsquerschnitts 
fom etwa 5 Proz. Wiirde also der Wirkungsradius des Jodmolekiils sich 
ei Bestrahlung mit griinem Lichte um 5 Proz. vergréSern, gegen die 
GréBe, die der Radius im Mittel bei Erregung mit gelbem Lichte hat, so 
bwiirden wir einen Unterschied fiir die oben definierte Ausléschung finden 
miissen. Da jedoch in einer Reihe von Arbeiten ')*) *) *)*)*) sich gezeigt 
vat, dai fiir die Wirkungssphiire optisch sich auswirkender Ste mehr 
)Resonanzerscheinungen zwischen den beiden Sto8partnern eine Rolle 
spielen als etwa die gaskinetischen Dimensionen, so hat es wohl vorlaufig 
wenig Wert, sich tiber die Art des hier eingenhenden Wirkungsquerschnitts 
destimmte Vorstellungen zu bilden’). 

Il. Das zweite Problem betrifft das Verhaltnis der Ausléschung der 
inzelnen Serienglieder innerhalb der Serie relativ zueinander. 

Um die Aussagen der Quantenstatistik auf diesen Fall anwenden zu 
<Onnen, miissen wir bedenken, da8 alle Glieder einer Resonanzserie von 
Molekiilen ausgesandt werden, die sich in einem einzigen Anfangszustand 
sefinden. Da von diesem Zustand aus eine ganze Zahl Ubergangsmiglich- 
eiten in untere Zustiinde bestehen, so ist die mittlere Lebensdauer um- 
ekehrt proportional der Summe der Ubergangswahrscheinlichkeiten A,, 
er vom angeregten Zustand aus méglichen Ubergiinge: 


A, = Ss. 
m 


1) 0. Stern und M. Volmer, Phys. ZS. 20, 183, 1919. 
2) H. A. Stuart, ZS. f. Phys. 82, 262, 1925. 

3) W. Schiitz, ebenda 35, 260, 1925. 

4) J. Franck, Naturw. 14, 211, 1926. 

5) L. Nordheim, ZS. f. Phys. 36, 496, 1926. 

6) G. L. Datta, ebenda 37, 625, 1926. 

") J. Franck, Naturw., l. c. 
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Die Intensitaiten der den Uhbergiangen entsprechenden Linien sind ge- 
geben durch It —N, AD Se Ant 
N, ist die Zahl der zur Zeit t = 0 (Anfang der Emission) im angeregten 
Zustand befindlichen Molekiile. 

Wiirden wir z. B. das Abklingen des Leuchtens des angeregten Jod- 
molekiils in einem Wienschen Kanalstrahl beobachten, so verlangt die. 
Quantenstatistik, daS die Intensitaten der emittierten Frequenzen an allen 
Stellen des Kanalstrahls im gleichen Verhiltnis stehen. 

Die Ausléschung der Resonanzserie durch Hinzusetzung eines fremden 
Gases bewirkt, falls sich nicht die spontanen Ubergangswahrscheinlich- 
keiten fiir die angeregten Jodmolekiile durch die Nahe von Fremdgas- 
molekiilen geiindert haben, eine Verkiirzung der Lebensdauer eines fiir die 
Emission in Frage kommenden Anfangszustandes. Man sollte daher ver- 
muten, da® alle Glieder der Serie durch Gaszusatz prozentisch in gleicher 
Weise geschwicht wiirden. 

Diese Vorstellung wurde gepriift durch Messungen der Intensitits- 
verteilung der Linien tiber die Serien bei Zusatz von Sauerstoff, wie oben 
erlautert wurde. In den Tabellen 1 und 2 finden sich die Werte fir die 
Ausléschung der Resonanzlinien fiir verschiedene Resonanzserien. Die 
Tabelle 1 bezieht sich auf die Fluoreszenz, die durch das Licht der Cad- 
mium-Natriumlinie angeregt wurde. Tabelle 2 gibt die Ausléschung bei 


Kupferanregung. 
Tabelle 1. 
SS 
a Ausloschung | A | Ausléschung 

——— ee SS > = 

Cd-Anregung 5153 | 16 Na-Anregung 5749 | 7,4 
5244 14,9 5816 8 
see | 12 5972 10 
5477 10 6046 8,6 
5602 | 6,6 6126 8 
Bay | 6 | 6205 | 8 
5850 ” 6295 | 6,5 

Tabelle 2. 
ee 
a Ausléschung | a Ausléschung 

Cu-Anregung 5278 5,4 || Cu-Anregung 5703 | 1,2 
533 4 | 5770 | 1,45 
5393 2,5 \ 5846 3,3 
5455 2,4 | 5922 17, 
5514 0,7 | 5991 1,5 
5577 1,2 6078 0,2 
5636 0,9 


X 
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Die Wellenlangen sind der Dymondschen Arbeit entnommen. Die 
-Versuchsanordnung bei der Anregung durch die Kupferlinie war dieselbe 
wie bei der anderen. TF iir die Ausléschung sind die Werte des Quo- 


M ungeschwiichte Intensitiit 
tienten 


= —— elngetragen. 
geschwichte Intensitit Sot eed 


Der Gesamtfehler ist mit etwa 12 Proz. zu veranschlagen. Er setzt 
sich zusammen aus der Fehlerméglichkeit bei der Eichung der Sieb- 
blenden, dem Ausmefitehler bei der Bewertung der Photogramme und 
dem Fehler, der durch értliche Inkonstanz der Empfindlichkeit der Platte 
bedingt ist '). 


iat wail die Werte ungeschwichte Intensitat 


- -—— als Funktionen der 
geschwiichte Intensitit 


‘Wellenzahlen auf, so zeigt sich fiir die Anreguag durch die Cadmium- 
linie ein fast linearer Abfall dieser Werte mit den Wellenzahlen bei den 
versten fiinf Linien. Da jedoch die beiden letzten Glieder dieser Serie 
and ebenso die Linien-der durch Natrium erregten diesen gesetzmibigen 
Abfall der Schwachung nicht zeigen, so darf man dieser Tatsache keinen 
/Wert beimessen. Wesentlich ist, da allgemein die langwelligen Glider 


, ; , : 
weniger geschwiicht werden als die kurzwelligen. 


Besonders deutlich ist dieser Gang der Schwachung auch bei An- 


Pregung mit der griinen Quecksilberlinie zu erkennen. Die so gewonnenen 
|Spektrogramme wurden nicht photometriert, da, wie 
Wood gezeigt hat, die griine Quecksuberlinie bei 
vollbelasteter Bogenlampe bis sieben Absorptions- 


‘linien des Jodmolekiilspektrums iiberdeckt. Wir 
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Foringen jedoch die mit Quecksilberanregung ge- ae 
wonnenen Spektrogramme in einer Abbildung, um es 
einen Anhaltspunkt fiir das Aussehen der Erscheinung zu geben (Fig. 2). 
Das obere Spektrum ist mit, das untere ohne Zusatz von Fremdgas ge- 
wonnen. Man sieht deutlich durch Vergleich beider Spektren, daS die 
sangwelligen Glieder weniger geschwicht sind, als die kurzwelligen. 
Das Resultat ist also entgegen der oben ausgesprochenen Erwartung 
ausgefallen. Wir haben daher zu priifen, ob es durch Nebeneffekte vor- 
} zetaiuscht sein kann. 

Zuniichst ist daran zu denken, da auch die stark ausléschenden 
/dase neben der einfachen Ausléschung der Resonanzlinien neue Serien 


'Jadurch hervorrufen kénnen, da bei einem ,Zusammenstof* die an- 


1) P. P. Koch, Ann. d. Phys. 80, 864, 1909. 
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geregten Jodmolekiile in untere Kernschwingungszustande geworfen 
werden. Der Unterschied zwischen den Edelgasen und den elektro- 
negativen Gasen ist also hinsichtlich ihrer Wirkung auf die Jodfluores- 
zenz nur ein gradueller; bei jenen liegt das Schwergewicht mehr bei der 
Uberfiihrung des einen angeregten Kernschwingungsniveaus in ein unteres, 
bei den elektronegativen Gasen liegt es mehr bei der strahlungslosen 
Uberfiihrung in den Grundzustand des Elektronensystems. 

Darum kénnte die relative Verstiarkung der langwelligen Glieder 
gegeniiber den kurzwelligen dadurch entstanden sein, daf bei Zusatz von 
Fremdgas im Spektralgebiet der langwelligen Glieder der Serien eine 
iiberall verteilte schwache Emission hinzukommt, deren Intensitaét zwischen 
den Linien unterhalb der Reizschwelle der photographischen Platte 
liegt, die aber die langwelligen Gheder durch Uberlagerung verstirkt. 

Diese Miéglichkeit wird jedoch widerlegt durch die Verhaltmsse bei 
den letzten Resonanzlinien, der durch Cadmium angeregten Serien und 
den ersten der durch Natrium erregten. Die Werte fiir die Ausléschung 


sind in Tabelle 3 nach der Wellenlinge geordnet angegeben. 


Tabelle 3. 
Anregung d Ausloschung 
Gd ty 5729 | «6 
Nich. Vefe Pn os Nee aes 0749 | 7,4 
INDIE os season 5816 | 8 
Cdiaaacaty. teeta DCO 7 


Die Serien greifen hier mit je zwei Gliedern iibereinander. Der — 


Unterschied in der Ausléschung ist groBer, als die Beobachtungsfehler es 


zulassen. Wiirde die Verschiedenheit in der Auslischung nur auf der — 


angefiihrten Wirkung beruhen, so diirfte eine alternierende Folge von 


Werten, wie sie hier beobachtet wird, nicht vorkommen. In der durch 
Kupfer angeregten Serie zeigt sich (siehe Tabelle 2) von 4 = 5708 an 
eine Zunahme der Ausléschung, die bei 4 — 5846 den relativ groBen— 
Wert 3,3 annimmt. Auch diese Beobachtung ist mit der oben angestellten 


Uberlegung nicht vereinbar. 

Ein anderer Einwand bezieht sich auf die Méglichkeit einer Ver- 
finderung des Fluoreszenzlichts durch Absorption. Das Fluoreszenzlicht 
hat auf dem Wege zum Spektrographen eine Schicht kalten Joddampfes 


zu durchsetzen. Dabei wird ein Teil des Lichtes absorbiert, und zwar 


die kurzwelligen Glieder der Serie mehr als die héheren'), Wiirde nun 


1) R. W. Wood und W. P. Speas, Phys. ZS. 15, 317, 1914. 
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zwischen den zu vergleichenden Aufnahmen die Dicke der zu durch- 
setzenden Schicht irgendwie geindert werden, infolge von Verriickungen 
_an der Apparatur, so kénnte dadurch unter Umstiinden der beobachtete 
| Effekt hervorgeruten sein. Es mu deshalb betont werden, da8 zu ver- 
))gleichende Aufnahmen sémtlich anschlieBend hintereinander gemacht sind, 
ohne daf die Justierung der Apparatur irgendwie geiindert wurde. 

Wir kommen zu dem Ergebnis, da sich eine reelle Verschiedenheit 
-in der Ausléschung fiir die Glieder innerhalb der Serien ergeben hat, die 
durch Uberfithrung der angeregten Jodmolekiile in benachbarte Kern- 
schwingungsniveaus nicht verursacht sein kann. Da man nicht annehmen 


wird, dab die Grundlage der Quantenstatistik unsicher ist, so ist man zu 
der Vermutung gezwungen, daB sich die relativen spontanen Ubergangs- 
wahrscheinlichkeiten bei Gegenwart des Fremdgases iindern, selbst wenn 
micht merklich neue Ubergiinge hierdurch entstehen. Dieses Resultat 
wird bei allen Untersuchungen iiber relative Ubergangswahrscheinlich- 
Mkeiten zu beachten sein. Wollen wir z. B. die relativen Intensitiiten der 
Linien einer in reinem Joddampf erregten Serie beobachten, so miissen 
wir beriicksichtigen, da auch die Einmischung von Jodmolekiilen auf- 
ainander die Ubergangswahrscheinlichkeiten verindern. Man wird daher 
| lie unverinderten Ubergangswahrscheinlichkeiten nur bei so niederen Jod- 
Arucken feststellen kénnen, daB gegenseitige Stérungen der Molekiile 
nicht in Frage kommen kénnen. 

Interessant wire es, mit eimer Methode, die yon solchen Effekten 
‘rel ist, wie die Wiensche Kanalstrahlmethode, auf direkte Weise noch 
Fsinmal die hier in Frage kommende Behauptung der Quantenstatistik 
} ,achzupriifen. 
Ich méchte an dieser Stelle Herrn Prof. Dr. J. Franck meinen 
}ierzlichsten Dank aussprechen fiir die Anregung zu dieser Arbeit und die 
HAnleitune bei der Durchfiihrung derselben. 
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Beitrage zur Erklarung 
der Erscheinungen bei der Kathodenzerstaubung. 


Von Theodor Baum in Kéln-Dellbriick. 


Mit 23 Abbildungen. — (Hingegangen am 12. November 1926.) 


Durch die Untersuchung des Zerstiiubungsvorganges im magnetischen Felde wird 
nachgewiesen, da’ es sich um einen atomaren Verdampfungsvorgang handelt. 


Die Vorginge bei der Kathodenzerstiiubung sind trotz der vielen 
Arbeiten, die seit der Entdeckung der Erscheinung zur Erforschung der 
ihnen zugrunde liegenden physikalischen Bedingungen ausgefiihrt sind, 
noch fast ungeklart. 

Die vorliegende Arbeit stellt daher einen weiteren Versuch dar, den 
Mechanismus der Kathodenzerstaubung aufzukliren. 

Es war beabsichtigt, dabei optische und magnetische Untersuchungs- 
methoden anzuwenden. Kurz vor Beendigung dieser Untersuchungen 
wurde jedoch eine Arbeit von Arthur v. Hippel, , Kathodenzerstaubungs- 
probleme“, veréffentlicht '), in der dasselbe Problem mittels spektroskopi- 
scher Messungen behandelt ist. Im folgenden sollen daher nur die magne- 
tischen Untersuchungsmethoden und die dabei gemachten Beobachtungen 
erértert werden. 

Vorbemerkung. Wegen der Verschiedenartigkeit der Anschau- 
ungen iiber dieses Phinomen sei ein kurzer Uberblick ther die dariiber 
aufgestellten Theorien vorausgeschickt. 

Im wesentlichen existieren drei Theorien, naémlich: die Verdampfungs- 
theorie, die Sprengtheorie und die elektrochemische Theorie. 

Als Begriinder der Verdampfungstheorie sind Hittorf?) und 
als Ausarbeiter J. Stark *) und Holst zu nennen. 

Hittorts Ansicht ist folgende: Teilchen der Kathodenobertliche 
werden durch die hohe Temperatur des Glimmlichts verfltichtigt und auf 
die umgebende kalte Glaswand abgelagert. Die Unterschiede in der 
Zerstiubbarkeit sind also nur von der Flichtigkeit des jeweils ver- 


wendeten Kathodenmaterials abhingig. 
1) A. v. Hippel, Ann. d. Phys. 80, 675, 1926. 
2) W. Hittorf, Wied. Ann. 21, 126, 1884. 
3) J. Stark, ZS. f. Elektrochem. 15, 509, 1909. 
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; Im Jahre 1909, 25 Jahre spiiter, machte Stark, gestiitzt durch 
‘le wesentlichen Fortschritte in der Atomtheorie, den Versuch, auf Grund 
sheoretischer Uberlegungen eine Formel fiir diesen Vorgang autzustellen. 
Der Gedankengang dieser Uberlegungen sei kurz wiedergegeben: 

Die positiven Ionen, die auf die Kathode treffen und nicht reflektiert 
werden oder tiefer eindringen, geben an der Oberfliche ihre Energie an 
‘ie Metallatome ab, so daf diese aus dem Kristallgitter herausfliegen. 
Jie Zerstiubung beginnt bei einem bestimmten GréBenwert der Energie 
ler [onen. Dieser untere Grenzwert ist der sogenannte Schwellwert. 
‘st die Energie gréBer, als gerade zur Uberwindung der Austrittsarbeit 
-riorderlich ist, so werden einerseits mehr Metallatome emittiert, anderer- 


its wird die Austrittsgeschwindigkeit erhéht. Je gréfer die kine- 


jische Energie der Ionen ist, um so tiefer dringen auch die Kationen in 
‘ie Kathode ein. Da aber nur solche Atome aus der Kathode emittiert 


lverden, die in den oberen Schichten liegen, so diirfte die Zerstiiubung bei 
; 
. 


vachsendem Kathodenfall nicht regelma$ig zunehmen, sondern allmihlich 


nem Héchstwert, dem oberen Grenzwert, zustreben. Auch die Grose 
lias Jons und der Gitterabstand der Kathodenatome diirften einen wesent- 
wchen EinfluS auf die Zerstiubung haben. 

Diese Theorie wurde von G. Holst?) noch erweitert. 

Holst geht von den Messungen der General Electric Company, Ltd., 
us. Er stellt fiir die Berechnung der Zerstiitubung eine Formel auf, mit 
xr man die Spannungen angeben kann, bei denen in anderen Gasen auch 
ie gleiche Menge zerstiiubt. Die Ubereinstimmung der Ergebnisse aus 
»n Messungen der General Klectric Company, Ltd. mit den berechneten 
Yerten ist sehr gut, die auftretenden Abweichungen lassen sich verstiind- 
vh erkliren. 

K. H. Kingdon und I. Langmuir?), die einen komplizierteren 
organg ihren Berechnungen zugrunde legten, kommen nach ihrer Aut- 
ssung zu einem héheren Schwellwert als Holst. 

» Die sogenannte Sprengtheorie, die sich ganz wesentlich von der 
-rbesprochenen unterscheidet, wurde von A. Berliner ®) aufgestellt. 

| Berliner fiihrt das Zerstiituben eines Metalls auf die in ihm ent- 
‘Itenen Gasreste zuriick. Beim Gliihen der Metalle werden Gasreste 
“und reifen beim Entweichen Teilchen des Metalls mit sich fort. Ein 
»tall, das bei einer Glimmentladung als Kathode dient, enthilt Gase 


1) G. Holst, Physica 4, 68, 1924. 
*) K. H. Kingdon und I. Langmuir, Phys. Rey. 22, 148, 1923. 
3) A. Berliner, Wied. Ann. 38, 291, 1888. 
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und wird im Laufe der Entladung so hei®, daB die okkludierten Gase | 
entweichen kénnen. Ob elektrische Krafte den Vorgang noch fordern, 4 
laBt er dahingestellt. 
Dieselbe Anschauung vertritt Gotz") (1922), der auch die Gas- | 
einschliisse fiir das Zerstiuben von Wolframdrahten in Glith- und Ver- | 
stiirkerlampen verantwortlich macht. | 
Etwas modifiziert findet man die Sprengtheorie bei V. Bush und % 

G. C. Smith?) vor. Nach ihnen brauchen die Gaseinschliisse nicht vor- 
handen zu sein. Die Gasionen, die bei der Entladung entstehen, dringen 
in das Metall ein, wobei sie infolge ihrer allmahlich wachsenden Zahl 
auf solche Drucke kommen, daB die Oberflichenschicht weggesprengt wird. — 
Eine elektrochemische Theorie vertrat zuerst V. Kohl-- 
hiitter®), die er aber nach laingeren Untersuchungen wieder aufgab.— 


se 
Sie laBt sich etwa kurz wie folgt zusammentassen: 
Kathoden in verdiinnten Gasen werden dadurch abgebaut, daf sich 
endotherme fliichtige Metallgasverbindungen bilden, die bei geeigneten 
. Zersetzungsbedingungen wieder unter Abscheidung von Metall zerfallen. 
A. Giintherschulze*) hat in neuester Zeit festgestellt, da neben | 

der normalen Zerstaubung auch eine elektrochemische Zerstiubung besteht. 
Zum Nachweis verwendete er Metalle, bei denen leicht zersetzliche Metall- 


gasverbindungen schon bekannt sind, wie Arsen, Wismut, Antimon und | 


K ohlenstoff. 


Nach diesem kurzen Uberblick sei noch einiges tiber die Messungen 
selbst erwihnt: 

Alle bisherigen Messungen zur Untersuchung dieser Erschemungen 
laufen darauf hinaus, die Abhingigkeit der zerstiubten Menge pro Am-_ 
perestunde vom Kathodenmaterial, Gas und Kathodenfall festzustellen. 
In einer Entladungsréhre bestehen aber zwei Strémungen nebeneinander, 
der Kationenstrom und der Elektronenstrom. Beide zusammen bilden- 
den Gesamtstrom der Réhre, den man auBerhalb messen kann. Fir die 
Zerstiiubung kommt jedoch nur der Kationenstrom in Frage; daher mul 
man alle Messungen fiir unzureichend erklaren, bei denen der Gesamt- 
strom in der Réhre gemessen worden und das Verhiiltnis des Elektronen- 
und Kationenstromes nicht bekannt ist. Eine Arbeit von A. Giinther-| 


1) A. Gétz, Verh. d. D. Phys. Ges. 8, 18—19, 1922, Nr. 1. 

2) V. Bush und G.C. Smith, Journ, Amer. Inst. Electr. Eng. 41, 627, 1922 
3) V. Kohlschiitter, Jahrb. d. Radioakt. 9, 355, 1912. 

4) A. Giintherschulze, ZS. f. Phys. 36, 563, 1926. 
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sschulze!) iiber die Verteilung der Energie zwischen Anode und Kathode 
zeigt, wie berechtigt diese Kritik ist. 

) Ferner besteht die eigentiimliche Tatsache, daB bei gleichen Ver- 
suchsbedingungen nicht immer die gleichen Ergebnisse festgestellt werden. 
Die Erklirungen hieriiber sind aber sehr unsicher, zumal jede tiefere Be- 
griindung dieser Erscheinung unterlassen ist. 

Die bisherigen Ergebnisse sind also recht unbefriedigend und — 
abgesehen von den Messungen der General Electric Company, Ltd., und 
den neuesten aus der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt von 
Giintherschulze — keineswegs geeignet, einiges Licht auf diese so 
omplizierte Erscheinung zu werfen. 


I. Die Untersuchungen zur Bestimmung der Teilchengréfe. 


Wie aus dem kurzen Uberblick der bestehenden Theorien ersichtlich 


st, handelt es sich vor allem um die Beantwortung der Frage: 

ysind die abgeschleuderten Teilchen Atome oder nicht? 

) Diese Frage nach der Gréfe der Metallteilchen hat man bisher aus 

3eobachtungen von Teilchengrésen im Ultramikroskop zu beantworten 

~ersucht, aber man erkannte bald, da auf diese Weise niemals die wirk- 

jiche GréSe in der Entladungsbahn festzustellen sei. 

Bei diesen Untersuchungen fand man aber andere merkwiirdige Higen- 

ate dieser durch kathodische Zerstiiubung gewonnenen Schichten. 
So ist die bekannte Erscheinung der magnetischen Zirkularpolari- 

= in Metallen zu nennen, die unter anderen Behrens”) an diinnen, 


vurch kathodische Zerstiubung hergestellten Metallniederschligen messend 


serfolet hat. Weiter zu erwihnen ist eme noch unveréffentlichte Arbeit 
‘on Brachetti*), der das Retlexions- und Absorptionsvermégen solcher 


vtinnen Metallschichten untersucht hat. Vor allem soll hier auf die 
eobachtungen von Kaempf hingewiesen werden, aus denen dieser in 
-eschickter Weise Schliisse auf die Gestalt der Teilchen zu ziehen suchte. 
Kaemp{*) beobachtete, daf durch kathodische Zerstiiubung her- 
estellte Metallspiegel eine Doppelbrechung zeigen und dieser Effekt der 
Joppelbrechung um so stiirker hervortritt, je gréfBer der Kathodenfall 


ei der Glimmentladung war. 


1) A. Giintherschulze, ZS. ft. Phys. 37, 868, 1926. 
*) H. Behrens, Diss. Miinster 1908. 

3) H. Brachetti, Diss. Minster 1914. 

4) F. Kaempf, Ann. d. Phys. 16, 308, 1905. 
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Er nimmt an, daf diese Teilchen Molekiile von Kugelgestalt sind, 
die durch den Anprall zu Ellipsoiden deformiert wiirden und dadurch | 
diesen Effekt verursachen. | 

Die theoretischen Uberlegungen, die er in dieser Arbeit betretis © 
dieses Punktes anstellt, haben viel Wahrscheinlichkeit fiir sich; daher — 
kann man diese als den ersten Versuch ansehen, die TeilchengréBe in der 
Entladungsbahn auf indirekte Weise zu be- | 


HT 3 
stimmen. 


Binwandfrei kann man die Teilchengréfe — 
i — jedoch nur in der Entladungsbahn selbst fest-_ 
stellen. 


Nach den bisherigen Versuchen kann _ 
man nicht sagen, ob man bei diesem Vorgang 
Atome, Molekiile oder andere unbestimmte 
PartikelgréBen erhalt. Auch sind die bislang - 
bekannten Methoden nicht geeignet, derartige | 
Feststellungen vorzunehmen. 

Nach einigen Vorversuchen wurde der 
im folgenden beschriebene Weg gewahlt. 


1. Die Untersuchungen 
tiber die Ausbreitung der Teilchen 
hinter einem Diaphragma. 


a) Die Versuchsanordnung. Die 
Untersuchungsapparatur ist in Fig. 1 wieder- 


gegeben. 

G ist ein Messingzylinder von 4cem lichte 
Weite und 10cm Héhe, der auf einer Seite 
geschlossen, auf der anderen durch ein Glas 
rohr vermittelst Verbindungsschliff fortgesetzt ist. Durch Mantelschlif 
sind Kathode K und Anode A eingefithrt. Die Anode ist mit de 
Messingzylinder leitend verbunden. In einem Abstand von 20mm vo 
der Kathode befindet sich das Diaphragma. Bei I’ ist die Evakuierungs 
leitung angesetzt, in der sich Quecksilberfalle, Mac Leodsches Man 
meter und Wasserstoffeinlaventil befinden. 

Als Stromquelle dient ein Transformator bis 5000 Volt, dessen Stro 


in einer Glihkathodenréhre gleichgerichtet wird. 


Fig. 1. 
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b) Die Versuche. «) Die Ausbreitung des Niederschlages hinter 
einem Diaphragma bei verschiedenem Druck. Das Diaphragma ist ein 
Spalt von 7mm Linge und 0,5mm Breite. Zur Ermittlung der raum- 
lichen Verteilung der von der Kathode fortgeschleuderten Metallteilchen 
hinter dem Spalt ist eime Glasplatte hochkant auf den Spalt und senk- 
recht zu seiner Lingsrichtung aufgesetzt. Die Stromstiirke in der Rohre 
betriigt 20mA und die Dauer der Versuche ist so bemessen, daB in jedem 
Falle ein kraftiger Niederschlag erreicht wird. Der Versuch ist bei 
verschiedenem Druck ausgefiihrt, und zwar bei 0,5, 0,1, 0,01 und 0,005 mm. 

Wiedergegeben sind drei Aufnahmen (Fig. 2): Nr.1 bei 0,1 mm, 
Nr. 2 und 3 bei 0,005mm. Nr.2 und 3 unterscheiden sich insofern von- 
veinander, als bei Nr.3 der Kathodenabstand 25mm statt 20mm war. 


Nr. 2. Nr. 3. 
Fig. 2. 


el ie Aufnahmen bei 0,5 und 0,01 mm Druck sind nicht wiedergegeben, da 
ie feineren Abstufungen nur auf dem Original zu sehen sind und bei der 
‘Xopie verlorengehen. Die Wiedergabe der beigefiigten drei Aufnahmen 
‘eniigt aber vollkommen, um die Anderung der Verteilung mit dem 
‘akuum beurteilen zu kénnen. Hinsichtlich der Aufnahme Nr. 1 soll 
chon jetzt auf die von groSer Wichtigkeit fiir die Beurteilung der Ladung 
Fer Teilchen gemachte Beobachtung hingewiesen werden, da von dem 
ypalt aus ein Strahl geradlinig fortgeht. 
B) Der Niederschlag auf der Blendenriickseite. 
Die Spaltblende bei den Versuchen a) ist durch eine Lochblende aus 
‘las ersetzt, und zwar betrigt der Lochdurchmesser 2mm. Auf der der 
sathode zugewandten Seite ist die Glasplatte durch ein diinnes Messing- 
ech abgedeckt, welches nur die Blendenéfinung freilift. Das Vakuum 
‘i diesem Versuch betrug 0,1mm. Die Aufnahme Fig. 3 zeigt das 
egebnis. 
Bei Verwendung einer kreuzférmigen Kathode statt einer runden 
} tsteht um die Offnung kein kreisférmiger Niederschlag, sondern das 
‘rwaschene Abbild eines Kreuzes, ahnlich dem Abbild Fig. 6, Nr. 1 
. 692). 
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y) Der Niederschlag auf dem Glasschirm hinter der Blende. 

Die kreisrunde Kathode K wird durch ein Kreuz ersetzt. Das Dia- 
phragma, eine Lochblende von 1mm Durchmesser, ist aus Metall. Kine . 
Glasplatte ist bei S (Fig. 1) parallel zu Kathodenflache und Diaphragma 
angebracht. Der bei einem Vakuum von 0,001 mm ausgefiihrte Versuch 
ergibt die Abbildung der Kathode (Fig. 4) auf dem Glasschirm. Die 
GroBe der Abbildung entspricht den Dimensionen, die sich bei der An- 
nahme geradliniger Fortpflanzung der Metallpartikelchen aus der GréBe des 
Kreuzes, Abstand Kreuz—Blende, Blende —Glasschirm bestimmen lassen. 

Der Versuch wurde ferner mit einem Platinkreuz ausgefiihrt, das 
einmal elektrisch zerstiiubt, das andere Mal durch Gliihen bei 1200°C zum 
Verdampfen gebracht wurde. Doch hierbei ist es schwer, die durch 
kathodische Zerstiitubung gewonnene Abbildung mit dem durch Ver- 


Fig. 5. 


Nr. 1. Worse: 
Fig. 6. 


dampfung erhaltenen Niederschlag zu vergleichen, da an den vier Enden, 
den Stromzufithrungspunkten des Platinkreuzes, die Warmeableitung so 
grok war, da8 die Verdampfung nur in der Mitte des Drahtes vor sich | 
ging. Fig. 5 zeigt den durch Verdampfen der Kathode gewonnenen . 
Niederschlag. 

0) Abbildungen auf dem Glasschirm bei anderer Blendenform. 

Die Aufnahmen Nr. 1 und 2 der Fig. 6 zeigen das Ergebnis bei | 
anderer Blendenform (Kreuzblende), und zwar Nr. 1 bei 0,001 mm, Nr. 2 
bei 0,05 mm, beide bei Verwendung einer Kreiskathode. Die Aufnahme 
Nr. 3 zeigt das Ergebnis bei Verwendung einer Spaltblende. 


Die Versuche iiber die raumliche Verteilung des Niederschlages 
hinter den verschiedenen Diaphragmen bei verschiedenen Kathodenformen: 
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ergaben, daB die Ausbreitung der von der Kathode ausgehenden Metall- 

teilchen in den Gasraum hinein ahnlich wie ein Diffusionsvorgang erfolgt. 

Die Verteilung des Niederschlages bei den vorher erwaihnten Drucken ist 
) die gleiche wie bei der normalen Verdampfung des Kathodenmetalls. 

Von einem Druck yon ~ 0,005 mm an abwiirts fhegen die Teilchen 
geradlinig von der Kathode fort; es finden kaum noch Zusammenstéfe 
mit Gasmolekiilen statt, die eine Anderung der Bewegungsrichtung zur 
Folge hitten. 

| Bei héherem Druck ist die Bahn nicht mehr geradlinig, deshalb 
erhilt man keine Abbildung der Kathode mehr, sondern nur eine ver- 
waschene Abbildung der Blende. Die letzte Erscheinung ist so zu er- 
_klaren, daB die bis zur Blendenéfinung gelangten Teilchen alle méglichen 
 Bewegungsrichtungen haben, da sie wegen ihrer kleinen freien Wegliinge 
durch Zusammenstié8e aus ihrer urspriimglichen Bahn abgelenkt sind. 
Man kann sonach die Blendenéffnung als Ausgangspunkt neuer Dampt- 
strahlen ansehen. Entsprechende Versuche brachten daher bei geniigend 
kurzer Entfernune zwischen der Auffangplatte und der Blende eine, wenn 
-auch nur in den Umrissen erkennbare Abbildung der Blendenform. 

Eine weitere Bestatigung der Annahme, dai Zerstiubung und Ver- 
dampfung ahnliche Vorginge sind, geben die Versuche, bei denen eine 
Platinkreuzkathode einmal durch elektrische Heizung zum Verdampfen, 

ydas andere Mal durch eine Glimmentladung zum Zerstiiuben gebracht wurde. 
| Diese Erkenntnis fiihrte auf den Gedanken, auch einen von der 
_ Kathode ausgehenden Silberstrahl im inhomogenen Magnetfeld daraufhin zu 
untersuchen, ob man eine Richtungsquantelung der Silberteilchen feststellen 
-konne, wie sie Gerlach bei Silberatomstrahlen nachgewiesen hatte; zu- 
treffendenfalls wire dann der Beweis erbracht, daB die zerstiiubten Teilchen 
-Atomstrahlen sind. Damit wiirde auch die noch offene Frage nach der 
Teilchengréfe ihre Klaérung finden. 


} 
r 


2. Die Untersuchung der abgeschleuderten Teilchen 
im Magnetfeld und die Bestimmung der Geschwindigkeit 
und GréBe der Teilchen. 
a) Die Versuchsanordnung. Die Versuchsapperatur ist in Fig. 7 
-wiedergegeben. 

Ein Messingzylinder, der auf beiden Seiten durch Schliffe abgeschlossen 
werden kann, hat in der Mitte zwei Bohrungen fiir die Polschuhe eines 
“Magnets. Das Magnetfeld verlauft also senkrecht zur Achse des Rohres. 
“Zwei Diaphragmen D,, D, grenzen in der Réhre drei Raume ab, den 
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A und C Wasserkihlung. 

B Zum McLeod, Quecksilberaustrierz 
gefah, Wasserstoffeinlaventil und 
‘Dampfstrahlpumpe, 

FE, Glasschirm. 

F Zum Quecksilberaustfriergefa8 und 
Volmeraggregat. 
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Zerstiubungsraum, den Vorraum und den 
Ablenkungsraum. Die Diaphragmen, Spalte 
von 0,2:0,8mm, sind so angeordnet, dah 
ein Strahl aus den von der Kathode aus- 
gehenden Teilchen ausgeblendet wird, der 
in Richtung der Rohrachse verlauft. Die 
Teilchen treten nach dem Verlassen der 
letzten Blende direkt in ein transversales 
Magnetfeld ein und werden am Ende des 
Feldes auf einer Glasplatte kondensiert. 


Der Zerstiubungsraum wurde mit einer 
Dampistrahlpumpe, der Ablenkungsraum 
mit einem Pumpenaggregat von Volmer 
evakuiert; auBerdem befanden sich in den 
Evakuierungsleitungen noch Quecksilber-_ 
fallen, die mit fliissiger Luft gekiihlt— 
wurden, und ein Ventil zum Einlaf yon — 
Wasserstoff. Die Blenden D,, D, sind so — 
dimensioniert, daf das Vakuum im Ab- 
lenkungsraum <( 10-4mm bleibt, wenn 
das Vakuum im Zerstiiubungsraum nicht 
tiber 10-2mm steigt. Die Blenden sind — 
ferner zur Fiihrung, Justierung und besseren 
Abdichtung auf Messinghiilsen aufgelétet, 
die schlieBend in den Messingzylinder 
passen. Die beiden Magnetpole sind durch — 
Kittung starr mit dem Gehiiuse verbunden. 
Auserdem wurde das ganze Gehiause dauernd 
mit Wasser gekiihlt. 


Evakuiert wurde so lange, bis in der 
ganzen Anordnung ein Vakuum < 10~4mm 
erreicht war. Dann wurde das Vakuum 
im Zerstiiubungsraum durch Regulierung 
des Wasserstoftzuflusses auf 0,005 mm ge- 
bracht. 


Der Strom im Zerstiiubungsraum be- 
trug 25 mA bei 2500 Volt Réhrenspannung. | 
Auch hier wurde nur gleichgerichteter 
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Wechselstrom verwendet, dessen Kurvenform in dem Oszillogramm (Fig. 8) 
ersichtlich ist. 

Die Belichtungszeit wurde nach lingeren Vorversuchen insgesamt 

“auf 32 Stunden ohne Unterbrechung bemessen. Selbst nach dieser langen 

Zeit ist der Niederschlag noch so diimn, da8 er nur spiegelnd gut sichtbar 

ist und sich nicht in durchscheinendem Licht kopieren laSt; deshalb sind 

den folgenden Versuchen Sareae 

die Ergebnisse nur schema- 
tisch dargestellt. 

b) Die Versuche. 

a) Das Feld wurde erzeugt 


i Yo0 Sek: >| 
Fig. 8. 


zwischen einem spitzen und 
einem stumpfen Pol; es ist 
infolgedessen inhomogen. 
Im wesentlichen gleicht 
die Apparatur der von Stern 
‘und Gerlach zum Nachweis 
‘der  Richtungsquantelung A 
von Metallatomen benutzten, 
nur mit der Ausnahme, dai l 
an Stelle des Verdampiungs- 
Jraumes der Zerstiubungs- 
‘raum tritt. Der Versuch 
wurde mit Silberkathode 


-ausgefiihrt, weil man bei 
Silber die grote Nieder- 
ischlagsmenge pro Ampere- 


)stunde erhalt und bei Silber der Effekt der Richtungsquantelung leicht 


Fig.9. Vergroferung 5 fach. 


nachweisbar ist. 

Wie das Ergebnis dieses Versuches (Fig. 9) zeigt und auch nach den 
eS , caen Versuchen zu erwarten war, wurde eine Aufspaltung 
des Silberstrahls festgestellt; ferner stellte sich heraus, da die Teilchen 
‘eine Ladung haben, da der aufgespaltene Silberstrahl senkrecht zu den 


-Feldlinien abgelenkt war. 

. Die letztere Feststellung gab den Anlafi zu der weiteren Unter- 
suchung iiber die Ladung, ihren Ursprung und die Geschwindigkeit der 
‘Teilchen. 

; Um den Effekt der Richtungsquantelung zu umgehen, wurde fiir die 
folgenden Versuche ein homogenes Magnetfeld verwendet. Die Versuchs- 
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anordnung wurde gegeniiber der ersten weiterhin so abgeindert, da der 
Wee des Silberstrahls im Magnetfeld nur 1 em Linge hatte. Die Pol- 
flachen waren 1 cm? grof. Der Polabstand betrug 2,5 mm. Das innerhalb 
der Polflichen erzeugte Feld war bei dem gewahlten Abstand fiir diese 
Versuche hinreichend homogen. Durch Vorversuche wurden die Spalte 
so justiert, daS der Silberstrahl genau senkrecht zu den Kraftlinien im das 
Magnetfeld eintrat, wobei gleichzeitig darauf Riicksicht genommen werden 
muBte, da auch die von der Kathode ausgehenden Elektronen die beiden 
Spalte passieren konnten. Der Versuch wurde 16 Stunden mit Magnet- 
feld und 16 Stunden ohne Magnetfeld ausgefiihrt. 

Mit Magnetfeld erhalt man ein stark abgelenktes Spaltbild. Das 
Ergebnis ist in Fig. 10 schematisch und der halben natiirlichen Grofe 
entsprechend aufgezeichnet. 

Man sieht also, dai die Teilchen in derselben Richtung wie die 
Kathodenstrahlen abgelenkt werden. 

Aus diesem Versuch geht die weitere wichtige Tatsache hervor, dah 
die Silberatome zunichst ungeladen sind und ihre Ladung erst im Glimm- 


licht oder zwischen Spalt 1 und Spalt 2 be- 
AY NV 
eae kommen. 


Die Atome, die ihre Ladung im Glimm- 


Sirahiritturg — \icht erhalten, folgen im Entladungsraum den 


EW Magnetfold Kraftlnien. Daher gelangt nur ein ganz 


—$—} 


geringer Teil durch den ersten Spalt. Die 


Ablenkungs— . reo 5 s : : . 
V richtung Geschwindigkeit, die sie beim Verlassen des 
Fig. 10. Zerstiiubungsraumes besitzen, setzt sich zu- 


sammen aus der Austrittsgeschwindigkeit und dem Geschwindigkeits- 
zuwachs, der durch die Spannung gegeben ist, die sie von dem Punkte, 
wo sie die Ladung bekommen, bis zum Spalt 1 durchlaufen. Sie bilden 
zwischen dem unabgelenkten und abgelenkten Spaltbild einen diinnen 
Niederschlag. 

Bei der Aufnahme 1 ist, worauf schon an dieser Stelle hingewiesen 
wurde, ein von dem Spalt ausgehender Strahl zu erkennen, der zum 
gréBten Teil von diesen Atomen herriihrt. 

Diejenigen Atome, die ihre Ladung erst zwischen Spalt 1 und Spalt 2 
aulnehmen, erfahren keinen Geschwindigkeitszuwachs, da sie keine Poten- 
tialdifferenz durchlauten; sie werden daher mit ihrer urspriinglichen 
Geschwindigkeit in das transversale Magnetfeld eintreten. Tatsichlich 
erhalt eine gro’e Zahl der Atome zwischen Spalt 1 und Spalt2 eine 
negative Ladung, und so ist das abgelenkte Spaltbild zu erklaren. 
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; Das unabgelenkte Spaltbild war sehr scharf, das abgelenkte weniger 
scharf. Die letzte Erscheinung riihrt daher, dafS zum Betrieb der Rébre 
) pulsierender Gleichstrom verwendet wurde, worauf schon bei der Be- 
-schreibung der Versuchsapparatur hingewiesen ist. Die Kationen haben 
also verschiedene kinetische Energie und lésen infolgedessen sekundire 
Strahlen verschiedener Austrittsgeschwindigkeit aus. Das abgelenkte 
Spaltbild muff also nach dem Durch- 

stoBbungsfleck hin scharf abbrechen, ~ 
wahrend es nach der anderen Seite zu 


in der Intensitét allmihlich abnimmt, 


uw 


anu 


was durch die Vergréferung (Fig. 11) 


-eimer solchen Versuchsaufnahme, die 


nach dem Verfahren von Stern und 


» Gerlach entwickelt war, bestiitigt wird. 


Bei dieser Aufnahme war der Spalt Be 
= 125 GauB. 


micht, wie bei dem ersten Versuch, der 1 cm. y= 10 Teilstriche = 0,1 cm. 


seed 


' einfachen Justierung halber, mit seiner 
Langsrichtung senkrecht zu den Feldlinien gesetzt, sondern parallel zu 
diesen einjustiert. 

Wie gleichzeitig aus dem Bilde zu ersehen ist, findet man aufer den 
negativen auch positiv geladene Teilchen; es kénnen dies geladene Atome 
oder Molekiile sein, ja sogar scheint es Teilchen von der dreifachen Masse 
eines Atoms zu geben, die positiv oder negativ geladen sind. 

Aus dem Umstand, dafi die Atome, die das abgelenkte Bild erzeugen, 
‘ihre Ladung erst zwischen Spalt 1 und Spalt 2 bekommen haben und 
mithin noch ihre urspriingliche Geschwindigkeit besitzen, lift sich die 
Austrittsgeschwindigkeit aus der Kathode errechnen. 

In der Fig. 12 ist schematisch noch emmal kurz der Weg des Silber- 
strahls angedeutet. 

Ist die Linge des Weges im Magnetfeld « und y die GroBe der Ab- 
; lenkung, H die Feldstirke, e das elektrische Elementarquantum und m 
die Masse des Silberatoms, so erhalten wir aus den beiden Gleichungen 
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Zur Auswertung der Formel fiir die Geschwindigkeit standen trotz 
der grofen Anzahl der Versuche nur drei Aufnahmen zur Verfiigung, da 
viele wegen der unzureichenden Justierung — eine Falschjustierung eines 
Spaltes um wenige hundertstel Millimeter geniigt schon, um eine Auf- 
nahme vollkommen zum Scheitern zu bringen — nicht brauchbar waren. 
Aus diesen Aufnahmen, unter denen sich auch die auf 8.697, Fig. 11, ab- 
gebildete befindet, ergibt sich fiir die Geschwindigkeit der Silberatome 
ein Wert von ~ 570 m/sec bei einem Kathodenfall von 2500 Volt, wenn 

man die am weitesten aus 


—XK— = 
| [ der Strahlachse abgelenkten 
Linien zur Berechnung 
pee heranzieht, von denen man 


Spalt 7 Spalt2  Aufang- wit Sicherheit annehmen 
Platte 


kann, daS sie von den ein- 
. fach geladenen Atomen her- 
= I riihren. 

i Dieser Wert soll jedoch 

r nur die Gréfenordnung der 

Teilchengeschwindigkeit an- 

pia geben. Genauere Zahlen 

lassen sich aber erst nach einem weitergehenden Ausbau der Justierungs- 

methoden bei der Versuchsapparatur und Beseitigung jetzt noch vorhan- 
dener Fehlerquellen angeben. 

Dieses Ergebnis gewinnt an Bedeutung, wenn man bedenkt, daf nach 
der kinetischen Gastheorie bei verdampfendem Silber die abgeschleuderten 
Molekiile bei 961° C, dem Schmelzpunkt des Silbers, eine Geschwindigkeit — 
von 534 m/sec haben. Nun diirfte die Temperatur an der Kathodenober- 
flache bedeutend héher sein; man kann das daraus schliefen, da’ die 
Oberfliichenschicht des Silberstiicks deutlich den Schmelzvorgang zeigt 
und die Kristallite sich zu Trépfchen zusammengezogen haben. Darauf 
soll spater noch besonders eingegangen werden. 

Erwihnt sei noch, daS der letzte Versuch iiber die Bestimmung der — 
Austrittsgeschwindigkeit, weiter ausgebaut, die Aussicht bietet, die Ge- 
schwindigkeit der Zerstinubungspartikel in Abhingigkeit von der kine- — 
tischen Energie der Ionen, d. h. vom Kathodenfall zu verfolgen und damit 
den unteren Grenzwert der Zerstiubung méglicherweise genauer, als es | 
bisher geschehen ist, zu bestimmen. 

Die Ergebnisse dieser Versuche erbringen also den direkten Beweis, 
daf die Kathodenzerstiubung ein atomarer Vorgang ist. 


woe 
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Il. Die Untersuchungen iiber die Vorgange 
an der Kathodenoberflache und in der Kathode. 


) Vorbemerkung. Wie die in der Einleitung beschriebenen Er- 
klirungsméglichkeiten beweisen, ist die Kathodenzerstéubung ein auSerst 
verwickeltes und gegenwartig noch zu wenig erforschtes Gebiet, als dab 
alle bei den Versuchen aufgetretenen Vorginge iibersehen werden kénnten. 

Als verfriiht mu8 deshalb der Versuch bezeichnet werden, auf rein 
sheoretische Weise zu quantitativen Zahlen zu gelangen, bevor nicht alle 
faktoren der Versuchsvorginge bekannt sind. 

Da jetzt der Beweis der atomaren Natur der Zerstiubungspartikel 
erbracht ist, erschien es notwendig, nach weiteren die Zerstiiubung beein- 
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)senkathode, mit Pikrinsdure geatzt. Fig. 13. *  Eisenkathode, poliert und zerstaubt. 


vissenden Erscheinungen zu suchen, auf Grund deren eine Erklirung 
»r Abweichungen und schlieflich der Unsicherheiten in den MeSergeb- 
ssen méghch wird. 

Die mikroskopische Untersuchung der Kathodenober- 
fiche. Setzt man eine polierte Kathode einer schwachen kurzdauernden 
rstaubung aus, so erhalt man nicht, wie etwa vermutet werden kénnte, 
ae unregelmafige Aufrauhung der Oberfliche, sondern die Figuren der 
ormgrenzen und Kornfelder, wie sie bei der iiblichen Behandlung des 
treffenden Metalls mit einem passenden Atzmittel entstehen. 

Die Figuren sind, was besonders hervorgehoben zu werden 
rdient, auf diesem Wege viel schneller und sauberer als auf 
emischem Wege zu erhalten. 
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Folgende Vergréferungen*) von Metallstiicken aus Eisen (Fig. 13) 
und Kupfer (Fig. 14), einmal, wie sie durch chemische Mittel, das andere 


Fig. 14. Kupferkathode, poliert und zerstaubt. 


Fig, 15. Kupferkathode. VergréBerung 220 fach. Fig. 16. Eisenkathode. Vergrélierung 220 tach. 


Mal wie sie durch Zerstaubung hervorgebracht werden, zeigen den 
Unterschied. 

Diese Versuche sind mit Wasserstoff als Restgas bei einem Kathoden- 
fall yon 1000 Volt und einem Strom von 10 mA gemacht. 

Auf Grund dieser Mikrophotographien kiénnte man zuerst geneigt 
sein, den Vorgang an der Kathode als eine chemische Atzung anzusehen. 


1) VergréBerung 220fach. 
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Aber die vorhergehenden Versuche haben gezeigt, dab bei der Stobzer- 

ystaubung ein chemischer Vorgang nicht vorliegt; der Vorgang fordert 
-daher eine andere Erklirung, die im folgenden kurz auseinander- 
gesetzt wird. 

Die positiven Gasionen dringen an den Korngrenzen — wenn 
man annimmt, da auver den Grenzschichten feine kapillare Hohlriume 
zwischen den einzelnen Polygonen vorhanden sind — tiefer ein als in 
die Oberfliche der Kornfelder. Der in diesen Hohlriumen entstehende 


Fig. 17. Wismutkathode. VergréSerung 220 fach. Fig. 18. Eisenkathode. VergrofSerung 220 fach. 


"Gasdruck lockert das Kristallgetiige auf; es entstehen auf diese Weise 
fee Spalten zwischen den einzelnen Kristalliten, die auf der Ver- 
wrdBerung, genau wie bei der Atzung, als Korngrenzen erscheinen. Je 
mach der Gréfe des Druckes wechselt ihre Breite. 
Die Photographie (Fig. 15) einer Kupferkathode zeigt diese Auf- 
Wlockerung an der Oberfliche deutlich. 
Wie tief diese Auflockerung im Metall fortschreiten kann, wird in 
l2inem weiteren Versuch noch gezeigt. 
Das Entstehen der Spalte wird weiterhin dadurch geférdert, daf an 
den Grenzlinien zwischen den verschiedenen Kristallen stets kleine Unrein- 
}heiten vorhanden sind, die sich im Falle ihrer Unléslichkeit in den be- 
ltreffenden Kristallen als Rinder an den Polygonen absetzen. Diese 
‘Unreinheiten, meistenteils Oxyde, vergréBern bei geniigender 'Temperatur 
‘ie Elektronenemission. Infolge der durch die grébere Zahl der Elek- 
tronen erhdhten Neubildung von Ionen wichst der lokale lonenstrom, 
der seinerseits eine gesteigerte Zerstiiubung an diesen Stellen verursacht. 
Zeitschritt fiir Physik. Bd. XL. AT 
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Mit diesen Oxydeinschliissen hangt eime weitere auffallende und 
beachtenswerte Erscheinung an der Kathodenoberfliiche zusammen: 

An Kathoden mit reichen Verunreinigungen durch Oxyde kann man 
in den Kornfeldern ringférmige Vertiefungen beobachten. Ihre Ent- 
stehung diirfte gleichfalls nur aut diese Unreinigkeiten und Oxydein- 


schliisse zuriickzufiihren sein; denn ein Zeichen, daB solche Verunreini- 


Fig. 19. Silberkathode. Vergrofserung 220 fach. 


gungen an der Oberflache vorhanden sind, ist das goldgelbe Flimmern 
an der Kathode. 

Bei reinen Metallen ist es nicht vorhanden, bei nur an der Ober- 
fliiche verunreinigtem Metall verschwindet es im Laufe der Glimm- 
entladung. 

Zwei Mikrophotographien (Fig. 16 u. 17) zeigen diese Vertiefungen 
an zwei verschiedenen Kathodenoberflachen. 

Weiter l48t sich durch Versuche nachweisen, da bei geniigender 
Geschwindigheit die Gasionen auch in das Kristallgitter eines Korn- 
feldes eindringen. Dieses Eindringen von Gasionen in die Kathode hat 
zur Folge, dab in gleicher Weise wie in den Spalten zwischen den Korn- 
grenzen im Kristallit selbst ein hoher Druck entsteht, der bei ge- 
niigender GréBe den Anlab zu intergranularen Rissen und Briichen gibt. 


An der Wismutkathode (Fig. 17) la8t sich an mehreren Korn- 
feldern gut erkennen, wie die betreffenden Kristallite durch den durch 
die hineingeschossenen Gasionen entstandenen Druck an den Gleitflachen 
auseinandergesprengt sind. 
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Eine Eisenkathode (Fig. 18), die bei einem Kathodenfall von 
8000 Volt zerstaubt wurde, gibt ein Beispiel dafiir, da die Risse auch 
‘unregelmifig einen Kristalliten durchsetzen kénnen. Wie diese Briiche sich 
vausbilden, wann sie entstehen, wird natiirlich auch 
von der Natur des Kathodenmaterials abhingen. 

Gleichzeitig tritt bei einer solech hohen Be- 
anspruchung der Kathode auch bei intensiver 
Kiihlung der Riickseite sehr leicht ein Schmelzen 
der Oberflachenschicht em, so da allmahlich die 
‘Grenzschichten verschwinden und die einzelnen 
‘Kornfelder ineinander tibergehen. 

Dieser Vorgang ist bei der in Fig. 19 ab- 
‘zebildeten Silberkathode im Anfangsstadium gut 


; 


zu sehen. 
Auch die Eisenkathode ist an der Ober- Fig. 20. 

i é = Bh % Querschnitt durch eine Silber- 
‘lache geschmolzen, so daS ein Kristallgefiige  Kathode. VergréBerung 220fach. 


schon nicht mehr erkennbar ist. 

Bei lingerer starker Beanspruchung der Kathode tritt an der Ober- 
‘liche des Metalls eine feine Spitzenbildung ein, wie sie in der Fig. 20 
‘argestellt ist. 

Eine abnliche Erscheinung hatte schon Hittorf*) im Jahre 1884 
in Aluminiumkathoden beobachtet. 

Wie diese Spitzen entstehen, konnte noch nicht festgestellt werden. 
Die Auflockerung und Spitzenbildung ist eine der Schwierigkeiten, die 
sei den Dauerversuchen mit Magnetfeld auftreten, da diese Versuche nur 
Jann einwandfrei gelingen, wenn die Kathodenfliche eben ist. 

Die Untersuchungen iiber den Gasinhalt der Kathode. 
Sine weitere, mit der zuletzt erwahnten verbundene, autfillige Kr- 
‘cheinung an der Kathode sind Risse, die mit der Oberfliche parallel 
haufen und merkwiirdigerweise ziemlich tief unter der Oberfliche legen, 
ie Tiefe, in der diese Risse beobachtet werden, betrigt 1 bis 1,5 mm. 
ig. 21 zeigt die Aufnahme des Randes einer Silberkathode, bei der ein 
vanzes Stiick von der Dicke eines Millimeters durch den deutlich sicht- 
aren Spalt von dem iibrigen Teil getrennt ist. Die Kathode war im 
Jakuum hergestellt und dabei véllig entgast worden. 

Mit vorhandenen Gaseinschliissen laBt sich daher diese Erscheinung 
icht erkliren; man muS vielmehr annehmen, daf ein Teil der W asser- 


1) W. Hittorf, Wied. Ann. 21, 126, 1884. 
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eine Energie nicht an der Obertliiche abgibt, sondern in die 


stotfionen s 
1 hohem Druck das Metall aus- 


Kathode tiefer eindringt und bei geniigent 
einanderreilt. 
Wie schon erwiihnt, sollen die Gasionen 


Man mu nach dem vorhergehenden 
Kristallit ungefiihr diese Tiefe 


~ 0,001" in die Kathode 


eindringen. Vorsuch diese Angabe 


aber so einschriinken, dat CGasionen im 


Fig, 21. Silberkathode. VergréBeruny 15 fach, 


denn zwischen den Kristalliten vermogen die lonen be+ 


erreichen ; 
Kin weiterer Versuch wird dies noch 


deutend weiter vorzudringen. 
deutlicher zeigen. 
Die Anordnung ist in Fig. 22 dargestel lt. 
5 5 
Die Kathode besteht aus einem Messingklotz mit einer Liings 
\.-} 


bohrung, die auf einer Seite in ein Loch von 1 mm Durchmesser ausliutt 


Auf dieses Loch ist ein 
wird spiiter eine Kugel mit Anode aufgekittet. Di 


Kupferblech von 0,05 mm Dicke hart aulgelitet 


An derselben Seite 
Bohrung ist mit einer Spektralréhre verschlossen, Da 
der Spektra 


andere Seite der 
Kupferblech wird so lange unter gleichzeitigem Kvakuieren 
rdhre auf 600 bis 700°C erhitzt, bis keine Gase mehr frei werden. 

Dann wird die Spektralréhre abgeschmolzen. 

Nach dem Aufkitten der Kugel mit Anode wird der Zerstiubung 
raum mit Wasserstoff gefiillt und nach 24 Stunden untersucht, ob ke 
Wasserstoff durch das Kupferblech diffundiert ist. Ist im Hochvaknumran 
keine Anderung bemerkbar, dann wird bei einem Druck von 0,001 m 
ein Strom von 15mA durch den Zerstiubungsraum peschickt, 

Nach 20 Minuten war der Druck in der Spektralréhre aul 1 


gestiegen. 
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ergab die Linien des bei der Zerstéubung 
(einmal Wasserstoff, das andere Mal Stickstoff). 


Die Hohlriume zwischen den Metallkérnern 
des Kupferbleches wurden wahrend der kurzen 
Versuchsdauer so betrachtlich erweitert, daB der 
Wasserstoff langsam vom Zerstiubungsraum in 
den Hohlraum diffundieren konnte. 

Auch nach dem Versuch war das Kupfer- 
blech noch durchlassig, ein Zeichen, dab die Auf- 
lockerung bestehen bleibt. 


Die Apparatur, in der sich Metalle zur 
Untersuchung eingeschlossener Gase schnell 
-m Vakuum schmelzen lassen und die der Ent- 
gasung des Kathodenmaterials diente, sei kurz 
deschrieben. 

Das Wesentliche ist aus Fig. 23 zu erkennen. 
Bin durchsichtiges Quarzrohr ist in einer weiten 
Blasréhre befestigt, die sich evakuieren und von 
ter Pumpe abschmelzen la8t. Zur Beobachtung 


cer frei werdenden Gase ist eine Spektralréhre 
ngeschmolzen. Die Glasrdhre kann in eine 
vassergektihlte Kupferspirale eingeschoben wer- 
en, durch die ein Hochfrequenzstrom von 
20000 Wechseln pro Sekunde (und 12 Kilo- 


vatt) geschickt wird. 


iq 


Durch die entstehenden Wirbelstréme kommt 
Metall in einigen Sekunden zum Schmelzen. 
ur Beobachtung kann man nahe herangehen, da 
ie ganze Apparatur aufen kalt bleibt. 
Wenn man in diesem Vakuumofen eine 
vathode, die lange dem Bombardement der 
ositiven Wasserstoffionen ausgesetzt war, 
hnell zum Schmelzen bringt, so kann man sogar 
sobachten, da8 winzige Blischen an die Ober- 
iche des Metalls kommen. 


Die Beobachtung der Entladungserscheinung in der Spektralréhre 


verwendeten Restgases 


Fig. 22. 
A Wasserkiihlung. 
B KeupresbiachEsthede: 
C Anode. 
D Pumpansatz. 


_ Auch Kingdon und Langmuir und viele andere haben, wie schon 
‘wahnt, beobachtet, daB beim Zerstiituben der Kathode die Rohren 
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schnell hart werden. Bush und Smith insbesondere haben auf Ahnliche 
Weise festgestellt, dab ein groBer Teil des Gases in der Kathode steckt. 


EintluB der vorbesprochenen Vorgange auf die, Zier. 
staubung. Die mikroskopische Beobachtung zeigt, da8 man an der 
Kathode zwei Arten von Vorgiingen unterscheiden kann, die beide eine 
Verminderung der Zerstiiubung zur Folge haben. 

Bei dem einen Vorgang dringen durch die kapillaren Spalten — 
zwischen den Kristalliten wie auch in den Kristalliten selbst [onen ein, 
deren Energie, wenn sie in zu grofer Tiefe abgegeben wird, fir die 
Sekundiremission verloren geht. Gleichzeitig | 
ist durch diese Versuche bewiesen, dab aie. 
vorher entgaste Kathode wahrend des Zer- | 
stiitubens erhebliche Gasmengen wieder auf- 
nimmt. Die Zuverlissigkeit der Messung des: 
Gewichtsverlustes mu daher stark bezweifelt 
werden, falls nicht vor der Wagung die 
Kathode wieder entgast worden ist. 

Der andere Vorgang wird verursacht 
durch die Verunreinigungen des Metalls selbs 
und auch der Metalloberfliche. Solche Ver 
unreinigungen lassen sich selten ganz be 
seitigen. Sie schiitzen, solange sie nicht verdampft sind, das Kathoden 
material und haben nur an den Rindern des Einschlusses eine erhoht 
Zerstiiubung zur Folge. Ein gleichmaBiger Oxydtiberzug verhindert di 


Fig. 23. 


Zerstiubung ganz. 
Aus den bisherigen Versuchen ist zu sehen, da8 die Zerstiubun 


wegen ihrer atomaren Natur durch viele Nebenerscheinungen wesen 
lich beeinflu8t wird, die in ihrer Mehrzahl derart sind, da8 ihr Hinfl 
quantitativ aut theoretische Weise schwerlich zu erfassen ist. 


Zusammentassung. 


Die erste Frage nach Gréfe, Ladung und Geschwindigkeit der 
der Kathodenzerstiubung emittierten Teilchen wird auf Grund expe 
menteller Untersuchungen wie folgt beantwortet: 

1. Die emittierten Teilchen sind ungeladene Atome. 

2. Im Glimmlicht.kénnen sie irgend eine Ladung annehmen. 

3. Durch die Anordnung war es méglich, die GréBenordnung 


Geschwindigkeit durch magnetische Ablenkung zu bestimmen. Der W 
wv f 
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P iegt in der GréSenordnung der Geschwindigkeit von verdamptfenden 
_ Atomen. 

Arthur vy. Hippel!) kommt in seiner Arbeit , Kathodenzer- 
stiiubungsprobleme* auf Grund einer indirekten spektroskopischen Unter- 
suchung in bezug auf Gréfe und Ladung zu gleichen Ergebnissen. 

Die Untersuchungen iiber die zweite Frage nach sekundiren Vor- 
gingen an der Kathode, die die Abweichungen gemessener Werte von 
theoretisch berechneten erkliren sollten, haben ergeben, da vor allem 
‘die Oberflichenbeschaffenheit der Kathode einen gewissen Einflu8 auf 
die zerstiubte Menge hat, und daf die Oberfliiche der Kathode im Laufe 
des Versuchs sich in mannigfacher Weise andert. Im allgemeinen diirften 


daher die Messungen den errechneten Werten gegeniiber zu klein aus- 
fallen. 

. Meinem hochverehrten Lehrer, Herrn Prof. Dr. Konen in Bonn, 
der mir dieses interessante Thema und die Anregungen zu diesen 
)Arbeiten gab, sowie Herrn Generaldirektor Dr. Zapf, Leiter der Firma 
Felten & Guilleaume, Carlswerk, Kéln-Miilheim, der mir grofziigig die 
Méglichkeit gewahrte, alle Arbeiten im Laboratorium des Werkes aus- 
sufithren, spreche ich meinen herzlichsten Dank aus. 


1) A. v. Hippel, Ann. d. Phys. 80, 675, 1926. Im iibrigen sei auf den 
Bericht von Kohlschiitter verwiesen, ferner auf die Literaturangaben bei 
riintherschulze. 


a 


Notiz zu den Grundlagen der Dispersionstheorie von 
E. Schrodinger. 
Von V. Bursian in Leningrad. 


(Eingegangen am 19. November 1926.) 


Bs wird gezeigt, daS die relativistische Verallgemeinerung der Gleichung von 
Schrodinger unmittelbar als Grundlage fiir die Berechnung von zeitlich variablen 
Stérungen dienen kann und die Gleichung fiir die Stérungskorrektion durch eine 
Lichtwelle in relativistischer Verallgemeinerung liefert. Auferdem wird gezeigt, 
daB die Moglichkeit, die durch die Lichtwelle verursachte Stérung durch ein 
skalares, von der Zeit abhangiges Potential zum Ausdruck zu bringen, auf eine 
Vernachlissigung zuriickgefithrt werden kann, welche ganz analog der Vernach- 
lassigung der vom magnetischen Vektor der Lichtwelle auf das schwingende 
Elektron ausgeiibten Kraft ist. 


Um die Grundlage fiir die Berechnung von Stérungen durch eine 
zeitlich veriinderliche Ursache nach seiner neuen Mechanik zu schaffen, 
sieht sich Herr Schrédinger!) gendtigt, die Wellengleichung bzw. die 
Amplitudengleichung zu verallgemeinern, wobei als ein méglicher Weg 
die Erhéhung der Ordnung der Gleichung auf 4 betrachtet wird. Fiir 
die wirkliche Rechnung wird aber eine andere Verallgemeinerung benutzt, 
welche wohl am einfachsten aus der Hamiltonschen P. D. 


ae ie L, i) = 


auf formalem Wege erhalten werden kann, wenn man die fiir kartesische 
Koordinaten eindeutige Operatorregel 


ow h. oO 
Pe On. Qui de 
durch Einfiihrung des Operators 
OoW anes) 


Ot  2mni ot 
ergiinzt und die Gleichung in der bekannten Operatorgestalt schreibt: 
[H — E, wy] = 0. 


Nun liegt aber in der relativistisch-magnetischen Fassung der 


Schrédingerschen Gleichung, welche von O. Klein, V. Fock?) und — 


1) E. Schrodinger, Ann. d. Phys. 81, 109, 1926. Vierte Mitteilung. 
2) 0. Klein, ZS. f. Phys. 87, 895, 1926; V. Fock, ZS. f. Phys. 88, 242, 
1926; 39, 226, 1926. 


os 
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4. Schrédinger [l. c, Gleichung (36)) aufgestellt worden ist, eine 
tleichung vor, welche beliebige zeitlich veriinderliche elektromagnetische 
Felder zu beriicksichtigen gestattet, und daher ohne weiteres als Grund- 
age der Dispersionstheorie verwendet werden kann. 
Setzt man in die Gleichung 


) 
1Qw 42zie gp Ow 
) a9 Wo wie ge 
AY 2 OP a7 (grad y + : ar) 
Any , e 
—Sr[met+Se——ly=o 

lie Potentiale: 

p= +8q’, ave 


“In, wo g, das elektrostatische Potential des ungestiérten Problems und 
~g’, eX’ die Potentiale des stérenden Feldes sind, so erhilt man: 


10y 4nie Op 473 
ay Coe he Pat h? (met — 29%) ¢ 
lhe “Opn em L\ .”, 
— nt (x grad w 4 : a) pig PoP ¥} + 0 (6%). (2) 


Bei der weiteren Rechnung wollen wir uns méglichst eng an die 
ron Schrédinger befolgte Methode anschhefen. Bei ¢ = 0 haben wir 
las ungestérte Problem, welches die Kigenwerte #, und die dazugehérigen 


uosungen wy haben soll: 
) 27th. 


eee eS (3) 
‘ir die Gleichung (2) wird der Ansatz 
Ys = Ue + € ws 


semacht, und nach Einsetzen in (2) fiir die Stérung in erster Naherung 
‘ie Gleichung 


1 ow, Amie Ow, 42° a) 
Aw, ral @ Or ae he Po Ot 2 Oe — a Qo) Ws 
Amie /.., ‘Ow? 8 72 
= (x grad ws 4 : Ot ) Ba PF we (4) 


rhalten. Die Stérungspotentiale der Lichtwelle wollen wir nach 


schrédinger proportional zu 


Cos Qin vty == = (Cee eg rit) (5) 
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Avs 
Ot 


setzen, wobei wir den Eigenwert , in E., Termwert, und m,c, die Ruh- 


ansetzen; ferner wollen wir rechts den Ausdruck fir aus (3) ein- 


energie, aufspalten wollen: 


Ow: 201 
s i 0 a 
= Eesb m, © we: 6 
a 2B, + my) 8 6) 
Indem wir nun w, als Summe zweier Gheder 
(B) + moe? + hy) (Ey Ae moo? —I =eh ay aa 
2724 t x? i (7) 
We We h + w h 
8 s+ Q= 


ansetzen, geniigen wir der Gleichung (4), indem wir die Funktionen ws + 
und w,— aus folgender Doppelgleichung bestimmen, welche nach emer | 
kleinen Umrechnung aus (4) und Benutzung von (5), (6) und (7) erhalten 
werden kann. 


8 x? Mo 


4 ws, + 5 domares 


E,—é py a 


4 x? m, —eg 2m71e, 

oe ogi (1+ ~ ‘e “4 aap Ce = br + he Mo grad Wey: eq 

Der Ansatz (5) ist eigentlich nicht ganz richtig; er miibte z. B. fiir das | 
skalare Stérungspotential lauten: 

yp = cos 2 ary (# — =) 

= 82 ¢ 52 ivt e—2zint sae 21% 

cla ts Se 


Infolgedessen sind die zwei ee in welche die Doppelgleichung (8) ) 


207Vt __ p—2rivt ie 
(e e te 


yerfallt, um Glieder von der GréSenordnung 2/4 verschieden. In der | 
klassischen Dispersionstheorie pflegt man solche Gheder zu vernach-— 
lassigen, indem man die Schwingungsamplitude als klein gegen die 
Wellenliinge betrachtet. Ihre Beriicksichtigung ist wesentlich fiir die- 
Theorie der natiirlichen Rotationspolarisation. In der Schridinger-_ 
schen Theorie muS man allerdings die Funktion y im ganzen Raume 
kennen; da aber die Eigenfunktionen fiir die hauptsichlich in Betracht 
kommenden Eigenwerte kleiner Ordnungszahl nur innerhalb der iiblichen | 
Atomdimensionen endliche Werte haben, und in den weiteren Rechnungen 
nur Integrale iiber Produkte von w, mit diesen Kigenfunktionen eine | 
physikalische Rolle spielen, so wird man aus demselben Grunde wie in 
der klassischen Theorie diese Vernachlissigung einfiihren kénnen. 

Die GroBen Ei —eg,thv und E’ —eqg, sind bekanntlich sehr 
klein im Vergleich zur Ruhenergie m,c?; die entsprechenden Quotienten 
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in (8) sind also die Relativitatskorrektionen zur nichtrelativistischen 


- Gleichung: 


A ws; + 


2, 
8 1" mM, 
h 


(Ey — eg chy) ws 


4 x? m j Qmie., 
i) pone je ° C€ Po Ws ae om No grad Wc (9) 


Diese Gleichung ist bis auf das letzte Glied rechts mit der Gleichung [(13) 
1. c.] bei Schrédinger im wesentlichen identisch. 

Nun wird in der klassischen Theorie noch eine Vernachlassigung 
eingefiihrt: man tiberzeugt sich, daB bei Amplituden von Atomdimensionen 


und optischen Frequenzen die magnetische Lorentzkraft des erregenden 


_Feldes gegeniiber der elektrischen zu vernachlissigen ist, wobei es aut 
die Kleinheit des Verhiltnisses der Geschwindigkeit ‘des Elektrons zur 
- Lichtgeschwindigkeit ankommt. In unserem Falle liegt die Sache insofern 
f verwickelter, als in der Gleichung (9) nicht die Feldstaérken, sondern die 
_ Potentiale selbst auftreten. Bekanntlich bleibt das elektromagnetische 
| Feld invariant gegeniiber einer Transformation der Potentiale von der 
. Gestalt: 


Db) yy 
MW == U4 gradf, g* = ha ee Sia ae ate nC) 


| mit im iibrigen willkiirlicher Funktion f(vyzt); unsere Ausgangs- 
- gleichung (1) hingegen nicht; es hat aber schon V. Fock (1. ¢.) darautf 
_hingewiesen, da die mit U* und g* gebildete Gleichung (1) die Lésung 
anief 
we =F Ue he 
hat, wenn ~ die Lésung der urspriinglichen Gleichung (1) war. Da nun, 
| wie es jetzt festzustehen scheint, eine physikalische Bedeutung nur 
Groen von der Gestalt »w bzw. w*~* zukommt, so sind die physi- 
| kalisch wesentlichen Resultate der Theorie von der Wahl der Potentiale 
| innerhalb der Transformationsgruppe (10) unabhangig. 
Wir wollen, um eine Ubereinstimmung mit den weiteren Rechnungen 
von Schrédinger zu erzielen, das skalare Potential der in der z-Richtung 
~ linear polarisierten Lichtwelle, deren elektrische Amplitude F' sein soll, 


| in der Gestalt : 
e 

gq’ — — 2 Feos2xv(t—=) 
C 


ansetzen. Man iiberzeugt sich leicht, dab das Vektorpotential 


% t ay’ 
i — 2 Feos2ny (t=), i nl) 
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sein mus. Bilden wir nun das Verhiiltnis des zweiten Gliedes zum ersten 
der Gleichung (9) rechts, so erhalten wir 

th h 

eae | ha 


Greifen wir dann zum Zwecke der Abschitzung auf die ,Strablen- 


0 log wy, - (11) 


2nim cox 


mechanik* zuriick, so ist 
log 4p) == ad. W, 
So h ) 
wo W, die punktmechanische zeitfreie Wirkungsfunktion ist. Unter 
Vernachlissigung der Relativitiitskorrektion ist also 


0 log wy, 2210W, 2x1 «& 2 nim, ve 


Oa he CO? ath hy Joe h 
wo v die w-Komponente der Geschwindigkeit des Elektrons auf der 
s-ten Quantenbahn bedeutet. Das betrachtete Verhiltnis (11) wird also 
gleich vy fe, oder, da ja die Strahlenmechanik in unserem Falle sicher 


nicht exakt ist, wenigstens von dieser GréSenordnung. Somit gelangen 
wir in allen Punkten mit derselben Genauigkeit wie in der klassischen 
Dispersionstheorie zu der Gleichung {(13) 1. c.}] von Schrédinger: 


1” My 4x? m 


8 ! “| ' 
Aws + ao (Ey —eg thy) wv, = The € Po Vs (12) 


mit Qo = — ZF. 
Selbstverstandlich kénnen wir zum Schlufi die Gréfen w,, gy’, XW, F 


selbst als klein betrachten und ¢ — I setzen. 


Die im vorstehenden mitgeteilten Rechnungen zeigen, daS bis auf 
eine Relativitatskorrektion die Stérungsrechnung, ausgehend von der 
relativistischen Gleichung, zu demselben Resultat fiihrt wie die nicht- 
relativistische Gleichung, welche Schrédinger zum Ausgangspunkt seiner 
Rechnung macht. Man kann auch zeigen, da eine derartige Gleichung 
durch einen Grenziibergang aus der relativistischen Gleichung (1) erhalten 
werden kann. Man setze in Gleichung (1) 


__ 2ximoc?t 
y= ve : 
Dann findet man fiir ~* die Gleichung : 
Anim, Ov* 82m 4mie 
3 0 0 ied Ry orad aw 
me hi Ot ia As he eae 


1 O? w* Amie Op 4 77? & a aaa 
(oe m h i Fn QP? — 9?) ¥*) = 0. 


(os 
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Notiz zu den Grundlagen der Dispersionstheorie yon FB. Schrédinger. 713 
Die ersten drei Glieder bilden im wesentlichen die linke Seite von 
Schrédingers Gleichung [(4”) 1. c.]; das nachste vervollstindigt sie in 
bezug auf die Beriicksichtigung des magnetischen Feldes und wiirde z. B. 
fiir eine nichtrelativistische Behandlung des Zeemaneffekts ausreichen; 
man tiberzeugt sich ferner leicht, wenn man z. B. einen statischen Fall 
jbetrachtet, die letzten, durch c? dividierten Glieder zunichst fortlaBt und 
dann das Resultat in die Klammer einsetzt, daB diese Glieder gerade die 
Relativitatskorrektion liefern. Wir méchten somit die Gleichung 
a Sr op yt — TELE grad y# = 0 


als folgerichtige nichtrelativistische Naherungsgleichung fiir beliebige 


-zeitlich verinderliche Felder ansehen. 


Leningrad, Physikalisch-Technisches Réntgeninstitut. 
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(Mitteilung aus dem Physikalischen Institut der Universitat Bonn.) | 


Die ultrarote Absorption von Farbglasern 
und Salzlosungen. 
Von Th. Dreisch in Bonn. 

Mit 6 Abbildungen. — (HKingegangen am 20. November 1926.) 


Die ultrarote Absorption einer Anzahl Farbglaser und Salzlisungen wird ver- 

glichen. Die Absorptionsbanden der Glaser und der entsprechenden Lésungen — 

haben die gleiche Form und Lage, soweit die Bildung des farbenden Komplexes | 

nicht gestort wird. Hs ist méglich, aus dem ultraroten Spektrum von Farbglasern — 
die Art des farbenden Metallsalzes zu erkennen. 

Im Ultraroten unterhalb 2 treten bei festen Kristallen und bell 
Salzlésungen vielfach Banden aut, die durch den Metallgehalt des Salzes 
verursacht werden. Derartige Banden sind bisher nur bei solchen | 
Salzen festgestellt worden, die farbige lonen bilden, die also auch im | 
Sichtbaren absorbieren. In einzelnen Fallen legt das Maximum der- 
Bande iiberhaupt im Sichtbaren, und im Ultrar oten tritt nur geringe oder | 


keine Absorption auf. i 

In der vorliegenden Arbeit wurde auber der ultraroten Absorption jf 
einer Anzahl derartiger Metallsalze in wiisseriger Lésung auch die Ab- q 
sorption einiger Farbglaser untersucht, wodurch ein Vergleich der | 
Spektren der Lisungen und der Glaser méglich wurde. Es wurden nur | 
solehe Farbgliiser untersucht, die durch Zusatz eines Metalloxyds zur | 
Schmelze hergestellt worden waren, bei denen also das Metall nicht in- | 
kolloidalem Zustand, sondern als chemische Verbindung auftritt. Durch. 
Zusatz eimes Metallsulfids gefiirbte Glaser kamen fiir die vorliegende| 
Untersuchung auch nicht in Frage. | 

Die Untersuchung der Glaser wurde durch den Umstand verein- 
facht, da8 gewdhnliche Gliser (also solche, die kein Metall enthalten, 
das farbige Ionen bildet) unter 2 u vélhg durchlissig sind. Die anioni~ 
schen Eigenfrequenzen beginnen erst bei langeren Wellen *). a 

Die Apparatur war die schon frither austiihrlich beschriebene * 
(Spiegelspektrometer, Voegesches Thermoelement, Paschenschesff 
Kisengalvanometer). Als Prisma diente ein Flugspatprisma mit einem| 
brechenden Winkel von 60°0'17", einer Basisdicke von 5,5cm und 5 em 
Hohe. 


1) Nihere Angaben hieriiber erfolgen in einer in Kiirze erscheinenden Arbeit. 
2) Th. Dreisch, ZS. f. Phys. 30, 200, 1924. 
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Es wurden folgende Gliser untersucht (vel. Tab. 1): 


Tabelle iW: 
| ezeichnung Art | Farbe | Dicke in mm | Hersteller 
f 1 Hisenoxydulglas | grin | 2,05 = 
: ) 4 ” ” ae | oe 
z Pt 2.07 a5 
4 | Grauglas mit | 2,06 — 
5 Hisenoxydul- | - grauviolett 1,90 —= 
6 J gehalt | ea 2.07 ‘| Es 
i) Bybee Kupferglas erin 3,6 | 
tO 2742 | ” blau wie Kupfersulfat 3,4 
) O 3108 Chromglas gelbgriin 4,08 | 
424i Kobaltglas blau | 2,9 Schott 
450" Nickelglas dunkelviolett 305 | | 
a 44QUL . hellgelbbraun a8 | 
Ip 454m Uranglas hellgelb 14,0 | 


- AuBerdem wurden acht Didymgliser der Sendlinger optischen Glas- 
herke untersucht. Die benutzte Schichtdicke betrug 7,9 bis 10 mm. 


Die untersuchten Liésungen sind in Tabelle 2 zusammengestellt. 


Tabelle 2. 


ee 


Salz i Konzentration | Bemerkungen 
MPULOSUIGAt AIEEE RL ea, se 1 Mol. 
lerroammoniumsulfat ....... (|| 200 gil mit Schwefelsaure angesauert 
» Sih a eee Be ae gesattigt 
PERC WMLORMCMEE ts Le. sa a. 8 konzentriert 
BOCCRSUNTA MENS Bae es Gx ts 1 Mol. 
; ” 2 a "ho: Soe ee 0,05 Mol. 
Miptercnlonidmmeymeeti. 5 6s c. 2 1 Mol. 
” > 6) -peeb. OLR L ee 0,05 Mol. 
Teomnigiligiy 5. 6) 3, Sa | 20,0 g/l 
aliclodtio > 5 Sear | 1 Mol. | 
oa wae st | ORG | in Salzsaiure gelost 
 Cxolelillodiie er 1 
| ginwitarorens 5 oa) 3) e) ee | 620 gil 
Eo» eee. | 884 er in 96 Proz. Alkohol gelist 


Die Glaser wurden nicht gegen Kompensationsscheiben gemessen, 
‘ndern die Reflexionsverluste beim Zeichnen der Kurven beriicksichtigt. 
yer geringe Fehler, der dadurch entsteht, dai die Retlexionsverluste 
juchweg mit 10 Proz. angenommen wurden, fallt nicht so sehr ins 
Hewicht, da bei der vorliegenden Arbeit der Hauptwert auf die Lage 
jd Form der Maxima gelegt wurde. 

} Zur Messung der Lisungen wurden Trége von 10, 5 und 2mm 
P hichtdicke benutzt. In dem Gebiet, wo Wasser stark absorbiert, 
}urde mit einer Schichtdicke von 0,9 mm gearbeitet, die durch Hinlegen 
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von 1,1 mm dicken Glasplatten in die 2mm dicken Trége hergestellt 


wurde. Die molaren Kupfersulfat- und Kupferchloridlésungen wurden | 
in einem Trog von 0,72mm gemessen. Bei der Messung wurden stets | 
(auBer beim Kupfersulfat und Kupferchlorid) zwei gleichdicke Trége q 
benutzt, von denen der eine die Liésung und der andere das Lisungs- j 
mittel enthielt. Trége und Farbgliser befanden sich in einem beweg- § 
lichen Halter, so daf es méglich war, sie bei derselben Teilkreisstellung . 


abwechselnd vor den Spalt zu bringen. 
Bei dem meist gebriuchlichen Verfahren, den Verlaut der Absorp- 


tionskurven nach Absorptionsprozenten aufzutragen, werden die stirkeren | 


Banden am oberen Rande der Figur zwischen 80 und 100 Proz. zu- 


sammengedringt, so daf man kein genaues Bild iiber ihre relativen In- | 
tensititen bekommt. Deshalb wurden in der vorliegenden Arbeit als_ 


Ordinaten die nach der Gleichung 
k = logJ, — log J 


berechneten dekadischen A bsorptionskoeffizienten fiir die unter der Figur | 


angegebenen Schichtdicken autgetragen. 


Die Spaltbreite betrug je nach der Starke der Absorption 0,1 mm § 
(= 1’) bis 0,14mm, nur in wenigen Ausnahmefillen wurde in den Ab- | 
sorptionsmaximis mit breiterem Spalt gearbeitet. Der Abstand der Meb- } 


punkte betrug 1 Minute. 


Ergebnisse der Messungen. 


Eisenoxydulsalze. Zunichst wurde das Eisenoxydulglas Nr. 1 | 


durchgemessen. Bereits Sonnefeld’) hatte ein Eisenoxydulglas auf 


seine Eignung als Schutzglas gegen Wirmestrahlen untersucht. Da in 


dem vorlegenden Falle des anderen Gesichtspunktes halber mit gréBerer 
Auflésung und mit einer weit gréferen Anzahl MefSpunkte gearbeitet 
wurde, ergab sich die in derartigen Fallen zu erwartende Anderung der 
Kurve: (Deutlicheres Hervortreten der Struktur der Kurve, Verlagerung 


des Maximums nach der Seite des steileren Anstiegs, Zunahme der Ab- 


sorption im Maximum, Abnahme im Minimum). Die Eisenoxydulbande 
hatte ihr Maximum bei 1,07 uw, was mit dem von Coblentz?*) bei eimigen 
Glasern gefundenen Wert 1,1 u gut iibereinstimmt. Das Absorptions- 
maximum scheint feinere Struktur zu besitzen, vor allem zeigte sich ein 
schwacheres Nebenmaximum bei 0,95 u (Fig. 1). Mit steigenden Wellen- 


1) A. Sonnefeld, Zentral-Ztg. f. Opt. u. Mech. 44, 187, 1923. 
2) W. W. Cpe) 2 mez Scient. Pap. Bur. Stand. Nr. 325, 1918. 
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_laéngen nimmt die Absorption des Eisenoxyduls fortwihrend ab, bis bei 
2,6 w die weitere Abnahme durch den Beginn der Absorption des Grund- 
-glases verdeckt wird. 

Weiter wurden noch fiinf Farbgliser untersucht. Nahere Angaben 
_tiber dieselben siehe in Tabelle 1. Alle zeigten bis 2,6 w einen véllig 
'gleichartigen Verlauf der Absorption, nur die Starke der Absorption 
war verschieden. Hieraus lieB sich unschwer erkennen, da’ auch diese 
fiinf Glaser Eisenoxydul als firbende Substand enthielten. Nur zwei der 
Glaser hatten die durch das Eisenoxydul hervorgerufene griine Farbe, 
die ja auch Nr. 1 aufwies, die 


40 


vanderen drei dagegen waren 
pgrauviolett. Es ist also anzu- 
/nehmen, daf die letzteren durch 
Zrisatz einer im Sichtbaren ab- 
‘sorbierenden, aber im Ultra- 
proten durchlassigen Substanz 
umgefarbt waren. Um _ fest- 


zustellen, ob das Eisenoxydul 
oder die zweite Substanz bei 
‘angeren Wellen  absorbiere, 
‘wurden alle sechs Gliser bis 
Wi, 1 uw durchgemessen. Hierbei 


seigte sich, daS der Verlauf der 


bsorption bei allen diesen 


~ 


——s—.—— 


alasern der gleiche war, die 


OIE 40 105 18 L 
urven fielen sogar teilweise Bigtil: idekeatad: 
susammen, sonst war die Stiirke — — — Eisenoxydulglas Nr. 1. 
; : FeSO, 5mm, 1 mol. 
Beeeavsorphiom  ebwas ver-  §) =-4-= FeCl; 10 mm, konz. 


: 5 ; ae : S = Spaltbreite. 
)chieden, indem die Glaser mit a 


seringerem Eisenoxydulgehalt schwacher absorbierten und indem die 
craugliser die entsprechenden griinen an Undurchlissigkeit tibertrafen, 
rotzdem, der Bande bei 1,1 w nach zu schliefen, bei ihnen der Eisen- 
‘xydulgehalt geringer war. Man kann deshalb annehmen, daf die Ver- 
'chiedenheiten, die hier auftreten, durch geringe Abweichungen in der 
Jusammensetzung des Grundglases hervorgerufen wurden. 

Weiterhin wurden zwei Eisenoxydulsalze in wiasseriger Lésung 
ntersucht, naimlich Ferrosulfat und Ferroammoniumsulfat (Mohrsches 
yalz). Die Konzentrationen gehen aus Tabelle 2 hervor. Die Lésungen 
varen blaSgriin. Wiahrend Ferroammoniumsulfat bestindig war, mubte 
PW Zeitschcift fir Physik. Bd. XL. 48 


oe 
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die Ferrosulfatlésung unmittelbar nach der Herstellung durchgemessen }j 
werden, da sie sehr rasch triibe wurde. Die Banden lagen in beiden jf 
Lésungen gleich. Was die Intensitét anbetrifft, so absorbiert das Ferro- | 
sulfat (bei gleicher Schichtdicke und gleicher Anzahl der im Lichtweg i 
befindlichen Eisenatome) etwa 10 bis 20 Proz. mehr als das Ferroammo- | 
niumsulfat. Ebenso wie bei den Glisern zeigten sich auch hier An- | 
deutungen einer feineren Struktur, nur da hier das bei 0,95 w liegende 
Maximum das bei weitem stirkere war und das Maximum bei 1,07 w nur 
sehr schwach auftrat. Durch den Ubergang von der wisserigen Lésung | 
zum Glas, tritt also ein Vertauschen der Intensitéit der beiden 
Maxima ein. 

Ferroammoniumsulfat ist schon friiber von Houstoun und Logie 4) 
spektral untersucht worden, doch geben die bheiden Verfasser keine Ab- 
sorptionskurven, sondern betonen nur die Brauchbarkeit des Salzes als | 
Filter zum Abblenden der Wirmestrahlen. 


Eisenoxydsalze. Die Absorption von Ferrochlorid zeigt ein f 
véllig anderes Aussehen als die der Eisenoxydulsalze (Fig. 1). Es trat. 
nur eine schwache Bande auf, deren Maximum bei 0,83 u lag. Von da 
ab fiel die Absorptionskurve andauernd, und bis 1,3 4 war keine neue |) 
Bande festzustellen. Auch quantitativ war die Absorption weit schwacher | 
als die des Ferrosulfats. Im Maximum der Eisenchloridbande absorbierte 
ein Eisenmolekiil noch nicht den zehnten Teil der Energie, die es im jj 
Maximum der Ferrosulfatbande absorbierte. 

Bei Coblentz*), der ebenfalls ein Eisenoxydsalz _, Ammonium- | 
Kisenalaun* (N H,),Fe,(SO,), untersuchte, fiel bei einer hochkonzentrierten 
Lisung von etwa 1,05 ab die Absorption mit der des Wassers zu- 
sammen, bei einer gesittigten Lisung zeigte sich noch dariiber hinaus. 
eine mit zunehmender Wellenlinge abnehmende Absorption. Coblentz| 


fand eine Bande bei 0,85. Die geringe Verschiebung nach langeren’ 
Wellen ist darauf zuriickzufiihren, daB Coblentz nicht gegen Wasser 
mift, sondern die Durchlissigkeitskurven von Wasser und Salzlésung aut 
dasselbe Blatt zeichnet. 


Ein Eisenoxydglas wurde nicht untersucht. 


Didymsalze. Die Durchmusterung des Spektrums einer Anzahl 
didymhaltiger Glaser ergab neben Andeutungen von Banden bei kiirzeren| 
Wellenlingen zwei Banden bei rund 1,49 und 1,9u. Beide Banden 


1) R. A. Houstoun und J. Logie, Phys. ZS. 11, 672, 1910. 
2) W. W. Coblentz, Bull. Bur. Stand. 7, 656, 1911. 
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pwaren bisher noch unbekannt. Da bei Didym ein sehr reichhaltiges 
)Glasmaterial vorlag, wurde die Untersuchung desselben einer besonderen 
Arbeit vorbehalten, die auch der verschiedenartigen Zusammensetzung 
pdes Grundglases Rechnung trug. Diese Arbeit wurde im hiesigen Insti- 
‘tut durch Herrn Dr. Lueg ausgefiihrt"). Er fand in den Didymglisern 
Banden bei 0,744 u, 0,792 u, 0,863 u und 1,4508 bis 1,4948 uw, die gut 
mit den von ihm im Didymchlorid gefundenen Banden iibereinstimmten. 
Weiter fand er eine Bande 

Ibei rund 1,84u. Eine 

‘Untersuchung von Neodym- 7g 

‘und Praseodymchlorid er- 
ygab, daB fiir die Absorption 
punter 1 w der Neodymgehalt 
und fiir die Absorption bei 
1,5 u der Praseodymgehalt 
evon ausschlaggebender Be- 


deutung ist. 


Kupfersalze. Schon 
iwor langerer Zeit wurden 


> 


wom Verfasser Kupfersulfat 
‘ond Kupierchlorid in ver- 
sschiedenen Korzentrationen 
soit Quarzprisma  unter- 
Sucht*). Hierbei fand sich 
bei beiden ein Maximum G75 40 905 Le 
Mbei 0,82. Coblentz*) Fig. 2. Kupfersalze 


% a Glas 431"! (griin). 6 Glas O 2742 (blau). 
maB Kupferchlorid, Kupfer- = —.—.— CuSOg, 1/2 mol, 0,72 mm. 


<aliumchlorid und Kupfer- 

acetat gegen Luft. Auch hier zeigte sich ein Absorptionsmaximum zwi- 
schen 0,8 und 0,9 u. 

Weiter wurden zwei Kupferglaser untersucht (Fig. 2), das griine 
Glas 43102 und das hellblaue Glas 02742 (,blau wie Kupfersulfat‘). 
Bei beiden verlief die Absorptionskurve selir thnlich, nur war die Ab- 
sorption des hellblauen Glases erheblich staérker. Von 1,75 w ab stieg 
‘lie Absorption. mit abnehmender Wellenlange sehr rasch an. Das Glas 


1) P. Lueg, ZS. f. Phys. 39, 391, 1926. 
2) Siehe R. Mecke und H. Ley, ZS. f. phys. Chem. 111, 385, 1924. 
3) W. W. Coblentz, Bull. Bur. Stand. 7, 658, 1911. 
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43102 wurde auch von Coblentz gemessen'), doch war es ihm wegen 
der sehr starken Absorption nicht méglich, die Wellenlinge dés Maxi- 
mums festzulegen. Seine Kurve bricht bei 0,9 w ab. In der vorhegenden 
Arbeit gelang es, auch im Maximum der Bande zu messen, wobei sich 
fiir das Maximum als Wellenlinge etwa 0,85 ergab. Da das blaue 
Glas noch stiarker absorbierte als das griine, wurde bei demselben unter 
1,1 nicht gemessen. 

Chromsalze (Fig. 3). Eine Messung von Chromisulfat ergab an- 
fangs (bei 0,65) sehr starke Absorption, die bis 0,75 w abfiel, um 
weiterhin bis 1,34, wo die Messung 
abgebrochen wurde, sehr gering zu 
bleiben. Nach den Messungen von 
Coblentz, der Chromsulfat und Ka- 
liumchromalaun untersuchte, tritt) auch 
weiter bis 1,5 keine neue Absorption 


auf. Zsigmondy?*) findet. mit einem 
Spektralphotometer in Chromglas:: das 


05 Maximum der Absorption bei 0,62 bis 
0,65. In. der vorliegenden Arbeit 
wurde das gelbgriine Chromglas © 3108 
untersucht. Die erhaltene Kurve stimmt 
mit der fiir Chromsulfat gefundenen 
gut iiberein, nur daB sie etwas (um etwa | 
0,07 w) nach lingeren Wellem : ver- 


a 


———. schoben ist. Auch hier trat bis 2 wikeine 


had we nennenswerte Absorption mehr auf. ) 
Fig. 3. Chromsalze. Kobaltsalze. Kobaltchloriin in ~ 
Cro (SO4)3, 10 mm. 2 \ ie 5 { 
Sab? BPE ree wisseriger Lisung absorbiert im Ultra- 


., ,.roten nur.sehr wenig. Das Maximum 
Bet flachen Kurve ep bei 1,25 w (Fig. 4). Frither war Kobaltchlorijr 
von Houstoun *), Jones und pony) und rhe untersucht worden. 


nicht gegen Wasser. saiite ce die yon -ihnen gefundenen ee 


, j 
eR ESR Sh OY ‘ Mh eh Dm ' ) ch ts 


1) W. W. Coblentz|:Scient. Pap. Bur. Stand. Nr, 825, 657, 1918. | \ 

2) R. Zsigmondy, Ann. d. Phys. (4) 4, 60, 1901. ‘ 

3) R. A. Houstoun, Phys. ZS. 14, 424, Salat Proe. BOY Soc. eee “31, 
521, 1911. Qi t ite 

4) H.C. Jones und J.'S. Gay,! Ann..d. fies 8, 594, 1914. u 

5) W. W. Coblentz, Scient) Pap: Bur. Stand. Nr. 325, 1918. are 


; 
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am Kinklang mit meinen Ergebnissen. Houstoun maf bis. 1,27 w und 
svermutete das Maximum bei 1,3 u. 

Farbt man eine Kobaltchloriirlésung durch Zusatz von Salzséure 
bla, «so ‘ndert sich die Absorption erheblich. Die Bande verschiebt 
sich "nach langeren Wellen und wird erheblich starker. Bei gleicher 


| 
; \ YET V pao 
Y no'4 De 4 = 


O’ 10 125 750 795 230 ft 


Fig. 4. Kobaltsalze: 


Kobaltglas. —-—-— CoCly in Salzsaure gelést, 0,9 mm, 0,5 mol. 
— — — CoCl, in Wasser gelést, 0,9 mm, 1 mol. 


Schichtdicke absorbiert im Maximum eine halbmolare Lésung riomnal 
‘soviel wie eine molare Lisung ohne Salzsdurezusatz in ihrem Maximum. 
Das sehr breite Maximum erstreckt sich von 1,55 bis 1,9 uw. 

Die Untersuchung des Kobaltglases 424™ ergab einen ahnlichen 
Verlauf der Kurve (Fig. 4), nur da8 das Maximum seinen héchsten Punkt 
‘bei 1,5u hat und die Bande erheblich breiter ist als bei der Lésung. 
‘Kine ahnliche Verschiebung stellen Hill und Howell’) auch im Sicht- 
‘baren fest, wo Kobaltchloriir in Salzsiure sein Maximum bei viel 


4] R. Hill und R. O. Howell, Phil. Mag. (6) 48, 882, 1924. . 
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langeren Wellen hat als Kobaltorthosilikat und die anderen blauen 
Kobaltverbindungen. Weiter finden Hill und Howell, daf sich die — 
Kobaltsalze nach ihrer sichtbaren Absorption in zwei Gruppen teilen 
lassen, je nachdem es sich um rote oder um blaue Verbindungen handelt. — 
Die Absorptionskurven fiir die einzelnen Verbindungen in jeder Gruppe | 
stimmen gut tiberein. Hill und Howell sehen die Ursache fiir diese 
Zweiteilung darin, daB bei den blauen Verbindungen das Kobaltatom mit 


G76 40 425 45 475 Z0 fh 
Fig. 5. Nickelsalze. 
Nickelglas, violett. —-— — Nickelglas, gelb. ——-—-— NiCls, 2 mm, 1 mol. 


vier anderen Atomen oder Gruppen zusammentrite, bei den roten Ver- — 


bindungen dagegen mit sechs. 


Nickelsalze. Die Absorptionskurve fiir Nickelchloriir (Fig. 5) — 
zeigt eine Bande bei 0,72u, starke Durchlassigkeit bei 0,9 w und dann j 
eine starke Bande bei 1,24. Zwischen 1,4 und 1,9u war keine Ab- | 
sorption mehr nachweisbar. Jones und Guy’) fanden bei Nickel- 
chloriir, Nickelsulfat und Nickelnitrat eine Bande bei 0,7 wu und starke ¥ 
Durchlissigkeit bei 0,9 w und brachen in der Bande bei 1,1 u wegen de 
starken Wasserabsorption ihre Messungen ab. Houstoun fand fir das — 
Sulfat, Nitrat, Fluorid, Chlorid, Bromid und Jodid des Nickels dasselbe, 
nur da8 er die Wellenlinge des Maximums mit 1,21 u angibt. Aue a 
Coblentz*) fand im Sulfat, Nitrat und Acetat die Bande bei 0;7 i 


1) H. C. Jones und J. S. Guy, Ann. d. Phys. 48, 594, 1914. 
2) W.W.Coblentz, Scient. Pap. Bur. Stand. Nr. 325, 1918. 
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_ Aus allen drei Arbeiten ergibt sich eine sehr grofe Abhnlichkeit des 
_ Absorptionsverlaufs der verschiedenen Nickelsalze, sowohl der Lage, als 
| auch der Starke der Absorption nach. 

Die Untersuchung des violetten Nickelglases 450'' (Fig. 5) ergab 
| starke Absorption bei kurzen Wellenlangen (vor 0,7 w), die friiher auf- 
Yhérte als bei der Nickelchlorirlésung, so da8 das Absorptionsminimum 
bereits bei 0,77u lag. Dies stimmt gut mit der Beobachtung von 
Zsigmondy iberein, der bei der Untersuchung zweier violetten Kali- 
glaser mit Nickelzusatz im Sichtbaren eine Bande bei 0,64u fand. 
Weiter fand ich ein Maximum bei 1,2u, das der Lage und Form nach 
genau mit dem bei Nickel- 


_chloriir gefundenen iiberein- 
| stimmte. Dagegen hirte 
bei dem Glas die Absorption 
"bei 1,3 w nicht auf, sondern 


} stieg mit zunehmender 
Wellenlinge wieder an. 
Auch bei 2,2u, wo die 
Messung abgebrochen wurde, 
dauerte dieser Anstieg noch 
van. Das gelbe Nickelglas 
440" (wahrscheinlich bor- 4” cs Be TA te Ogee, 
‘sdurehaltig) verhielt sich ge aie 

‘yéllig anders. Bei ihm trat nur eine kontinuierliche Absorption auf, die 


pawischen 1,3 u und 2,1 w abnahm. 

| Uransalze. Bei der Untersuchung des Uranglases 454™ gelang 
es, die von Coblentz in Uranglasern bei 0,92 und 1,55 wu gefundenen 
"Banden weiter aufzulésen. Vor der auch in der vorliegenden Arbeit bei 
0,92 w gefundenen Bande trat noch eine schwachere Bande bei 0,82 u 
fauf, und die zweite starke Bande spaltete sich in eine sehr schmale 
‘Bande bei 1,44u und eine etwas breitere Bande bei 1,55 yu (Fig. 6). 

In Uranylnitrat in wisseriger Lisung waren bei 0,5 mm Schicht- 
Micke bis 1,5 keine Banden nachweisbar. Auch die Untersuchung mit 
6 proz. Alkohol als Lésungsmittel und 2mm Schichtdicke bis 2 u war 
orfolglos. SchlieBlich wurde eine gesittigte Lisung von Natriumdiuranat 
om normaler Schwefelsiure in lcm Schichtdicke bis 1,2 untersucht, 
)>hne da Absorption auftrat. 

Es ist deshalb anzunehmen, da sich in den Uranglisern, die ja 
lurch Zusatz von Natriumdiuranat zur Schmelze hergestellt werden, 
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neben oder statt Uranylsalzen ein Komplex bildet, der anders absorbiert 
als diese. Falls das Natriumdiuranat als solches in der Schmelze be- 
stehen bleibt, kénnte man die Banden des Uranglases als (anionische) 


Kigenfrequenzen der Uransiiuren auffassen. 


SchluB. 


Da die Absorptionskurven der Glaser und der Liésungen desselben 
Metallsalzes einen sehr ahnlichen Verlauf zeigen, kann man annehmen, — 
daf in den Glisern die Metallatome mit anderen Atomen zu Komplexen _ 
zusammentreten, die den in den Lésungen vorhandenen Komplexen spek- 
tral gleichwertig sind. Ausnahmen dieser Regel treten natiirlich dann — 
ein, wenn man durch Zusitze zur Schmelze die Bildung des gleich- 
wertigen Komplexes stért. So geben beispielsweise Nickelglaser ein | 
verschiedenes Spektrum, je nachdem das Grundglas Natrium oder Kalium | 
enthilt, beim Erhitzen von Eisenoxydglas tiber 1300° dissoziiert das 
Eisenoxyd und es bildet sich Eisenoxydul, was eine Farbinderung des 
Glases zur Folge hat*). Kobaltorthosilikat mit Zmkzusatz ist blau, ent | 
halt es aber Magnesiumoxyd, so ist es rot ®), reine Borséure wird von | 
Kobaltoxyd nur schwach rosenrot gefarbt*). Vermutungen iiber die Art) 
der absorbierenden Komplexe aufzustellen, soll vermieden werden, da 
dies den Rahmen dieser mehr spektroskopisch eingestellten Arbeit iiber-| 
schreiten wiirde. Zusammenfassend lieSe sich folgendes sagen: } 

1. Metallsalze in Flissigkeiten und in Glasern gelést, haben imi 
allgemeinen gleichartige Absorption. af 

2. Es ist méglich, aus der ultraroten Absorption Riickschliisse au 
das zur Farbung des Glases benutzte Metallsalz zu ziehen. | 


1) J.C. Hostetter und H.S. Roberts, Journ. Amer. Cer. Soc. 4, 927, 1921 
2) R. Hill und O. R. Howell, Phil. Mag. (6) 48, 832, 1924, 
3) R. Zsigmondy, Ann. d. Phys. (4) 4, 60, 1901. 


{ 
I 
q 
i 
| 
| 
i 


Uber Systeme linearer Differentialgleichungen mit 
zyklischer Koeffizienten-Determinante. 
Von Harry Schmidt in Céthen. 
(Eingegangen am 27. November 1926.) 


In Verallgemeinerung und Erweiterung einiger von Andreoli mitgeteilter Sitze 
‘wird gezeigt, wie sich gewisse Systeme linearer Differentialgleichungen auf ein- 
fachere Systeme reduzieren lassen. 

Kirzlich habe ich'), ohne auf irgendwelche Einzelheiten einzugehen, 
‘daraut hingewiesen, da8 sich die in einer Arbeit von Andreoli?) ent- 
‘haltenen Resultate beziiglich der Auflésung von Systemen linearer 
|Differentialgleichungen mit solchen Koeffizienten, deren Determinante 
i eine gewohnliche Zirkulante bzw. eine Zirkulante vom Range q darstellt*), 
‘im ziemlich weitem Umfang verallgemeinern und erweitern lassen. Da 
‘Systeme linearer Differentialgleichungen fiir manche Fragen der theoreti- 
'schen Physik von Bedeutung sind, und da die hier in Betracht kommende 
'Methode recht erhebliche rechnerische Vorteile zu gewahrleisten vermag, 
soll der Gegenstand in der vorliegenden Mitteilung kurz behandelt werden. 


Sei q relativ prim zu n, also 

4, nN) = iB, 
jand sei / eine Zahl, fiir die die Kongruenz 
q’ = 1 (mod.n) 


orfiillt ist. Dann betrachten wir, 


da “(h 
AS {y | — Yr ; 
-etzend, das lineare Differentialgleichungssystem 
nae (ion 
A AD y®) 1 
: See : (ae pei © 
“essen RectPrionten durch 
F l 
Ges eat (la) 
=H r 
ait a a A == 10,1, 2)....,0 —1) 


, 1) H. Schmidt, Leipziger Habilitationsschrift 1926, S. 22. 
2) G. Andreoli, Rend. Acc. di Napoli (3a) 27, 209, 1921. 
5) Eine Determinante n-ter Ordnung |a,,| heift eine Zirkulante vom Range q 
; relativ prim zu 7), falls 
Ig Ang = Us_ rq (5.39 OF15250.., W—1) 
if =a, (A= 0,1,2,...,2—1) 


it. 
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gegeben sind, wobei die as’*) bekannte Funktionen der unabhangigen 
Variablen # bezeichnen. Durch die Transformation 


yy == >) et? en (@%) (2) 
mit eh 20% 
oe 
geht dieses System in 
u—1 m fh Oger ee 
Sher? fy (6) SS aoe at 2) 
o=0 k=1 t=1s8s=0 o=0 


iiber, wofiir wir, 


setzend, auch 


Oe! m BS MS Th 
Sr Ae= > SB a ghatrond—) apt ey (e%) 
o=0 k=1 t=1 o=0 24=0 
oder mit Benutzung der Abkiirzung 
n—1 
Aakd (g°) = S) sf Sane 
einfacher i 
a m nm—1 
Dene, 6) S Sy AME (G2) 27 Eee (0%) 
o=0 k=1 t=1 0o=0 


schreiben kénnen. Multiplikation mit «—"-¢ und Summation iiber r liefert 


m—in—1 m te 
Sea MANE) — Pa ertoa'—eh., ap (6%); 
o=(0rT=0 k=1 t=1 o=07r=0 
woraus wegen 
rm—t . 
See as Ms falls p cues n teilbar, ; (3). 
=a 0, falls p nicht durch n teilbar, 


sachs 
zunachst EASES 


m2, (8°) = > > SD Ate (69). erlo-F 0h, ey (@) (4) 


k=1 t=1 o=0 r=0 
folgt. Nun lassen sich die n Einheitswurzeln ¢? in Gruppen von der 


Form 
a” — ey 
é esd 
a”) — gE”? 
at 
I a A 
v ‘ 
on 
[ea = 2" 


(I; Teiler von 1) 


Uber Systeme linearer Differentialgleichungen usw. VOR 


einteilen 1), und wenn z. B. 

ee =e) = grt? = 1,2,38,...,1) 
gewahlt wird, so hefert wegen (3) die Summation iiber r auf der rechten 
Seite von (4) nur dann von Null verschiedene esi falls 


i a= Ef — A (= — 1,2 2,3 ecient’ ) 
und fae t be (Ub OL, 25 cig —— 1) 
pet p= ites 
‘sowie 1 
Up (= Ss 
I; 
gilt. Infolgedessen geht (4) in 
eaea i S > Oy Pap (Ep) - ee (ER) (5) 
idl p=1 
iber, wobei zur Abkiirzung 
mz —1 
@"” (« ee Sy Agee +e Gy (es (5a) 
uo 


gesetat worden ist. Das System (1) von m.m linearen Gleichungen 
14B8t sich somit auf Systeme von m./; Gleichungen zuriick- 
fiihren, aus deren Lésungen 2 (e°) man die Integrale y™ von (1) 
gem4B (2) erhalt. Der allgemeinste der drei von Andreoli?) an- 


gegebenen Siitze wird durch (5). geliefert, falls man darin m = 1, J; = 1 
((mithin m; — 1) sowie fiir alle ¢ + 2 
Ak (2) = 0, 
dagegen Ahk) (g°) == A (e°) 
setzt. ' 
) Im Anschlu8 hieran behandeln wir noch kurz das System 
m Ve=e! 5 
(= WAY eo ay We 
“(Rina = (ik) (k) oy ) 6 
is = a we (Om ec ka o 
mit den Koeffizienten l 
Oe es See ee (6a) 
t= 
wobei n—1 
eee git? (6 b) 
v=1 
ie ne? ga athe (A =a) ts 2 Wiese 1) 
‘gelten soll. Hier fiihrt die Transformation 
<2) 
ys) = Da" eee") 
O=1 


1) Vgl. H. Schmidt, Leipz. Ber. 75, 25, 1923. 
Welle {oe 


ee 


728 Harry Schmidt, Uber Systeme linearer Differentialgleichungen usw. 


auf das System 


Tiel m US Nel 
Sheth? 2n(e2) = > SS DS Acero (6%) 7-0-0 * oz, (6°) 
o=1 =i ta. o=-t 
mit 
v nm—1 . : 
AOKD (e°) == Sa" .(e-? —1), (Ge) 
A=] } ; 


das sich durch Multiplikation mit (e~”-¢ —1) und Summation tiber r in 


Systeme von der Form 


m Uy; 
. Vv aD ) v 
Als) = 3 = 6 Pop (ep) & (Ep) (7) 
ait | =} 
mit ee | 
ov!” (9) ane eS A (hk{t + w.1;)) (e$”) (7 a) 
u=0 


zerspalten lat. Insbesondere folgt hieraus, daB das System 


—1 
y= Sy Ope Ys eas 1, 2 ae oH) 
s=1 
mit 
(OPS 
S| ar = ay 
y=1 
durch Quadraturen integrierbar ist, denn fiir m — 1, q =1 und] = 1 


geht (7) in : a ; 
é (é8) = A(é). 2 (ee) 
mw—=A1 


A (8) = Say. (e# @— 1) 


had 


iiber, wobei 


und 
n—1 


Ys = oS) E89, 2 (8%) 


o=] 
zu setzen ist. 


Leipzig, Theoretisch-Physikalisches Institut, November 1926. 


Berichtigung 


yu der Arbeit: Bemerkungen iiber die Schwingungsenergie der Molekeln CO 
und CO,1) von Frank Matossi. 


S. 2, Zeile 12 lies 10-!° statt 10729, 
Zeile 16 lies 1,07 statt 1,10, , 
8.3, Zeile 9 lies einen ungefihr zehnmal statt einen zehnmal. 


1) ZS. f. Phys. 40, 1, 1926. 
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Torsionsmodul und Zugfestigkeit bei Ein- und 
Vielkristalldrahten. 


Von J. Koenigsberger in Freiburg i. Br. 


(Eingegangen am 26. November 1926.) 


Bei der Aufhingung von Systemen, deren Drehungsmoment etwa proportional der 
wirksamen Masse des Gehiinges wiichst, kommt es darauf an, da8 der Quotient (’ 
Zugtestigkeit durch Torsionsmodul méglichst groB ist. Letztere beiden Gréfen 
werden fir Metalle hoher Ordnungszah] und einige andere Materialien bestimmt, 
wobei es vor allem auf eine von systematischen Fehlern freie Bestimmung der 
Jurchmesser ankommt. Das geeignetste Material fiir Aufhaingungen ist Wolfram, 
weil Wolfram eines der héchsten C' und nach geniigender Temperung vorziigliche 
Nullagenkonstanz besitzt und wegen seiner Verwendung in der Glihlampenindustrie 
nm den verschiedensten Dicken erhiltlich ist. Der Unterschied der Konstanten 
wzetemperter und ungetemperter Drihte, der Draihte mit abnormalem kleinen Tor- 
sionsmodul, von dicken und diinnen Driihten u. a. wird erklirt, ebenso der 
Jnterschied von Torsionsmodul und Zugfestigkeit fiir Ein- und Viel-(Uni- und 
Multi-) kristalldrihte; die Beziehung obiger Konstanten zu anderen physikalischen 
Migenschaften wird diskutiert. Quarzglas verhilt sich wie ein extrem feinkérniger 
kristalliner Draht. 

§ 1. Bei der Aufhingung von Systemen, deren Drehungsmoment in 
-iner Apparatur etwa proportional der wirksamen Masse des Gehinges 
ivichst (z. B. Cavendish -Torsionswage, Eétvis-Drehwage, magnetische 
Apparate, bei denen die Linge des Magnets begrenzt ist, Drehspulen in 


yalvanometern mit hoher Voltempfindlichkeit), kommt es zuniichst auf 


“olgende drei Eigenschaften des Drahtes an: 1. méglichst klemer Torsions- 
sgodul, 2. méglichst grofe Zugfestigkeit, 3. méglichste Konstanz der 
Nullage. 

Fiir die theoretisch und praktisch wichtigen Elemente hoher Ordnungs- 
»ahl legen meines Wissens Bestimmungen dieser Konstanten gréStenteils 


ticht vor oder sind wenigstens in den Tabellen von Landolt und 
36rnstein und anderwirts nicht zu finden. Deshalb wurden sie jetzt 
yestimmt; die Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle gegeben. 

Fiir die Winkelempfindlichkeit eines der oben genannten Gehiinge 
‘st, wie man leicht sieht, mafgebend der Quotient O', Zugfestigkeit durch 
‘orsionsmodul fiir einen Draht von gegebenem Durchmesser. AuSerdem 
-ilt: Je diinnere Drahte genommen werden, um so grofer ist die Winkel- 
-mpfindlichkeit, weil bekanntlich der Torsionsmodul der vierten Potenz 
ples Radius umgekehrt, die Tragkraft aber dem Quadrat des Radius direkt 


Mroportional ist. Ein Drahtmaterial ist um so geeigneter, je gréBer der 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XL. 49 


ee 
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oben erwihnte Quotient CO’ ist und je diimner und dabei gleichmafig 
Drahte in ausreichender Liinge sich herstellen lassen, ohne daB die 
Nullpunktskonstanz leidet. Disnere Drahte geben bekanntlich (unter 
Beriicksichtigung der Abnahme der Tragkraft) eme VergréSerung der 
Empfindlichkeit proportional dem Quadrat des Radius..— Die untere 
Durchmessergrenze wird fiir jede Apparatur noch durch besondere Be- 
dingungen, z. B. das giinstigste Verhaltnis von Masse zu Obertliche des 
Gehinges (Magnet, gravitierende Masse usw.) begrenzt. 

§ 2. Die Tragkraft wurde durck ZerreiSen knickfreier Drahte er- 
mittelt. Die Versuche wurden wiederholt, wobei nur solche galten, bei 
denen der Draht nicht in der Nahe eines Endes abri8. Die Ergebnisse 
sind meist auf +5 Proz. reproduzierbar. Fir die Tragkraft ist jeweils 
die Stelle kleinsten und schwiichsten Querschnitts des Drahtes maSgebend, 
daher wohl zuweilen, insbesonders: bei Quarzfiden, stark verschiedene 
Werte. 

Der Torsionsmodul dagegen entspricht, weil er der Linge proportional 
ist, in erster Naherung einem Mittelwert fiir den Gesamtdraht und ist, 
wie viele Versuche zeigten, bei gleichartig bearbeitetem Material, z. B. 
Draht von einer Rolle der in der Tabelle erwahnten Firmen konstant, 
auch wenn die Tragkraft variiert. 

Der Torsionsmodul wurde in der bekannten Weise durch Bestimmung 
von Schwingungsdauer, Tragheitsmoment, Dicke (Durchmesser) und Linge 
gemessen. Unsicher ist nur die Dickenmessung. Alle anderen GréBen lassen 
sich leicht auf 1 Proz. bestimmen. Die Dickenbestimmung wird bis zu 
Dicken von 0,025 auf etwa +2 Proz. genau. Der Torsionsmodul kann 
dementsprechend einen Fehler von etwa +8 Proz. haben. Die mit Taster 
gemessenen Dicken sind etwas zu klein, weil der runde Draht dabei ein 
wenig eingedriickt wird. Die optische Messung gibt insbesondere | bei 
den kleinen Dicken der Beugung wegen zu groBe Werte. Am sichersten 
war die Methode durch Dichtebestimmung') an einem massiven Stiick 
und Wagung einer bestimmten Drahtlinge. Wenn auch hierbei zu be- 
achten ist, daf gezogene sehr diinne Drahte eine etwas andere Dichte 
haben kénnen, als massive Stiicke, so ist doch bekanntlich der Unter- 
schied zwischen gegossenen und gehimmerten Metallen fast nie gréser 
als/5)Rroz wenn aber beide Materialien gezogen sind, sicher kleiner 
als 1 Proz. Es‘ stellte sich dabei heraus, daf die von den verschiedenen 


1) Bei dieser Gelegenheit wurde die Dichte des Molybdins an einem Stak 
von 1,48mm Dicke, den ich der Deutschen Gliihfadenfabrik in Berlin-Charlotten 
burg verdanke, zu 10,33 bei 17° gemessen. 
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‘Firmen angegebenen Drahtdicken, die wohl mit Taster ermittelt werden, 
)durchschnittlich um 1,5 bis 5 Proz. zu klein, nie zu groB waren.  Viel- 
leicht sind die Ziehlicher mit der Zeit weiter geworden und die 
-Messungen nur anfanglich gemacht worden. Die optische Drahtdicke 
{allt bei Dicken von 0,020 bis 0,040 um etwa 4,0 bis 1,5 Proz. zu grog 
aus. Der Korrektionsfaktor wurde fiir verschiedene Dicke ermittelt, und 
dann meist die Dicke optisch bestimmt. 

Zu einer annihernd richtigen Zugtestigkeitsbestimmung war die 
-Priifung der Drahte auf GleichmifSigkeit und Entnahme eines iiberall 
gleich dicken und homogenen Stiickes notwendig. Uber das Priifungs- 
verfahren soll gelegentlich berichtet werden. Ls zeigte sich, da z. B. 
die Wolframvielkristalldrihte der einzelnen Firmen und Sendungen sich 
verschieden verhielten. Die Drahtfehler waren hiufig periodischer Art, 
so da derselbe Fehler ungefahr nach einer bestimmten Linge, die bei den 
einzelnen Firmen verschieden war (15 bis 50 cm), wiederkehrte. Drahtrollen 
-derselben Firma hatten bestimmte charakteristische Fehler, deren Gréfe 
vaber bei verschiedenen Sendungen wechselte. Drahtrollen einer Firma 
Nhatten ganz kurze Fehlstellen des Drahtes von einigen Millimetern und 
weniger. Bei Draht einer anderen Firma wechselte der Durchmesser 
jJangsam periodisch von einem Maximum zu einem Minimum. 
| Am besten war die erste Drahtsendung der Ver. Draadfabriken, 
Nymegen, die leider spiater keine Drahte mehr leferten. Der Draht von 
0,030 mm war ausgezeichnet homogen. Die Drahtstiicke dieser Rolle 
von 100m, die zu verschiedenen Zeiten gepriift worden, erwiesen sich 
Ro alle als gleichmafig. 

Die kleinen, oben besprochenen Drahtfehler sind Querschnitts- 
“dénderungen, die auf den Durchmesser umgerechnet etwa unter 1 bis 2 Proz. 
‘bleiben, zum Teil auch erheblich geringer sind. Ob sie auf periodisch un- 
vgleichmiBige Zielgeschwindigkeit oder auf periodische Verschmierung 
‘des Ziehsteins zuriickzufiihren sind, kann ich nicht sagen. 

In der folgenden Tabelle ist die Zugfestigkeit in kg/mm 
'— A, der Torsionsmodul in CGS entsprechend der Groéfe G in den 
'Tabellen von Landolt und Bérnstein (siehe Anm. 2, S. 733) mal 10°. 
“Zur Berechnung der Gribe C’ wurde die Zugtestigkeit durch Multi- 
‘plikation mit 9,81.107 in CGS umgerechnet = A’. 

Den Vereenigten Draadfabriken in Nymegen méchte ich fiir die 
‘kostenlose Uberlassung von zahlreichen Wolframdrihten, desgleichen der 
‘Deutschen Glihfadenfabrik in Berlin-Halensee fiir zahlreiche Molybdan- 
'drahte und der Siemens & Halske A.-G. fiir einen Wolframdraht danken. 
49 * 
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Zug Torsior dul 
Material Dimchmesscy ienugiet: ee ee ‘ 1057) a 
inmm.10*? | Kgimm2 4 | CGS.10-11 
Wolrreanties IV. 
I. Nymegen Ver. Draadfabriken | 
1. ungegliht und ungetempert | 2,1 330 18 IAF, 
2. ungegliiht . 2,6 420 20 2,0 
3. stark gegliht (annealed) 2,6 385 19 2,0 
a) 9g b)1l25¢g 
4. ungegliht, ungetempert . 38,10 290 GSAS ay 
5. derselbe Draht wie 4., getempert | 3,10 350 1G. (eos 2.1 
10. Wolframband | 1,26 5,40 150 (4,1) (3,6) 
II. Osram A.-G., alle ungegliiht | 
6. ungetempert . 2,65 315 esl 4,4 
a) 9g b)125¢g 
te 7 a ok apa 3,12 310. | 14,2 14,6 2,15 
8a. Draht von 7. getempert 3,12 290 _ | 15,0 15,0 1,9 
8b. getempert . \| 3,10 295° | 14,9 20a 
8e. 3 2,60 315 16,8 1,85 
Ill. Siemens A.-G. 
9. ungegliiht und ungetempert . 3,0 210 8,6 2,4 
IV. Philips Glihlampenfabrik | 
n.W.GeissundJ.A.M.y.Liempt | 
(Ann. d. Phys. 77, 105, 1925) — — | 17 — 
V. WolframNickellegierungvon | 
Osram A.-G. 
lla. getempert 3,2 270 8,1 3,25 
11 b. ungetempert By 285 9,1 3,10 
VI. Einkristalldrahte v. Wolfram 
12. von J. Pintsch, duktil 3,0 120 18,0 0,65 
13. von Pintsch- Osram 4 5,0 115 15,5 0,75 
14. nach W. Geiss (Physica 8, 327, | ; 
1923), n. Polanyiu.n. Ohashi 
u.nach Fischvoigt u. Koref — 100—108 16,7 = 
VIL. Molybdan, kristall., Deutsch. 
Glihfadenfabrik Berlin 
15, schwarz, hart, ungegl., ungetemp. 4,12 250 15,0 1,6 
16. blank, , ts 4 4,12 270 13,5 1,9 
VIL Molybdan, Hinkristall 
17. weich, blank . 3,65 125 18 0,67 
IX. PT.-Jr. 20 Proz. von Heraeus 
in Hanau. 
18. getempert 3,40 88 7,0 1,2 
19. getempert 3,95 —4,15 90 6,8 1,3 
elliptisch 
X. Tantal yon Siemens, 
20. ungetempert | 4,5 205 6,2 3,2 


| Durchen! Zug Doniencnodal a 
Material |messer in| _ festigkeit ® in LOG Ase 
mm ,10+2 | kg/mm? A UGse ipa 
~ es $ 7 l fea oe ae ¥ Te 
. Phosphorbronzedraht von | | 
Hartmann u. Braun. | 
Re eer + |, Be 106 355 | 3,0 
ae. ec te One 100 Bt | 2,9 
nach L. u. B.?) eh te 18—80 ~ | ae 
Metcccien(Esdsh yen, 2%. . si) = 8060) | 2,737 | 1113 
\| 
TI. Quarzglas. | 
B4. Faden. . . | 1,5 | 7O—80 | 258 | 2.6 
ch Threadfall- Boys und Kohl- i | 
marschobraktePhys.  -.... . || = | 80 | 2,3—2,8 — 
WV. Quarzkristall. | 
|| Achsen. W. Voigt (L.u.B.]”) . eo 16 5,1 | 0,3 
7. Bleisilikat. | 
‘WinkeJmannu. Schott, L.u.B., || | 
ae re ee) ee a ee | 0,15 
| | 
ri. Kalizinksilikat (oe lee | 2,3 0,34 
‘Il. Steinsalz n. W. Voigt, L. ! | | 
u. B., 8.88, n. H. Kindt, 1925, | : 
SBinkristall jesnach Richtung ... || — | 06—1,8 O53 1s OSO=—On15 
a. Pikews (Gu. 9B-), he Pe a 1,8—2,1 | 0,55 | 0,36 
Bl Stahl (L.u. B) . A) Sete) Bt. | LL O=te 
. Gold, oe ae gegliht(g) | — | (g)10(w)27 (uw) 2,6—8,9 (g) 0,4(g)—0,7 (u) 


§ 3. Bei der Tabelle fallt die starke Variabilitat von C’ auf. Bei 
‘demselben Material ist C’ von der Herstellungsart abhingig. Eine aus- 
‘gedehnte Versuchsreihe liegt fiir Wolfram vor und erlaubt dies aufzu- 
‘klaren. MaSgebend sind insbesondere Versuchsreihen, wo derselbe Draht 
‘unter verschiedenen Bedingungen untersucht wurde, also Fehler der 
‘Dickenmessung nicht schaden kénnen. 

1. Der Torsionsmodul ungetemperter Drihte ist kleiner als der von 
-getemperten, z. B. 4) und 5), 7) und 8). Das ist durch eine Federkraft 
‘der ungetemperten Drahte verursacht, die durch Ziehen und Aufspulen 
spiralig gewunden sind. Diese Spiralen werden bei der Belastung mit 
Se wenig, mit 125 ¢ ziemlich vollstindig gestreckt. Daher nahern sich 

vei der hiheren Belastung (vgl. Tabelle Nr. 4), 5), 7), 8a), a und b) die 


1) ,Ungegliiht* bedeutet auf weniger als etwa 600° erhitat. ,Ungetempert* 
pat weniger als 1009 erhitzt. Im allgemeinen wird ein Draht, der getempert 
werden soll, vorher auf 600-bis 800° etwa 10 bis 1 Sek. erhitzt. Getempert wurde 
‘dann durch zwei- bis fiinfmaliges Erhitzen auf 360 bis 320°. 

2) L. u. B. = Phys.-Chem. Tabellen von Landolt und Bérnstein, heraus- 
gegeben von K. Scheel und W. Roth, 5. Aufl., S. 77ff., 1923. 


a 
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Torsionsmoduln des ungetemperten den Werten fiir getemperten Draht. 
Der getemperte Draht weist dagegen keinen von der Belastung ab- 
hingigen Torsionsmodul auf*). Die Feder hat natiirlich klemere Tor- 
sionskrafte als der gerade Draht. MaSgebend fiir das Material.sind also 
die Torsionsmoduln der getemperten Drahte. Diese haben die besten 
Nullagen und kommen als Aufhiingefaden allein in Frage. 

2. Der getemperte Draht hat im allgemeinen keine kleinere Zug 
festigkeit als der ungetemperte; dieselbe Zahl wie fiir getemperte ist als 
guter Durchschnittswert vieler ungetemperter Drahte zu erhalten. 

3. Zu kleine Torsionsmoduln bei normaler Tragkraft zeigen Nr. 6 
und 9. Das ist héchst wahrscheinlich durch Lingsrisse, Aufspaltung 
des Drahtes, verursacht, woraufz. B. W. Geiss und J. A. M. von Liempt?) 
aufmerksam machen. Solche aufgespaltenen Drahte waren wegen ihres 
hohen O'-Wertes fiir Aufhangungen besonders geeignet, falls sie gute 
Nullagen batten. Letztere sind zwar nicht so schlecht wie bei Kokon- 
fiiden, aber im allgemeinen nicht so gut wie bei einheitlichem Draht. 

4, Die diinnen Drahte unter 0,030 mm haben etwas gréfere Torsions- 
moduln (im Mittel etwa 19) als die dickeren (etwa 16). Man kénnte 
das darauf zuriickfiihren, da8 die diimnen Drihte wegen ibres kleinen 
Querschnitts teilweise, vielleicht auf Lingen von einigen Zehntel Milli- 
metern, nur aus einem Kristall bestehen. Damit steht im Widerspruch, 
da8 die Zugtestigkeit nicht erheblich kleiner ist als fiir dicke Drahte. Fiir 
die Zugfestigkeit ist immer der schwachste Querschnitt maSgebend; die 
Tragkraft von Unikristallen ist aber etwa ein Drittel derjenigen der Multi- 
kristalldrihte. Ein solch systematischer Fehler in der Dickenbestimmung 
ist nicht die Ursache, sonst kiénnten die Werte der Zugkraft auch fiir 
0,021 mm nicht mit denen der dicken Multikristalldrahte iibereinstimmen. — 
Um die Differenz der Torsionsmoduln zu erkliren, miiBte ein systemati- 
scher Fehler bei 0,026mm gegeniiber 0,030 mm etwa 4 Proz. betragen; 
er miiBte dementsprechend fiir 0,021 mm noch gréBer sein, was aus- 
geschlossen ist, da der Fehler der Dickenbestimmung nicht gréfer als 
2 Proz. war. Wahrscheinlicher ist folgende Annahme: Ahnlich wie fiir 
die Zugfestigkeit der Bauschingereffekt, existiert ein Effekt*) fir die 


1) Vgl. auch F. Edwards, J. Bowen und S. Alty, Phil. Mag. 2, 321—340, 
1926. Die Autoren geben aber fiir den Effekt eine andere Erklarung. 

2) Ann. d. Phys. 77, 105, 1925. 

°) Hinen analogen Effekt allerdings fiir dauernde Torsionsdeformation an 
Steinsalz hat H. Kindt gefunden. (Min. Institut d. Universitat Greifswald. Disser- 
tation iiber Festigkeit, Deformation usw. von Steinsalz, 1925, auf Anregung von 
R. Gross durchgefiihrt.) 
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reversible Torsion, wonach die reversible Starrheit zunimmt bei Drahten, 
die stark dauernd iiberdrillt werden. Bei diinnen Drahten diirfte aber 
beim Ziehen der Mantel des Drahtes starker dauernd tordiert werden und 
relativ dicker im Verhiltnis zum Kern sein als bei diinnen. 

Fiir Wolframband ist der Torsionsmodul nur vergleichsweise be- 
rechnet worden, wie wenn ein kreisrunder Draht mit einem Durchmesser 
vorlige, der dem Mittel aus den zwei Querschnittsdimensionen entspricht. 
‘Die Beriicksichtigung des Formfaktors wire notwendig. Es war nur ein 
ganz kurzes Stiick von der betreffenden Firma geliefert worden, das 
wiederholte genauere Messungen nicht erlaubte. Die Nullagen des Bandes 
sind nach meinen Krfahrungen weniger gut als die der kreisrunden Drihte. 

5. Interessant ist das Verhalten der Einkristalldrahte. Ihre Trag- 
‘kraft ist bei Wolfram 1: 2,5 bis 1:31), bei Molybdin etwa 1:2 bis 1: 2,2 
‘kleiner als fiir Multikristalldrihte. 

6. Der Torsionsmodul der Unikristalle war fiir W 1,2 bis 1,3, fiir Mo 
1,3 mal gré8er als fiir Multikristalldrihte*). Das zeigt meines Erachtens, 
da8 in den vielkristallinen Aggregaten zahlreiche kleine reversible Ver- 
ibiegungen in den Verzahnungsgliedern vorkommen, die das Raumgitter in 
vanderer geringerer Weise beanspruchen als die Torsionsverschiebungen im 
‘Raumgitter des Unikristalls. Da C' bei Unikristallen etwa 0,7, bei Multi- 
‘kristalldrahten etwa 2,0—2,5 ist), sind Unikristalle als Aufhingedrahte 
‘etwa dreimal unempfindlicher als letztere. Die Unikristalle sind aufer- 
‘dem zwar frei von elastischen Nachwirkungen, aber plastisch und schon 
durch kleine Deformationen dauernd verbiegbar; sie haben meist keme 
sso gute Nullagen wie Multikristalldrahte. Einkristalle sind daher 
Als Authingedrahte ungeeignet. 

Eine elastische Nachwirkung bei der Messung des Torsionsmoduls 
swar fiir die in Frage kommenden maximalen Winkel von 3° nicht wahr- - 


1) G. Sachs, ZS. f. Metallkde. 17, 85, 1925; Phys. Ber. 6, 1429, 1925, er- 
wihnt, daS fiir regulire Substanzen kristalline Proben héchstens doppelt so fest 
‘sind wie Einkristalle. Fir das regulire kubisch raumzentrierte W und Mo ist aber 
‘nach den vorliegenden Ergebnissen die Tragfestigkeit der Multikristalldrahte mehr 
tals doppelt so gro’ wie die der Unikristalle. Auch fiir Gold ist das Verhaltnis 
Bbis 1: 2,7. 

2) W. Schriever (Phys. Rev. 28, 255, 1924) fand ebenso wie Jeffries 
‘die Starrheit (rigidity) eines Unikristalls aus Wolfram gréfer als die von multi- 
‘kristallinen Drahten und beobachtete Zunahme des Torsionsmodul bei Rekristalli- 
sation von kristallinen Drihten. 

3) Dies Ergebnis (Torsionswinkelminimum bei Festigkeitsminimum) stimmt 
‘auch zu den Experimenten von Czochralski (Nature 18, 459, 1921), wonach fiir 
‘regulire Kupferkristalle die Dehnungsminima mit den Festigkeitsminima zusammen- 
fallen. 
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nehmbar. Die Zeitdauer der Verdrehung aus der Nullage war dabei ohne 
Finflu8 in Ubereinstimmung mit den Beobachtungen von Syozi’) an 
Blei- und Zinndrahten. 


Ermiidungserscheinungen waren nicht bemerkbar, weder hinsichtlich 
der Tragkraft noch der Torsion, und zwar an Wolframdrahten von 0,030 
und 0,025 mm, die ein Jahr lang immer wieder benutzt wurden. Die 
Ermiidung ist nach H. F. Moore®) durch feine Haarrisse verursacht, die — 
jedesmal entstehen, wenn die Beanspruchung eine gewisse Grenze erreicht. 
Hier war die dauernde Last nur etwa gleich 0,5 bis 0,65 der Grenzlast, 
also offenbar unter der Ermiidungsgrenze. 

Die Abhiingigkeit der Zugfestigkeit von der Temperatur, tiber die - 
eingehende Untersuchungen *) vorliegen, ist bis etwa 270° gering *); von 
da ab ist bei den getemperten Drahten die Abnahme deutlich, und zwar | 
wird nach meinen Beobachtungen schon bei 360° nur etwa die Halite — 
der Grenzlast bei 20° getragen. Das Tempern war Erhitzen unter Be-— 
lastung, wobei hier nur die Gesamtzeit ma8gebend und die Zerlegung in © 
verschiedene Erhitzungszeiten gleichgiiltig ist. Es dient vor allem dazu, 
die Nullageverainderungen, die durch Aushingen und Temperaturanderung ~ 
entstehen, also primire Torsionsspannungen im Draht zu beseitigen, was 
durch Erhitzen auf 330 bis 360° wahrend 30 Min. bis 2 Stunden je nach 
der Beschaffenheit des Drahtes zu erreichen war’). Vorher ging kurze— 
Erhitzung 1 bis 5 Sek. lang auf 600 bis 800°. Die von F. Koref®) beob-— 
achtete Kristallvergiitung, die eine Entiestigung bewirkt, tritt erst ober— 
halb von 700° auf. Da der Draht aber hier gleichzeitig stark belastet 
wurde und sich demgema8 beim Tempern dehnte ’), trat auch wieder eine | 
Verfestigung gegen Zug ein (Bauschingereffekt), wihrend primaire Torsions- 
spannungen verschwinden. Gleichwohl kénnte Kristallvergiitung statt- 


1) H. Syozi, Sc. Reports. Tohoku Univ. 18, 299, 1925; Phys. Ber. 6, 1141, 1925. } 

2) H. F. Moore, Amer. Machin. 62, 563, 1925; Phys. Ber. 6, 12638, 1925. 

3) Tajime, Anniversary Volume dedioanies to prof. Hantaro Nagaoka, 
Tokyo 1925, 8.418; S. Ohashi, 1. c. 8.417 (100 kg/mm? fiir Einkristall). 

4) Z. Jeffries, Bull. Amer. Inst. Mining Engineers 146, 575, 1919, hat} 
an gezogenen (nicht getemperten?) Drahten bis zu 300° sogar eine Zunahme 
beobachtet. 

5) Vel. ZS. f. Geophys. 2, 257. Dezember 1926. 

6) F. Koref, ZS. f. Metallkde. 17, 263, 1925; Phys. Ber. 6, 1503, 1925. 

7) Bei den Versuchen von G.Masing und W. Mauksch, Wiss. Veroffentl. 
Siemens-Konzern 4, 74, 1925, wird Messing ohne Belastung bis 250° erhitzt. 
Dabei verschwindet der Bauschingereffekt mit den inneren Spannungen. Beziiglich 
der dem Bauschingereffekt zugrunde liegenden Higenspannungen vgl. G. Masing 
und W.Mauksch, ebenda 5, 142, 1926. 
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haben. Deshalb wird man Erhitzung tiber 700° vermeiden bzw. aut 
wenige Sekunden beschrinken. 

§ 4. Vergleicht man die verschiedenen Materialien, so ergibt sich 
folgendes: Harter getemperter Multikristalldraht von Wolfram hat in 
normaler Beschaffenheit einen der héchsten C’-Werte. Bei Wolfram- 
Nickellegierung ist der sehr hohe Wert, wie der scheinbar niedrige 
Torsionsmodul zeigt, wohl durch Zerspaltung verursacht (daher auch 
‘keine guten Nullagen). Hohe C’-Werte infolge niedrigen Torsionsmoduls 
haben auch Tantal und Phosphorbronze. Ob dies, namentlich bei Tantal, 
auf Zerspaltung oder auf primirer Eigenschaft des Materials beruht, 
kénnten nur Messungen an Drihten verschiedener Durchmesser ergeben, 
die nicht erhiltlich waren. 

Platin mit 20 Proz. Iridium hat kleine C’-Werte, ist also fiir Auf- 
hingungen heute keineswegs mehr das beste Material. 

Diinne Quarzglasfiden haben hohes C’, dicke Faden niedrigeres. 

Letztere haben ungefahr denselben Torsionsmodul wie die diinnen, aber 
kleinere Tragkraft. Diese nimmt also mit abnehmendem Querschnitt zu. 
‘Man kann nicht wohl annehmen, daB der eréBere Querschnitt ungleich- 
maBig ist und stellenweise kleinere Werte hat und daf dadurch kleine 
‘Tragkraftswerte vorgetiuscht werden. Man kénnte eher an den Bau- 
schingereffekt beim Ziehen der Quarzfiden denken; dieser miiBte bei 
dimnen Faden, die rascher erkalten und daher stiirker gezogen werden 
miissen als dicke, gréfSer sein. Das wiirde besagen, daf dies Glas als 
\Flissigkeit von grofSer Reibung sich dhnlich verhalt wie ein Stab aus 
vielen Metallkristallen. 
Die bekanntlich durch Nullpunktskonstanz ausgezeichneten diinnen 
und dicken Quarzfiiden haben den Nachteil, da sie bei momentanen 
kleinen Erschiitterungen, wenn sie bis zu etwa 50 bis 75 Proz. ihrer 
Tragkraft belastet sind, leicht reiBen; denn der Impuls der Erschiitterung 
‘ist eine erhebliche Zusatzkraft. Dies macht sie bei Apparaten, deren 
‘Empfindlichkeit proportional der Masse ist, fiir langer dauernde Beob- 
achtungen im Freien weniger geeignet, weil auch in Zelten die Luft- 
‘strémungen, Bodenunruhe und anderes Erschiitterungen bewirken. Ein 
‘kristalliner Metalldraht wird bei solch sehr kurzdauernder Mehrbelastung 
sich zuniichst dehnen und damit seine Higenschaften verbessern. Quarz- 
‘slas zeigt mit seiner geringen Plastizitat auch in dieser Hinsicht den 
‘Extremwert eines Ageregats aus auberst zahlreichen sehr kleinen Kristallen. 
. Die Werte fiir die Substanzen von Nr. 24 ab sind den Tabellen 
von Landolt und Bornstein entnommen. 


~~ 
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Fiir Quarzkristall ist die Tragkrafit kleiner als fiir Quarzglas, das 
sich dem ersteren gegeniiber auch in dieser Hinsicht wie ein Multikristall- 
draht verhalt. Der Torsionsmodul ist nach W. Voigt 5,1, also gréfer 
als bei Quarzglas, wie auch dies dem Verhalten des Einkristalls gegen 
Vielkristallaggregate entspricht. — Glaser von Silikaten haben kleinere 
C'-Werte. Diese richten sich nach der Hirte des Glases. — Steinsalz 
hat wohl den kleinsten Wert von C’. Wie beim Wolframeinkristall ist 
bei Steinsalz die Zugfestigkeit durch den Widerstand gegen Gleittranslation 
bestimmt. — Auffallend ist der relativ hohe Wert von C’ fiir das weiche 
Blei bei Zimmertemperatur; er ist durch einen auSerordentlich niedrigen 
Torsionsmodul bedingt. — Weiches angelassenes Gold hat ein C’, das 
dem Blei, hartes gezogenes ein C’, das fast dem des Stahls gleichkommt. 

Bei der reversiblen Torsion der Einkristalle wird das Raumgitter 
selbst ein wenig und nur reversibel deformiert. Der Widerstand gegen 
diese geringen Deformationen steht in keiner direkten Beziehung zur 
Translation, die eine endliche Verschiebung undeformierter Raumgitter- 
teile gegeneinander ist. 

§ 5. Fir die kubisch innen- (oder raum-) zentrierten, duktilen Uni- 
kristalle von Wolfram ist allein die Gleitfestigkeit fiir die Tragkraft 
mafSeebend; denn zuerst tritt bei hoher Belastung eine starke, dauernde 
Verlingerung auf. Nach den Angaben’) des Research Staff der 
General Electric Co. sind die Gleitflichen nicht die begrenzenden 
Flachen des Einkristalldrahtes, sondern liegen schrag dazu. Nach den 
unter der Leitung von R. Gross ausgefiihrten Untersuchungen von 


Bruno Schmidt (Diss. Greifswald, 1924) sind die Begrenzungsflachen ~ 
des Wolframeinkristalls Wiirfelflachen (100), die Gleitflichen Rhomben- — 


dodekaederflachen (101), die Gleitrichtung ist unbekannt. Spaltflachen 
sind (100), von denen also eine senkrecht zur Lingsachse legt. Der 
ReiSvorgang beim Unikristall ist nach meinen Beobachtungen folgender: 

Zuerst langsame dauernde Verlangerung, die an irgend einer Stelle 
etwas rascher fortschreitet als an anderen. Dadurch allgemeine und 
lokal besonders starke Querschnittsverminderung, dann plétzliches ReiSen 
des Drahtes aus klemstem Querschnitt. Ob dies letztere ein rasches Ab- 


gleiten oder ein ReiSen normal zur Spaltfliche war, konnte ich an den ~ 


hier untersuchten diinnen Drahten nicht feststellen. Jedenfalls geniigt — 


die infolge der ersten Gleitung stattfindende Verfestigung nicht, den 
Vorgang aufzuhalten, falls 110 bis 120 kg/mm? angelegt werden. Das 


1) Phil. Mag. 48, 229, 1925. 
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“Maa fiir die Gleitfestigkeit war die Belastung zu Anfang des Vorganges. 
Diese ist etwa 100 kg/mm*. Mit Riicksicht auf die Lage der Rhomben- 
dodekaederflichen kann man in erster Niherung die Gleitfestigkeit um 
1:cos45 = 1,4mal grié8er ansetzen; sie ist also etwa gleich 140 kg/mm’, 
also gréfer als bei Wismut') oder Zink. — Sollte auch die ReiB’- oder 
| Spaltfestigkeit in Frage kommen, so ist zu bedenken, dafi diese bei dem 
Jhier beobachteten Vorgang nicht die Flachen normal zu einander losreift, 
‘sondern daB die Stiicke keilartig losgespalten werden, indem die Zugkraft 
-an dem gréften Hebelarm wirkt, und zwar wohl da, wo die Oberfliche 
durch die Gleitung beschiidigt ist. — Ob andere Risse an der Oberflache 
vorhanden sind, wie das Griffith fiir Quarz und Glas (vgl. den groBen 
-Einflu8 kiinstlichen Ritzens mit Diamant) annimmt, erscheint fiir den 
- Wolframkristall zweifelhaft. 
| Innere Porenginge kommen kaum in Frage. Der Wolframeinkristall 
‘soll nach einigen Autoren sogar etwas dichter sein als die Multi- 
_kristalldrahte. 

In der Literatur findet sich 6fters die Ansicht vertreten, daf die 
“beobachtete Zugfestigkeit stets viel kleiner als die theoretisch berechnete 
ist”). Es erscheint aber fraglich, ob die Theorie bis jetzt Gleitvorgang 
‘und Gleitfestigkeit im Raumgitter zu berechnen erlaubt. Die Theorie von 
Griffith bezieht sich nicht auf diesen Vorgang, der mit dem Modul 
| reversibler elastischer Veranderungen, den temporaren Deformationen des 
| Raumgitters, zuniichst nichts zu tun hat. Daher stimmen die Beziehungen’), 
welche fiir die ReiBfestigkeit den Zusammenhang mit Elastizitatsmodul 
and Oberflichenenergie geben, auch nicht mit den Beobachtungen am 
‘Einkristall tiberein. Es nimmt z. B. ftir Unikristalldrahte des Wolframs 
die Zugfestigkeit nicht mit abnehmendem Durchmesser zu, sondern bleibt 
kkonstant und wurde von den verschiedensten Autoren iibereinstimmend 
100 bis 120kg/mm? gefunden (vgl. Tabelle). Dagegen scheint diese 
‘Folgerung fiir den Extremfall des Multikristalls, den Quarzglasfaden, zu- 
 zutreffen (vgl. Tabelle). 
Den Gleitvorgang hat zuerst J. Frenkel*) theoretisch auf Grund der 
Raumgitter- und Ionenvorstellung z. B. bei Steinsalz erfaSt. Ob aber 
‘die spezielle Vorstellung der Normalspannung zur Erklarung des Vor- 


1) M.Georgieff und E.Schmid, ZS. f. Phys. 36, 759, 1926. 

2) Vel. hierzu G.Masing und M. Polanyi, ZS. f. Phys. 28, 169, 1924 und 
auch A.Smekal, Phys. ZS. 26, 711, 1925. 

3) Vel. z. B. A.Smekal, Naturwiss. 10, 802, 1922. 

4) J. Frenkel, ZS. f. Phys. 37, 572, 1926. 
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gangs notwendig ist, erscheint mir zweifelhaft, da Experimente bisher 
nicht darauf hinweisen, daS ein Zug senkrecht zur Gleitfliche den Gleit- 
vorgang wesentlich beeinfluft. Sonst kénnte die cos- Beziehung, die 
z. B. Kindt fiir Steinsalz als giiltig nachweist, nicht gelten. 

Man konnte fiir die Hypothese eines erheblichen Einflusses der Normal- 
Spannung anfiihren, da8 eine Gleitflache, die einmal betatigt wurde, : 
weiter beansprucht wird, und da8 nicht mehrere Gleitflachen gleichzeitig — 
in Wirkung treten. Doch ist das meines Erachtens folgendermafen zu 
erklaren. Die Kraft und die damit zu leistende Arbeit ist proportional : 
der Flache; diese Flache ist, wenn auf ihr eine Verschiebung schon statt- 
gefunden hat, kleimer als die GréSe der Gleitflachen, die erst neu betatigt 
werden sollen. Meist hat auSerdem infolge atomar treppenartiger Anord- 
nung der makroskopisch einheitlich und eben erscheinenden Gleitfliche 
eine teilweise Loslésung stattgefunden; diese bedingt eine keilférmige 
Abspaltung. Daher ist die tatsichlich wirkende Oberfliche und damit 
der Widerstand auf der, wenn auch atomistisch niedrigen Gleittreppe 
kleiner als auf einer neuen potentiellen Gleitflache. 

Doch abgesehen davon ist es fiir die Metallgitter jedenfalls bisher 
nicht méglich gewesen, auch nur Hypothesen iiber die Natur der Gitter- 
krafte aufzustellen’). Von einer Differenz gegeniiber der Theorie kann 
daher meines Erachtens bei den Messungsergebnissen tiber die GréBe der 
Kraft, die fiir das AbreiSen oder Abgleiten des Wolframeinkristalls notig 
ist, nicht gesprochen werden. 

Fir die Zugfestigkeit gilt in erster Naherung sowohl fiir Einkristalle 
wie fir Vielkristalle, daS sie der GréSenordnung nach mit der Harte 
proportional ist. Wenn man fiir die Harte das von H. Hertz eingefiihrte 
Ma8 nimmt, so ist dieser Zusammenhang leicht begreiflich; denn die 
Harte hangt im wesentlichen von der Druckfestigkeit ab. Zwischen 
Druck- und Zugfestigkeit besteht aber ein gewisser Zusammenhang. 
— Die Kristallstruktur allen hat wenig Einflu8 auf die Zugtestigkeit 
und auf die Gleitfestigkeit. Hartere Metalle wie W, Mo, Ta sind zwar 
kubisch raumzentriert, weichere z. B. Pt, Ir, Au, Pb, Cu kubisch flichen- 
zentriert. Es sei aber erginzend erwahnt, da8 Diamant flichenzentriert 
und Natrium raumzentriert ist. Auch die Ordnungszahl des Atoms ist 
dafiir zunachst ohne Belang, wie die Vergleichung Graphit—Diamant, 
Diamant—Blei zeigt. MaSgebend ist Anordnung und Gestaltung der 
auBersten Elektronenschale. Bei annihernd gleicher Ordnungszahl besteht 


1) Vgl. P.P. Ewald, ZS. f. Kristallogr. 61, 5, 1924. 
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daher eine Beziehung von Harte und Zugfestigkeit zum elektrischen . 
 Widerstand. 

Die Zugfestigkeit von kristallinen Drahten A,, ist bekanntlich all- 
gemein gréBer als die der Einkristalldrahte A,. Die theoretische Er- 
‘klarung dafiir kann aber nicht allgemein quantitativ gegeben werden; 
‘denn es ist A,,: A, vom Material abhingig, variiert von 1,5 bis zu 
twa 9 bei Zink. 

. Es wird 6fters angenommen, die schwiachste Stelle im Draht sei fiir 
idie Zugfestigkeit maBgebend. Dies ist dahin zu priizisieren, da$ der 
schwichste Querschnitt als ganzer maSgebend ist. Dagegen kénnen im 
‘Querschnitt Bestandteile verschiedener Festigkeit zusammengefiigt sich 
verheblich verstirken, so dal jeweils der fiir die Beanspruchung festeste 
wmaSgebend ist, wie das im grofen das Beispiel der Eisenbetonkonstruk- 
jtionen zeigt. Bei sehr feinkérnigen, fest verzahnten Metallen ist, weil 
die Gleit- und Spaltflichen blockiert sind, weder Gleit- noch Spalt- 
‘testigkeit, sondern die maximale Zugfestigkeit (mn der Richtung senkrecht 
zu ersteren) natiirlich auf entsprechend kleineren Querschnitt umgerechnet, 
mmafgebend. Diese ist oft relativ sehr hoch (vgl. z. B. Glimmer). So 
erklirt sich die mit dem Einkristall verglichen grofe Zugfestigkeit des 
Meinkérnigen gewalzten Zinks’). 

Theoretisch der einfachste Fall ist der, da Gleitflichen und Spalt- 
flachen zusammenfallen. In erster Naherung ist dann, wie man leicht 
sieht, bei ungeordneter Lage der Kérner die Zugfestigkeit des kristallinen 
(Drahtes gleich dem Mittel aus Gleitfestigkeit und Spalt- (oder ReiB-) festig- 
Szeit des Einkristalls, dividiert durch cos 45°. Da die Spaltfestigkeit stets 
'zroBer als die Gleitfestigkeit und nach den wenigen vorliegenden Daten *) 
etwa 1,5- bis 2 mal so gro8 wie letztere ist, so ergibt sich, wie die Zahlen- 
ausrechnung sofort zeigt, fiir das Verhiltnis A,,: A, dfters ungefahr der 
‘Wert 2. 

Die Notgemeinschaft der Deutschen Wissenschaft hat diese 
‘Untersuchung unterstiitzt, wofiir ich meinen besten Dank aussprechen 


“néchte. 


Freiburg i. Br., Math.-physik. Institut der Universitit. Nov. 1920. 


1) G.Masing und M. Polanyi, ZS. f. Phys. 28, 174, 1924. 
2) Exakte Messungen sind nur von M.Georgieff und E. Schmid, ZS. f. 
‘Phys. 36, 759, 1926, an Wismut gemacht worden. 


Zur Deutung der Molekelspektren. I. 
Von F, Hund, zurzeit in Kopenhagen. 


Mit 13 Abbildungen. — (Hingegangen am 19. November 1926.) 


Als Analogon zur mehratomigen Molekel wird mit Hilfe der Quantenmechanik ein 
System von einem Freiheitsgrad untersucht, dessen potentielle Energie mehrere 
Minima hat. Es ergibt sich die Méglichkeit der Zuordnung der stationiren Zu- 
stinde eines solchen Systems zu denen von Teilsystemen, die durch unendliches 
Entfernen der Minima voneinander oder durch Unendlichwerden der potentiellen 
Energie zwischen ihnen entstehen. Entsprechend ergibt sich (im Gegensatz zur 
klassischen Theorie) ein adiabatischer Zusammenhang zwischen den Zustiinden 
zweier getrennter Atome oder Jonen, den Zustinden einer zweiatomigen Molekel 
und den Zustinden eines Atoms, das durch Vereinigung der Kerne entstanden 
gedacht werden kann. Dieser Zusammenhang gestattet die Angabe eines qualitativ 
giiltigen Termschemas der Molekel und erlaubt eine Erlauterung der Begriffe 
»ypolare Molekel* und ,,lonengitter“. 


Das Ziel dieser Arbeit soll sein, einige Wege zu zeigen zum quali- 
tativen Verstaindnis derjenigen Ziige in den Bandenspektren, die 
auf der Bewegung der Elektronen beruhen. Die genaue Berechnung 
der stationiiren Zustande einer Molekel diirfte noch schwieriger sein als 
die entsprechende Aufgabe beim Atom. Beim Atom gelangte man jedoch 
durch vereinfachte Modellvorstellungen mit iibersichtlichen Kopplungs- 
verhaltnissen zu einem Verstiindnis der verschiedenen Typen von Spektren 
und der Mannigfaltigkeit ihrer Terme. Dabei war die Tatsache giinstig, 
daB man (wegen der adiabatischen Invarianz der Quantenzahlen) auch 
mit einem Modell, dessen Kopplungsverhiiltnisse nicht mehr ganz der 
Wirklichkeit entsprachen, noch die richtige Zahl der Terme bekam. 
Ahnliches diirfte auch bei Molekeln méglich sein. 

Fiir die optischen Spektren der Molekeln ist (auSer der Schwingung 
und Rotation des Kerngeriistes) die Bewegung der fuSeren Elektronen 
wesentlich. Als klassisches Modell einer solchen Bewegung in zwei- 
atomigen Molekeln bietet sich dar die Bewegung eines geladenen Massen- 
punktes (Elektrons) in einem Kraitfeld, dessen Potential die Form 


U == U, (t)) 4-03.65) 


hat, wo r, und r, die Abstinde des Elektrons von zwei festen Punkten 


1 
(den Kernen) sind und U, und U, Zentralfelder bedeuten, wie sie bei 


Atommodellen vorkommen. Dabei ist zuniichst vernachlissigt, daf der 
Abstand der beiden Kerne der Molekel durch die Bewegung des Leucht- 


elektrons mitbestimmt ist. Auf eine Folgerung aus diesem Modell einer 


: 
: 
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Molekel hat Bohr gelegentlich hingewiesen’); es folgt daraus die Exi- 
tenz von Termserien, fiir die eine Rydberg-Ritzsche Formel gilt. 

Die Bewegungen dieses klassischen Modells sind in zwei Grenz- 
tllen leicht zu iibersehen. Nehmen wir zuniichst die Kerne als ver- 
schieden an, um einer Resonanz zu entgehen?). Wenn dann der Abstand 
ler Kerne sehr grof ist, so ist das Elektron (aufer wenn seine Bahn- 
limensionen ebenfalls sehr grof sind) in der Nahe des einen Kernes, und 
eine Bewegung ist genihert die eimes Elektrons in einem Atommodell, 
las unter dem Kinflu$ eimes duferen elektrischen Feldes steht. Auch 
wenn der andere Kern mit seiner Umgebung ein neutrales Gebilde ist, 
nacht sich, wenigstens bei stiirkerer Annaiherung, ein solcher Effekt be- 
nerkbar. Nach dem Korrespondenzprinzip erhalten wir daher (wenn wir 
len Elektronendrehimpuls s zuniichst weglassen) eine durch n, /, m be- 
timmte Termmannigfaltigkeit, wenn der Einfluf des zweiten Atoms oder 
‘ons gering ist (wie im quadratischen Starkeffekt eines Atoms), oder eine 
lurch die den elliptischen Koordinaten &, 7, m entsprechenden Quanten- 
ahlen n = m+n, + my, 1 = ne—n,, m == Np bestimmte bei sehr 
tarker Einwirkung. Der letztere Fall ist analog dem linearen Starkeffekt 
ines Atoms mit wasserstoffihnlicher Termordnung (dessen klassisches 
Mfodell ja in parabolischen Koordinaten &, 7, m separierbar ist). 

Den anderen Grenzfall, in dem die Bewegung unseres klassischen 
Wodells leicht zu iibersehen ist, erhalten wir, wenn wir den Kern eines 
Atoms durch zwei nahe beieinander liegende Kerne ersetzen. Die Bewe- 
rungen dieses Modells lassen sich durch eine einfache Stérungsrechnung 
heise? das Leuchtelektron erhalt drei nichtentartete Freiheitsgrade. 
n der Quantentheorie liefert dies eine Termordnung, die qualitativ die- 
elbe ist wie die im Starkeffekt. Ein durch und / bestimmter Term 
paltet (s wird vernachlissigt) in mehrere, durch m gekennzeichnete 
ferme auf; Werte von m, die sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden, 
iefern dabei dieselben Terme. 

Der der Wirklichkeit mehr entsprechende Fall unseres Modells liegt 


wischen diesen beiden Grenzfillen und hat, wenn die Abweichungen der 
7 2 - I 

votentiellen Energie von — “© nicht groB sind, Abnlichkeit mit dem 
Cs 


-roblem der zwei Zentren. Dieses ist bekanntlich in elliptischen Ko- 
rdinaten £, 7, m separierbar. Bei klassischer Rechnung *) liefert es (von 


1) Siehe z. B. M. Born, Atommechanik I, Berlin 1925, 8. 185. 
2) W. Heisenberg, ZS. f. Phys. 38, 411, 1926. 
8) W. Pauli, Ann, d. Phys. 68, 177, 1922. K.F. Niessen, Diss. Utrecht 1922. 
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Grenzfillen abgesehen) zwei Bewegungstypen, die in bekannter Weise 
durch die Fig. 1 dargestellt werden. Bei gleichen Kernen ist bei dem 
einen Typ (1) die Bewegung symmetrisch, bei dem anderen (LI) unsym- 
metrisch in den Kernen.. Die durch 
Ne, My, Mp gekennzeichneten Babnen I 
gehen bei weiterer Anniherung der 
Kraftzentren adiabatisch iiber in Bahnen 
n, l,m unseres Modells mit den nahen 
Zentren. Die durch nz, n,, Mp gekenn- 
zeichneten Bahnen JI lassen sich durch 


Auseinanderfiithren der Kerne und geeig- 
nete Verstirkung der Einwirkung des 
Fig. 1. anderen Kernes und seiner Umgebung 
Bahntypen im Zweizentrenproblem iiberfithren im die ebenfalls durch 
der klassischen Mechanik. 
£) Mq; Np = m gekennzeichneten Bahnen 
des Starkeffektes in sehr ee Feldern (der der Termordnung nach 
dem linearen Starkeffekt von Wasserstoff entspricht). 
Der ganze Ubergang vom Fall der weit getrennten Kerne bis zum ~ 
Fall der sehr nahen Kerne 148t sich im klassischen Modell nicht | 
adiabatisch ausfiihren. Gehen wir bei gegebenen Quantenzahlen vom | 
Grenzfall der weit getrennten Kerne aus, so kommen wir zunichst zum 
Bahntypus II; aber bei einem gewissen Kernabstand ist dieser nicht mehr 
moglich, Die klassische Bewegung wird eine Limitationsbewegung. Das 
entsprechende geschieht, wenn man von der anderen Seite, dem Fall der 
sehr nahen Kerne, herkommt; bei einem gewissen Abstand der Kerne [ 
wird der Babntyp I unméglich und die Bewegung wird eine Limitation. — 
Ein adiabatischer Ubergang iiber den Limitationsfall hinweg ist wegen der 
verschwindenden Frequenz nicht méglich. Ein formaler Ubergang last 
sich ausfiihren, wenn man die beiden Bahnen II betrachtet, die zu je einem 


der Be gehéren und deren J, = ran bei gleichem J: und Jy so — 


reel sind, daf der Limitationsfall bei demselben Kernabstand eintritt, 
und wenn man nach Unterschreitung dieses Abstandes J, gleich der Summe — 
der bisherigen Werte setzt. Fig. 1 stellt diese Bahnen auf beiden Seiten 
des Limitationsfalles dar. 
Diese in der klassischen Theorie auftretende Schwierigkeit ver-— 
schwindet bei Anwendung der Quantenmechanik. Da sie nicht blo8 beim — 
Zweizentrenproblem auftritt, sondern auch bei viel eintacheren Systemen, 
auch solchen von einem Freiheitsgrad, wollen wir das quantentheoretische 
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' Verhalten solcher Systeme an einem eindimensionalen Beispiel stu- 
dieren. Das Wesentliche ist offenbar, daB die Potentialfunktion U (a) 
/ gewisse Werte mehr als zweimal annehmen kann, andere nur zweimal, 
so da die Zahl der Nullstellen von U(x) —W sich bei Anderung 
-eines Parameters plétzlich andern kann. Wir (benutzen dabei Schré- 
\ ee Methode der Wellenmechanik, da sie vermittelst der Higen- 
 funktionen eine anschauliche Beschreibung der stationiiren Zustande er- 
méglicht. 

Nach dem Studium solcher einfacher Falle kehren wir zum Zwei- 
zentrenproblem zuriick und machen Anwendungen auf die Termordnung 
zeiatomiger Molekeln. 


Adiabatische Invarianz bei einem Freiheitsgrad. 


Die klassische Mechanik kennt emen Satz von der adiabati- 
-schen Invarianz der Wirkungsvariabeln eines periodischen Systems. 
Wenn die Energiefunktion von einem Parameter ~% abhangt, so durchliuft 
bei adiabatischer Anderung von « das System gerade die Zustiinde, die 
bei den verschiedenen Werten des konstant gedachten Parameters « die 
 gleichen Werte der Wirkungsvariabeln haben. Diesem Satz entspricht 
Baie Ehrenfestsche Adiabatenhypothese: Bei adiabatischer Anderung 
'von «% durchlauft ein atomares System Zustinde, die auch bei den ver- 


| schiedenen Werten des konstant gedachten Parameters ¢ Quantenzustinde 
sind 1). 

i Diese Anderung des Zustandes kénnen wir mit Hilfe Schrédingers 
SF elie valesehnine an einem eindimensionalen Beispiel erliutern. Die 
stationaren Zustande eines Systems mit der Energie U(x) entsprechen 
Lésungen YF (x) der Differentialgleichung 

py” — l[U(@) —W), 

die gewisse Randbedingungen erfiillen. Wenn U(x) an beiden Enden 
Seines Intervalls unendlich und auch | U@) da unendlich wird, so lauten 
die Randbedingungen @% — 0. Wenn das Intervall unendlich gro8 ist 
‘und wir uns auf das Punktspektrum beschranken, so lauten sie ebenfalls 
w—o. (Fille, in denen & eine Periodizititsbedingung zu erfiillen hat, 
-seien hier nicht betrachtet.) Fiir die Eigenwerte und Eigenfunktionen 
| eines solchen Problems gilt dann der Satz: Ordnet man die Eigenfunk- 
| tionen in der Reihenfolge ihrer Eigenwerte, so teilt die n-te Eigenfunktion 


-1) M. Born (ZS. f. Phys. 40, 167, 1926) zeigt, daB aus der neuen Quanten- 
‘mechanik tatsiichlich dieser Satz folgt. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XL. 50 
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durch ihre Nullstellen (Knotenpunkte) das #-Intervall in genau m Teile ’). | 
Man kann also die stationaren Zustiinde durch Quantenzahlen 0, 1, 2... 
bezeichnen, wo die Quantenzahl die Zahl der Nullstellen der Schré-— 
dingerschen Eigenfunktion ist. Fiir 
unsere Betrachtungen ist wesentlich, daf 
es ganz gleichgiiltig ist, ob U(«) —W 
fiir alle Eigenwerte W die gleiche Zahl 
Nullstellen hat oder nicht. Auch bei 
Potentialfunktionen U(#) von der Form, 
wie sie Fig.2 darstellt, erhalten wir 


zu jeder Zahl von Nullstellen einen 


Eigenwert und damit eine einfach ge- 
ordnete Folge von stationiiren Zustiinden 
des entsprechenden mechanischen Sy- 


stems. Andern wir U(x) ein wenig, so 
bleiben im allgemeinen die bisherigen 


Eigenwerte nicht erhalten; aber in der 
Nachbarschaft eines jeden von ihnen 


gibt es einen neuen Kigenwert, dem die | 
gleiche Zahl Nullstellen entspricht. Das 
gilt auch, wenn bei dieser Anderung | 
4 von U(a#) die Zahl der Nullstellen von 
U(#) —W sich andert. Hier zeigt sich 


ein grofer Unterschied gegen das Ver- 


w 


lee 


Fig. 2. 
halten solcher Systeme in der klassischen 


Bewegung. Beim Uberschreiten einer Stelle, wo sich die Zahl der Null- 
stellen U(x) —W Adndert, ist eine Zuordnung von Bewegungen mit 
gleichem Wert des Phasenintegrals 


rate = p V2ut Teas 


diesseits und jenseits dieser Stelle gar nicht méglich. 

Dieses einfache Verhalten in der Quantenmechanik sei noch etwas 
naher an den Eigenfunktionen erlautert. Fig.2 gibt eine (nur qualitativ 
giiltige) Darstellung der Eigenwerte W und Eigenfunktionen @ zu einer 
Funktion U(x). Es miissen hier einige Worte iiber die physikalische 
Bedeutung des Verhaltens der’ Kigenwerte gesagt werden. Beim Eigen- 


1) Vel. Courant-Hilbert, Methoden der mathematischen Physik I, 1924, 
S. 366. 
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wert W, des dargestellten Falles hat man wohl ein Recht zu sagen, die 
bewegte Partikel schwingt um die linke Gleichgewichtslage. Im Falle W, 
hat es schon keinen Sinn mehr, die Partikel einem der beiden Gebiete 
-guzuschreiben, in denen U(x) —W negativ ist. Wé&hrend wir in der 
‘klassischen Mechanik Bewegungen haben, bei denen die Partikel um die 
‘linke Gleichgewichtslage schwingt, solche, bei denen sie um die rechte 
'Gleichgewichtslage schwingt, und endlich solche, bei denen sie beide 
durchliuft, haben wir in der Quantenmechanik einen allmihlichen Uber- 
(gang von einem Zustand, den man als Schwingen in einem Teilgebiet 
-ansprechen kann, zu Zustiinden, bei denen die Schwelle von U(x) kaum 
‘noch einen Einflu8 hat. 


| Fir uns ist nun die Frage sehr wichtig, was geschieht, wenn man 
die Schwelle in einem Potential U(x) der eben betrachteten Form immer 
‘hoher und schlie8lich unendlich hoch macht, so dai das Gebiet in zwei 
vollstandig getrennte Teile zerfallt. Wir gehen von einem Fall 
aus, wo die Schwelle schon recht hoch ist, und erhéhen nun die Schwelle, 


“indem wir in einem sehr kleinen z-Intervall U(#) sehr steil fithren, doch 
80, dab ao) dx beliebig gro8 wird. Fiir die Eigenfunktionen bedeutet 
das, dab 


[P'de = B. (U(x) —Wlde 

‘oder die Anderung von ®", verglichen mit @& selbst, sehr gro8 wird. Die 
‘Kigenfunktionen erhalten an der Stelle der Schwelle bei festgehaltenem 
‘unktionswert einen immer stirkeren Knick, oder bei festgehaltenem 
ee der Eigenfunktionen (oder bei einer ahnlichen Normierung 
ides noch willkiirlichen Faktors) werden sie an der Stelle der Schwelle 
Mast Null (Fig. 3). Sie werden genau Null bei unendlich hoher Schwelle. 


Man kann nun die stationiiren Zustinde des Ausgangssystems den 
'station’ren Zustinden der beiden Teilsysteme, in die es zerfallt, adia- 
Mbatisch zuordnen. Dabei nehmen wir zunachst.an, bei noch nicht ganz 
'vollzogener Trennung falle keine Nullstelle irgend einer Higenfunktion 
lauf die Trennungsstelle (entsprechend Fig. 3). Man sieht leicht, daB eine 
weitere Erhéhung der Schwelle eine VergriSerung des Eigenwertes be- 
owirkt; bei vollstindiger Trennung wird dann entweder ein Eigenwert 
Jes einen oder des anderen Teilsystems erreicht. Wenn ein Eigenwert des 
‘linken Teilsystems erreicht wird (z.B. W, der Fig. 3), so hat die EKigen- 
funktion bei fast vollzogener Trennung im rechten Teilgebiet nahe bei 
Null liegende Werte, und bei vollzogener Trennung ist sie dort genau 
Null (Fig. 4). Man sieht, da8 man bei Trennung des Gebietes genau die 
50* 
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Eigenwerte und Eigenfunktionen und damit die stationiren Zustinde der . 
Teilgebiete bekommt. Und zwar bleibt die energetische Reihenfolge nach § 
der Trennung dieselbe. Das Zuordnungsschema (Fig.5) ist also sehr 
einfach, man zeichne sich die Eigenwerte (Energien) der. Zustiinde des 
Gesamtsystems und der TeiJsysteme auf und ordne den tiefsten Wert des 


Fig. 3. Fig. 4. 
Fast getrennte Teilgebiete. Getrennte Teilgebiete. 


Gesamtsystems dem tiefsten der Teilsysteme zu, den zweittiefsten des — 
Gesamtsystems dem zweittiefsten der Teilsysteme usw. 

Wenn irgendwo eine schon vorhandene Nullstelle der Eigenfunktionen _ 
im Grenzfall vollstindiger Trennung gerade auf die Trennungsstelle fallt, — 
so indert das steile Erhéhen der Schwelle an dieser Eigenfunktion (wegen — 
ww — 0) nichts Wesentliches und die Funktionswerte nihern sich in keinem : 
Teilgebiet fiir alle Koordinatenwerte der Null. Die betrachtete Eigen- 
funktion der Gesamtgebiete geht in eine Eigenfunktion des einen und in © 
eine Eigenfunktion des anderen Teilgebietes iiber. Aber in diesem Falle — 
nahert sich auch die vorhergehende Eigenfunktion (also die mit einer 4 
Nullstelle weniger) den gleichen Eigenfunktionen der beiden Teilgebiete. — 
Es sind hier zwei Eigenfunktionen des Gesamtgebietes zwei Eigenfunk- q 
tionen der Teilgebiete zugeordnet. Unmittelbar vor der Durchtrennung — 
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sind die betreffenden Eigenwerte des Gesamtgebietes schon nahezu gleich, 
‘die Eigenfunktionen aber verschieden. Man kann den Grenziibergang zu 


‘den Eigenfunktionen der Teilgebiete hier 
‘auch so ftihren, daB man die Higenfunk- 
tionen sich wirklich als Amplituden einer 
Schwingung denkt mit der Frequenz W. 
Dann liefern die beiden betrachteten 
Eigenfunktionen Schwebungen, bei denen 
abwechselnd die ganze Energie in dem 
einen und in dem anderen Teilgebiet ist. 
Fiihrt man die Trennung im geeigneten 
Augenblick aus, so erhilt man eine 
Schwingung, die einer Eigenfunktion des 
einen Gebietes entspricht. Tiihrt man sie 
im einem geeigneten anderen Augenblick 
us, so erhilt man eine Schwingung, die 
einer Eigenfunktion des anderen Gebietes 
entspricht. 

a Dieser zuletzt betrachtete Fall tritt 
Bimmer dann auf, wenn die Teilgebiete 
wleich sind (Fig. 6). Es gehéren dann 
immer zwei aufeinanderfolgende stationire 
Tustinde des Gesamtgebietes zu zwei 
Bleichen Zustinden der Teilgebiete. In 
diesem Falle hat es natiirlich vor der 
Trennung niemals Sinn zu sagen, die 
(artikel schwingt in einem Teilgebiet, 
vielmehr diirfte das wirkliche Verhalten 
auch Abnlichkeit mit einer Schwebung 
haben; man kinnte vielleicht sagen, die 
‘Partikel ist eine Zeitlang in dem einen, 
‘lann eine Zeitlang in dem anderen Teil- 
izebict. 

| Von den beiden Eigenfunktionen, die 
vu gleichem Eigenwert gehoren, ist die eine 
symmetrisch in den Teilgebieten (d. h. sie 


Fig. 5. 


Zuordnung der Terme bei Trennung 
der Teilgebiete. 


AS. 


Fig. 6. 
Fast getrennte gleiche Teilgebiete. 


‘indert sich nicht bei ihrer Vertauschung), die andere unsymmetrisch 


‘sie andert ihr Zeichen bei ihrer Vertauschung). Sie verhalten sich 
larin formal wie die beiden Eigenfunktionen, die nach Heisenberg und 


ee 
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Dirac?) bei Systemen mit zwei Elektronen auftreten und dort im Grenz- 
fall verschwindender Kopplung gleichen Migenwert haben. Die physika- 
lische Bedeutung ist aber eine andere. In unserem Falle kombinieren — 
auch Zustinde mit symmetrischen und solche mit unsymmetrischen 
Eigenfunktionen miteinander, wie die Betrachtung der Integrale 

fe Pp Pi da, 
die die Dipolmomente ergeben, zeigt *). 

An den Uberlegungen indert sich nichts Wesentliches, wenn das 
Gebiet der Koordinate x unendlich ist und die Potentialfunktion die Form | 
der Fig. 7 hat und wenn die Trennung der Gebiete so ausgefiihrt wird, 

- daB die Schwelle die Héhe von | 


U(cc) erhalt und unendlich breit 
wird. In diesem Falle hat das 


System ein diskretes und ein 


Fig. 7. 


kontinuierliches Spektrum von | 
Eigenfunktionen, und unsere Uberlegungen gelten fiir das diskrete. 
Ferner lift sich eine Teilung eines Gebietes in mehr als zwei Teilgebiete ~ 
leicht iibersehen. 

In solchen Systemen, bei denen @ eine Periodizititsbedingung zu q 
erfiillen hat, erhilt man auch im wesentlichen die gleichen Ergebnisse®). | 

In allen Fallen sieht man, da8 bei einer Teilung des Ge- 
bietes kein stationirer Zustand verloren geht. Jeder geht in 
einen stationaren Zustand eines der Teilgebiete iiber. Wenn | 
es mehrere Zustinde der Teilgebiete mit gleicher Energie | 
gibt, gehdren zu diesen ebensoviel Zustinde des Gesamtgebiets — 
(diese haben verschiedene Energie). . 

Der Satz, daS bei einer adiabatischen Anderung eines Systems von | 
einem Freiheitsgrad der tiefste Zustand stets in den tiefsten, allgemein : 
der nte Zustand stets in den nten tibergeht, bedarf einer physikalisch q 


1) W. Heisenberg, l.c. P. A.M. Dirac, Proc. Roy. Soc. (A) 112, 661, 1926. | 

2) E. Schrédinger, Ann. d. Phys. 79, 734, 1926. : 

3) Auf die in der klassischen Mechanik bestehende Schwierigkeit, die Libra- | 
tionen eines um eine Achse drehbaren Kérpers mit abnehmendem duferen Felde | 
in Rotationen tiberzufiihren, stoft schon P. Ehrenfest (Verslagen Akad. Amster- 4 
dam, Nat. Afd. 22, 586, 1913; vgl. auch N. Bohr, Abhandl. u. Atombau, Braun- | 
schweig 1921, S.127). In der Quantenmechanik ist der Zusammenhang sehr leicht | 
zu iibersehen. Zunichst gibt es keinen scharfen Unterschied zwischen den i 
beiden Bewegungstypen. Mit abnehmendem duSeren Felde riicken je zwei Higen- 
werte des Systems einander niher und fallen im Grenzfa!l des verschwindenden | 
Feldes (kraftefreier Rotator) zusammen. 
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sehr wichtigen Erginzung. Denken wir uns z. B. ein System, dessen 
potentielle Energie zwei ungleiche Minima, etwa links ein tieferes, rechts 
sin weniger tiefes Minimum, und dazwischen eine sehr hohe Schwelle 
hat, durch adiabatische Anderung eines Parameters « tibergefiihrt in ein 
System, dessen potentielle Energie rechts das tiefere Minimum hat, so 
geschieht die Zuordnung der Zustinde in anderer Weise, als wenn die 
Schwelle unendlich hoch ist und wir zwei getrennte Systeme haben. Fiir 
endlich hohe Schwelle haben wir 

etwa die in Fig.8 durch eines Slee 
angegebene Zuordnung und fir 4 x 3 
We relic die. anochwy, Abd 1) See 
——— angegebene Zuordnung. a et eee 


5 
Den stetigen Anschlu8 des Falles eg eae 
Be Peralicu pr iaewaSchwelle-an)\ @ yee OS, 


den Fall mit unendlich hoher i bee, ay ek 
: ; 6 0 


Schwelle haben wir uns folgender- an 
ig. 8. 


ma8en zu denken. Betrachten wir 

zunichst den Fall der getrennten Teilgebiete als erste Naherung, so 
‘kann man in nachster Naherung den Einfluf des Zusammenhangs der 
Teilgebiete so auffassen, daf er eine Wahrscheinlichkeit fir einen 
‘Quantensprung bewirkt, demzufolge das System den Weg ein- 
schlagt. Diese Wahrscheinlichkeit wird um so gréfer, je langsamer die 
Anderung des Systems erfolgt (je kleiner o ist). Fassen wir umgekehrt 
bei endlich hoher Schwelle den Weg als stationiren Zustand auf, 
30 ergibt sich bei immer stirkerer Erhéhung der Schwelle bei fest- 
gehaltener Anderungsgeschwindigkeit von «% eine immer gribere Wahr- 
scheinlichkeit fiir einen Quantensprung, der dem Weg —~—~— des Systems 
entspricht. Denn die Frequenz von « hat dann die GréBenordnung der 
Ubergangsfrequenz. In der Grenze unendlich hoher Schwelle muf die 
Uhbergangswahrscheinlichkeit 1 sein. Es hat also einen Sinn, 
fast getrennte Systeme durch getrennte anzunihern. 


Adiabatische Invarianz bei mehreren Freiheitsgraden. 


" Bei Systemen mit einem Freiheitsgrad hatten wir den Vorteil, die 
‘stationiren Zustiinde mit der Zahl der Nullstellen der Schrédinger- 
a Eigenfunktion numerieren zu kénnen; ferner lieB sich leicht 
zeigen, da bei adiabatischen Zuordnungen Terme sich nie iiberschnitten. 
‘Im Falle mehrerer Freiheitsgrade laSt sich eine solche Numerierung im 


allgemeinen nicht durchfihren. 


o% 
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Wir wissen, da8 bei Anderungen von Systemen mit mehreren | 
Freiheitseraden sich Terme schneiden koénnen, z. B. bei den bekannten } 
Ubergiingen von schwachen zu starken Magnetfeldern. Fragt man nach - 
der Zuordnung der Terme vor Eintritt eines solchen Zusammenfallens | 
zu den Termen nach dem Zusammenfallen, so gibt es formal zwei Még- 
lichkeiten: entweder man laft die Terme sich tiberkreuzen oder man 1aft - 
sie einander nahern, zusammenfallen und dann ohne Uberkreuzung aus- } 
einander gehen. Bei einer physikalischen Anderung des Systemparameters | 
wird sicher in den Fallen, wo die betreffenden Terme sich durch eine 
bestimmte physikalische Eigenschaft, etwa einen Drehimpuls (z. B. m beim 
Magnetfeld) unterscheiden, der Ubergang mit Uberkreuzen die gréfere 
Wahrscheinlichkeit haben. Ein streng adiabatischer Ubergang ist hier 
wegen des Zusammenfallens zweier Terme nicht méglich. Mindestens in 
vielen Fallen {vielleicht allgemein]') ist das Zusammenfallen von Termen 
kiinstlich geschaffen durch eine Vereinfachung des Problems (die die 
Separierbarkeit erméglicht), und bei Beriicksichtigung einer vorher ver- | 
nachlissigten GréSe kommen die beiden Terme einander nur nahe. Es 
liegt hier ein ganz ahnlicher Fall vor, wie der in Fig. 8 dargestellte. | 
Die wirkliche adiabatische Zuordnung ist etwa die durch dar- 
gestellte; die Zuordnung — — — erhilt man durch die Naherungsmethode. 
Die Abweichung der strengen Rechnung von der Naherung, also der EinfluB } 
der ,Stérung‘, hat jedoch keine grofe physikalische Bedeutung, da aus} 
Stetigkeitsgriinden das gestérte System sich &hnlich verhalten muf, wie 


| 


das ungestérte. Im gestérten System werden dann eben die Ubergangs- 
wahrscheinlichkeiten, die den Zuordnungen — — — entsprechen, grof und} 
in der Grenze unendlich kleiner Stérung gleich 1. : 

Aus diesem Grunde hat es einen guten Sinn, wenn wir jetzt 
Systeme betrachten, die in irgendwelchen Punktkoordinaten separier- 
bar sind, so daB die Schrédingerschen Kigenfunktionen sich als 
Produkte von Funktionen schreiben lassen, die nur von je einer Variabeln 
abhiingen. Wenn das System bei einer adiabatischen Anderung in diesen 
Koordinaten separierbar bleibt, dann gilt der Satz: Die Energie ist eine 
monotone Funktion jeder der Quantenzahlen, wenn man als Quanten 
zablen die Zahlen der Nullstellen der nur von einer Variabeln abhingigen} 
Eigenfunktionsfaktoren benutzt®). Daraus folgt sofort, daB sich bei de 


1) Zum Beispiel wenn einer der beteiligten Terme der tiefste Term ist. Ey 
entspricht der Eigenfunktion ohne Knoten und muf stets in einen Term itibergehenJ 
dessen Eigenfunktion ebenfalls keine Knoten hat. 

*) Es liegt das daran, da$ bei Separation fiir jede der Koordinaten eine 
Sturm-Liouvillesche Differentialgleichung auftritt, fiir die der oben (S. 746¥ 
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hier betrachteten adiabatischen Anderungen Terme, deren Separations- 
quantenzahlen bis auf eine gleich sind, nicht tiberschneiden kénnen. 

Ein ganz abnlicher Satz gilt in den Fallen, wo man die in endlicher 
Zahl vorhandenen Terme, die zu irgendwelchen Quantenzahlen (etwa ” 
und 7) des ungestérten Systems gehiren, durch eine Stérungsrechnung 
erhalt. Es ist der Satz, mit dem man die 
Zuordnungen der Terme in schwachen 
magnetischen oder elektrischen Feldern zu 
denen in starken Feldern macht. Er heift 
dort: Terme mit gleichem m schneiden 
sich nicht. Seine Giltigkeit beruht daraut, 
daB die Werte W der Terme mit gleichem m 
als Wurzeln einer algebraischen Gleichung 


Bee (WV 0) 6) 


erscheinen, wo @ der adiabatisch zu ver- 
‘findernde Parameter (etwa die Feldstarke) 
ist. Da diese Gleichung nur reelle Wurzeln 


haben kann?), kommt das in Fig. 9 schrat- 
fierte Gebiet der (W, «)-Ebene fiir 1’ = 0 
nicht in Frage. Die Kurven J’ = 0 erleiden also héchstens in speziellen 


Grenzfillen eine Uberschneidung. 


Fig 9. 


Wir gehen jetzt zu der Frage iiber, was bei einer Teilung des 
Systems in getrennte Teile geschieht. Man sieht auch hier leicht, dal 
‘kein Term verloren geht. Man denke sich zu diesem Zwecke die Eigen- 
‘funktionen anschaulich dargestellt, dann bedeutet die Trennung durch 
‘Unendlichwerden des Potentials auf einer Trennungslinie (bzw. Flache) 
eine scharfe Knickung und schlieflich ein Nullwerden der Higenfunktionen. 
Wenn die Trennungslinie (-fliiche) nicht gerade Knotenlinie (-flache) ist, 
‘so geht jede Eigenfunktion des Gesamtgebiets in eine solche eines der 
Teilgebiete tiber. Wenn die Trennungslinie (-fliche) gerade Knotenlinie 
‘(fliche) ist, so werden zwei Eigenwerte des Gesamtgebiets beim Uber- 
gang zur Trennung gleich und die beiden Kigenfunktionen gehen in ZWel 
ysolche der Teilgebiete tiber, von denen je eine zu einem Teilgebiet 


F gehort. 


genannte Satz gilt. Auch in den Fallen, wo die Randbedingung nicht Ver- 
-schwinden yon %, sondern nur Endlichbleiben fordert, andert sich nichts 
 wesentliches. ; 
; 1) Vel. M. Born, W. Heisenberg und P. Jordan, ZS. f. Phys. 39. 
|d07, 1926. 
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Haben wir ein separierbares System und bleibt die Separierbarkeit 
bei der Trennung erhalten, so gilt ganz dasselbe, wie bei einem Frei- 
heitsgrad. Um die Zuordnung der Zustinde des Gesamtsystems zu den 


Zustinden der Teilsysteme zu erhalten, braucht man nur die Koordinate 4 


zu betrachten, deren Gebiet getrennt wird. 


Qualitatives tiber das Zweizentrenproblem. 


Das Zweizentrenproblem (zwei feste Zentren und ein Elektron) 
fiihrt auf eine in elliptischen Koordinaten £7, separierbare Schré- 
dingersche Differentialgleichung'). Die stationiren Zustainde lassen 
sich also mit Hilfe der Quantenzahlen Nz, Ny, M = Ny, numerieren; jede 
dieser Zahlen kann alle Werte von 0 bis co annehmen. Dabei fiallt die 
Unterscheidung in die zwei Bahntypen fort, die beim klassischen Problem 
besteht ?). 

Uber die genaue Lage der Terme kann natiirlich nur eine numerische 
oder graphische Lésung der Schrédingerschen Differentialgleichung Aus- 
kunit geben. Einen Anhaltspunkt fiir die geniherte Lage gibt jedoch 
der Ubergang von zwei sehr weit entfernten Kurven (-zentren) zu zwei 
sehr nahe beieinander liegenden Kernen. 

Betrachten wir zunichst den Fall ungleich geladener Kerne. 
Bei unendlich grofem Abstand besteht dann das Termsystem aus den 
Termen, die der Bewegung des Elektrons um den einen Kern entsprechen, 
und aus den Termen, die der Bewegung um den anderen Kern entsprechen 
(Fig. 10, links). Nahern wir jetzt die Kerne einander, so bleibt das 
Problem bei jeder Lage der Kerne in & 4, m separierbar. Bei noch 


groBem Abstand tritt eine Aufspaltung der Terme ein, die sehr nahe die q 


des linearen Starkeffektes ist (Fig. 10). Gehen wir jetzt von dem Falle 
aus, in dem die Kerne zu einem vereinigt sind, so haben wir hier die 
Termordnung eines Atoms mit einem Elektron (Fig. 10, rechts); fiihren 
wir die Kurve etwas auseinander, so spaltet jeder Term auf, und zwar | 
treten zu gegebenem n des Ausgangsterms alle Méglichkeiten von Ms, Ny, 


auf, bei denen me + % +m =n 


ist (wir zahlen » um 1 niedriger als gewéhnlich). 


1) Die Differentialgleichung ist von W. Alexandrow (Ann. d. Phys. 81, 
603, 1926) behandelt. Sein Ansatz zur Lisung kann jedoch nicht allgemein genug 
sein, da man leicht einsieht, da8 auch fir m — 0 und m — 1 Lésungen 
existieren miissen. Anm. bei der Korrektur: 0. Burrau hat mittlerweile eine 
numerische Lisung der Gleichung fiir die tiefsten Zustinde ausgefiihrt (vgl. eine 
demnichst in den Naturwissenschaften erscheinende kurze Mitteilung). 

*) Vgl. W. Pauli, 1. c. und K. F. Niessen, l. c. 
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Die Zuordnung der Terme bei grofem Kernabstand zu den Termen 
Dei geringem Kernabstand hat so zu erfolgen, daS zunichst ng und m 
ungeindert bleiben. In 7, entspricht die Zuordnung unserem oben all- 
gemein behandelten Fall; die Terme des Gesamtsystems (nahe Kerne) 
werden in ihrer energetischen Reihenfolge den Termen der Teilsysteme 
| (entfernte Kerne) zugeordnet. In Fig. 10 ist die Zuordnung fiir den 
dort angenommenen Fall dargestellt (7,:7, == 5:3); die Zahlen auf den 
den Ubergang darstellenden Linien sind ng, Nn, M. 


Im Falle gleicher Kerne haben wir bei unendlich grofem Ab- 
stand der Kerne das Termsystem eines Atoms mit einem Elektron. Jeder 


Unendlich weit Weit getrennte Vereinigte 
getrennte Kerne Kerne Nahe Kerne Kerne 


Z 


= 0 
Fig. 10. Terme einer Molekel mit zwei ungleichen Kernen und einem Elektron. 


Term hat aber das doppelte Gewicht wie bei einem Atom, da das Elek- 
tron um jeden der beiden Kerne laufen kann. Bei Anniherung der 
Kerne spaltet jeder dieser Terme in die durch mz, ™, m bestimmten 
| Komponenten und jede dieser Komponenten in zwei auf. Diese Terme 
gehen dann in die Terme bei nahen Kernen iiber. Um den ganzen Uber- 
gang iibersichtlicher zu gestalten, ist Fig. 11 so gezeichnet, als wiirde 
jeder der unendlich weit entfernten Kerne in ein homogenes elektrisches 
Feld gebracht, dann das Feld durch den anderen Kern ersetzt und 
 schlieBlich die Kerne einander genihert. Bei der Ersetzung des homo- 
genen Feldes durch den anderen Kern spaltet jeder Term in zwei auf; 
' ng und m bleiben ungeandert, », = 0 geht in m, = 0 ed hemor al 
Baber, — 1 m n,— 2 und », = 3 usw. In Fig. sind fiir 


o% 
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spaiteren Gebrauch die zu gleichem m gehorigen s, p...-Terme unter- 
schieden. 

Wir haben bisher den Fall betrachtet, da das Kraftfeld von zwei 1 
Punktladungen herrithrt und hatten fiir die Zuordnungen immer von der ~ 
Tatsache der Separierbarkeit Gebrauch gemacht. Fiir die Anwendung 
auf Molekeln interessiert aber auch der Fall, bei dem 


| U =O eye Un) 
ist, wo U, und U, allgemeinere Funktionen sind. Dann ist das Problem nicht 
mehr in elliptischen Koordinaten separierbar und von unseren Ergebnissen 


Unendlich weit Weit getrennte Vereinigte 
getrennte Kerne Kerne Nahe Kerne Kerne 


ee 


1S 


Fig, 11. Terme einer Molekel mit zwei gleichen Kernen und einem Elektron. 


bleibt zunachst nur das bestehen, daB beim Ubergang von mit getrennten 
Kernen zu nahen kein Term verloren geht. In vielen Fallen hilft aber der 
obengenannte algebraische Zuordnungssatz: Terme mit gleichem » und m_ 
schneiden sich nicht, solange die n-Ordnung nicht gestért wird. Man denke 
sich dazu zuniichst jedes der beiden Kraftzentren in ein homogenes elek- 


trisches Feld gebracht, dieses lasse man so stark werden, daB die elek- ; 


trische Aufspaltung groB gegen den feldfreien Abstand der Terme mit 
verschiedenem 7 und gleichem m wird. Dann ist das System genihert 
in parabolischen Koordinaten separierbar. Die Zuordnungen der Terme 
bei den bisherigen Veranderungen lassen sich mit der genannten m-Regel 


ie 
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angeben. Nun ersetze man das homogene Feld durch das Feld des 
anderen Kraftzentrums und fiihre die Zentren zusammen. Dabei wird 
die separierbare Naherung schlechter und schlechter. Wenn sie aber 
noch so lange einigermagen gilt, bis die m-Ordnung des Endsystems her- 
gestellt ist (und bei hinreichend kleiner Abweichung vom Felde zweier 
Punktladungen ist dies der Fall), so kann man die Zuordnung der durch 
)z, N,, m beschriebenen Terme bei mafig getrennten Kernen zu den 
durch n, 7, m beschriebenen Termen bei sehr naben Kernen wieder mit 
Hilfe des m-Zuordnungssatzes ausfiihren. Eine solche Zuordnung ist in 
Fig. 11 angegeben’). 

Hier ist zu beachten, daf bei strengerer Rechnung die Zuordnung 
vielleicht eine andere wird, indem Terme, die sich bei Annahme der 
Separierbarkeit iiberkreuzen, dies dann nicht mehr tun. Trotzdem hat 
natiirlich die hier gegebene Zuordnung einen physikalischen Sinn, eben 


den des wahrscheinlichen Ubergangs bei einer physikalischen Anderung 


des Kernabstandes, solange die Abweichung von der Separierbarkeit 


klein ist. 


Bei mehr als einem Elektron hat man mehr als zwei ,getrennte 


Systeme“. Im Falle zweier Kerne und zweier Elektronen hat man z. B. 


als Ausgangssysteme folgende: Zwei Elektronen um den einen Kern, 
zwei um den anderen Kern, schlieBlich eines um jeden Kern. Wir wollen 
zunichst die beiden Kerne (K und k) und auch die beiden Elektronen 


(2 und e) als verschieden voraussetzen; dann haben wir die Systeme: 


KE+he Ke+kE, KEe+hkhundkEe+XK 


| Bei mehr als einem Elektron ist die Schrédingersche Differential- 


_gileichung auch beim Potential 


Z,¢ Z, 


Y Ys 


nicht mehr separierbar. Die Zuordnung der Terme in den getrennten 


“Systemen zu den Termen im System mit einem Kern der Ladung Z, + Z, 
ist dann von der Art der Uberfithrung abhingig. Bei zwei Kernen und 
zwei Elektronen kénnen wir zwei Grenzfiille leicht tibersehen: Wir 
nehmen zunichst sehr geringe Kopplung der Elektronen an, dann ist die 
Schrédingergleichung genihert separierbar, und fiir jedes Elektron einzeln 


- gelten unsere bisherigen Uberlegungen. Betrachten wir bei jedem Jlek- 


1) Hier ist allerdings nicht sicher, ob die Voraussetzungen der Anwendbarkeit 


dieses Satzes gegeben sind oder ob nicht doch wegen der Separierbarkeit, zwar 


nicht in elliptischen Koordinaten &, 7, aber doch in ahnlichen Koordinaten, Uber- 


schneidungen von Termen mit gleichem m vorkommen. 


a ¢ 


ee 
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tron nur die Abhingigkeit von einer Quantenzahl, indem wir uns z. B. 
auf s-Terme beschranken, so erhalten wir die Termmannigfaltigkeit der 
Tabelle 1 (die Indizes geben die Quantenzahlen der Elektronen an). 


Tabelle 1. 
Getrennte Systeme Vereinigte Systeme 

cee ee ke Eye 
k Ey, (a) + 1 By 4 
k i, + K ey Ey €3 
k Ey + K ey Ey, ey 
K Ey, ob k ey i Es; eg 
KE, + keg ‘ Ey 
K Ey ey + k Es ey 
KE, €5 + k Ey, e3 
k E, ey -- K Ea (2) 

EK, + K ey Ey ey 
KH, + k ey Ey, (2) 
K Break Eye 


Die Anordnung der Terme der getrennten Systeme entspricht einem 
Falle, bei dem die Ladung von K etwas grifer ist als die von k, und E 
etwas fester gebunden ist als e. Fir E = e fallen gewisse Terme zu- 
sammen, und wir miissen nach Paulis Aquivalenzregel gewisse Terme — 
streichen. 

Die andere Art der Uberfiihrung der getrennten Systeme in das 
vereinigte sei folgende: Wir denken uns die Verschiedenheit der Elek- 
tronen so grof, da8 wir zur Berechnung der Bewegung von e stets die 
Ladung von # kontinuierlich und kugelsymmetrisch verteilen kénnen. 
Dann kénnen wir die Zuordnung so ausfiihren, daB wir zuniichst die Zu- 
ordnung der von £ herriihrenden Teile wie bisher ausfiihren und dann 
die von e wie bei einem Elektron, das um die kugelsymmetrischen Ge- 
bilde AH und k bzw. ke und K lauft. Wenn wir annehmen, dab K 


Tabelle 2. 


Vereinigte 
Systeme 


Getrennte Systeme 


kA, +k Hy es 


K Eye, +k Ey; e3 
kE,+ Ke, Ey eg 
K By +k ey Ey ey 
kk,+ Ke, Ey e; 


KE, Se ke; Ey ey 
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gréBere Ladung als & hat und da’ k#H, + Ke, noch tiefere Energie hat 
als KE, ¢, +k, so erhalten wir die Zuordnung der Tabelle 2. 


Die Zuordnung ist eine andere als die der Tabelle 1. Um zu sehen, 
welche Zuordnung bei einer bestimmten speziellen Anwendung auftritt, 
ist der dort auftretende Fall besonders zu untersuchen. 


) Nach Pauli, Heisenberg und Dirac treten von den Eigenfunk- 
tionen bei zwei gleichen Partikeln nur diejenigen wirklich auf, die in 


Weit getrennte 


H+H K Nahe Kerne He 


1s Z7t 
1S 25 os (SOS 
15 Z7t 
1S 25 
1S 7S 
1s 1s 


Fig. 12. Terme einer Molekel mit zwei gleichen Kernen und zwei Elektronen. 


den Partikeln unsymmetrisch sind. Fig. 12 ist so gezeichnet, als hitten 
die Elektronen eine ganz kleine Verschiedenheit, die etwa durch eine 
verschiedene Richtung des magnetischen Moments bedingt ware. Der 
‘Standpunkt fiir Fig. 12 ist also derselbe wie der bei Heisenberg: Ab- 
leitung des Termsystems des Parheliums und des Orthoheliums’) mit der 
Annahme, die Elektronen hitten magnetische Momente mit fester, aber 
fiir beide verschiedener Richtung. Fiir diesen Standpunkt erhalten wir 
“in unserem System mit zwei Zentren und zwei Elektronen ein ,Par- 
ssystem* und ein ,Orthosystem‘, wobei wir mit Heisenberg die 
-Zustinde, deren Eigenfunktionen symmetrisch in den Elektronen sind, 
zum Parsystem, die mit unsymmetrischen Eigenfunktionen zum Ortho- 
‘system rechnen. Zwischen Par- und Orthosystem sind (wie bei Helium) 


ganz schwache Kombinationen méglich. 


1) W. Heisenberg, l. c. 
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Anwendung auf Molekeln. 


Die einfachste Molekel ist das positive Ion der Wasserstoff- 
molekel (H,*). Ihr Modell unterscheidet sich bei Vernachlassigung 
des Kreiseldrehimpulses s des Elektrons vom Zweizentrenproblem nur 
dadurch, daf der Abstand der Kerne nicht fest gegeben ist, sondern um_ 
eine Gleichgewichtslage schwingt'), die durch die Elektronenbewegung 
mitbestimmt wird. An Stelle jedes Terms im Zweizentrenproblem tritt 
eine Funktion des Abstandes ry der beiden Kerne, deren Minimum die 
Gleichgewichtslage bestimmt und deren Termwert fiir unendlichen Ab-_ 
stand in einen Termwert der getrennten Systeme iibergeht. Fiir kleine r 
verhalten sich die Funktionen wie 1/r, ihre Abstinde gehen gegen die 
Abstiinde der Terme im Falle der zu einem vereinigten Kerne. 

Wir kénnen aus Fig. 11 das qualitative Termschema des H, + 
entnehmen. Der tiefste Term hat m— 0 (unter Beriicksichtigung von s_ }j 
erhalt er m; == 0, m == 4). Der zweittiefste Term hat ebenfalls m=O § 
(bzw. m, = 0, m = >). Denken wir uns die s, p,d-Aufspaltung der 
Fig. 11 weg, so stellt sie qualitativ den Ubergang von zwei getrennten 
H-Kernen mit einem Elektron tiber den Starkeffekt, das H}-Ion zum 
He*-Ion dar. Die Reihenfolge der Terme in ihrer Abhingigkeit von ng 
n,, m entspricht ungeféhr der von Niessen durch klassische Rechnung 
vefundenen, wenn man die Aufspaltung der zu gleichem Zustand der ge- 
trennten Systeme gehérenden Terme relativ klein, die , Starkeffekt- 
Aufspaltung gro8 annimmt?). 

Wir gehen jetzt zu einer qualitativen Betrachtung der Wasserstoff- 
molekel iiber. Das Termschema liegt auf dem Ubergang zwischen 
den Systemen H-+H und H*+H™ einerseits und dem He- Atom 
andererseits. Da die Elektronenaffinitit des H-Atoms, wenn sie tiber- | 
haupt positiv ist, héchstens wenige Volt betrigt*), diirften die tiefen — 
Terme der H,-Molekel bei Auseinanderriicken der Kerne in Terme 
des Systems H + H iibergehen. Das Termschema diirfte etwa durch — 


1) Indem Heisenberg von den bei Beriicksichtigung der Kernschwingung — 
und Rotation auftretenden Eigenfunktionen im Falle gleicher Kerne nur die zulabt, J} 
die in den beiden Kernen unsymmetriseh sind, oder nur die, die symmetrisch — 
sind, erhalt er eine Erklarung des bekannten Intensititswechsels der Bandenlinien 
(vgl. eine spater erscheinende Arbeit von W. Heisenberg). : 

2) Anm. bei der Korrektur. Burrau hat die Energien der Terme 0, 0, 0 
und 0, 1, 0 als Funktionen von 7 berechnet. Das Minimum der Funktion bei 0, 0, 0— 
gibt die Energie des H,*- Ions. 

3) Ein mit Hilfe von Li ausgefiihrter Kreisproze8 spricht mehr zugunsten von 
negativer Elektronenaffinitat, vgl. J. Kasarnowski, ZS. f. Phys. 88, 12, 1926. 
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4 ig. 12 dargestellt sein (wahrscheinlich jedoch beeinflubt der Term 
Mlsis von H* + H™ das Termschema noch weniger). An Stelle eines 
‘Terms im zugehérigen Zweizentrenproblem tritt auch hier eme Funk- 
Ytion des Kernabstandes r. Da sich zwei zentrale H-Atome héchstens 
mit einer Kraft anziehen, die mit einer hohen Potenz von 1/r geht, so 
ist nicht gesagt, ob alle diese Funktionen ein Minimum haben, also wirk- 
4 ich eimem Zustand der H,-Molekel entsprechen. 

Nehmen wir eine geringe Verschiedenheit der beiden Elektronen an, 
so erhalten wir ein Para- und ein Orthotermsystem, die sehr wenig 
Ymiteinander kombinieren. Der tiefste Term gehért dem Parasystem an, 
ie naichst héheren Terme dieses Systems liegen im H + H 10,2 V héher, 
‘im He 20,5 V héher. Die von Lyman gefundenen und von E. E. Witmer’) 
Ygenauer untersuchten Banden des H, diirften Ubergiinge zwischen dem 
itiefsten Parazustand und einem dieser héheren Parazustiinde sein. Da der 
‘tiefste Orthoterm in einen schon recht hoch liegenden Term des He iiber- 
geht, ist es sehr wohl mdglich, da$ die zugehérige Funktion von r kein 
(Minimum hat, so daf es gar keinen zugehérigen Molekelzustand gibt. 
JEs sind auch keine H,-Banden bekannt, die emer Termdifferenz von 
twas weniger als 13 V entsprechen. 

Wir wollen in diesem Zusammenhang noch nicht auf Einzelheiten 
in den Spektren der verschiedenen Molekeln eingehen, sondern einige 
‘allgemeine Fragen, besonders die der polaren Molekel, an eimem Bei- 
‘spiel erértern. Wir wihlen NaCl. Die tiefen Terme der NaCl-Molekel 
imiissen bei Entfernung der Kerne iibergehen in die tiefen Terme von 
WNa + Cl und Na*-+ Cl"; die Terme von Na + Cl*, Na**+ Cl” legen 
so hoch, da® wir sie nicht zu betrachten brauchen. Fiir die Zuordnung 
der tiefen Terme diirfte es erlaubt sein, ein Na*-Ion, ein Cl-Atom und ein 
MElektron zu betrachten. Wir stellen also in Fig. 13 schematisch die 
‘tiefsten Terme eines Zweizentrenproblems dar, bei dem sich ein Elektron 
‘im Kraftfeld der Gebilde Na* und Cl bewegt. In Fig. 13 sind angegeben 
‘ie Terme, die durch Zufiigung eines 3 s- und eines 3 p-Elektrons zum Nat 
‘and eines 3p-Elektrons zu Cl entstehen. Ohne Beriicksichtigung des 
‘nur mittels des Kreiseldrehimpulses zu verstehenden Schalenabschlusses 
‘spaltet dieser letztgenannte Term in zwei auf; einer davon fallt wegen 
‘des Schalenabschlusses aus. Die Zuordnung ist angegeben, als sei das 
J betrachtete Zweizentrenproblem streng separierbar. Dies ist aber in 
SWirklichkeit nicht der Fall. Bei streng adiabatischem Ubergang erhalten 


1) E.E. Witmer, Proc. Nat. Acad. 12, 238, 1926. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XL. 51 


~s 
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wir auch nicht die in Fig. 13 angegebene Zuordnung, sondern der tiefste 
Term bei weit getrennten Kernen (Na + Cl) geht in den tiefsten Term 
bei nahen Kernen iiber. Trotzdem ist Fig. 13 im oben angegebenen 
Sinne gezeichnet, weil diese Zuordnung den wahrscheinlichen physikalischen 
Ubergangen entsprechen diirite. 


Fiir sehr grofen Abstand der Kerne gibt Na + Cl den tiefsten 
Term; fiir sehr geringen Abstand ist der tiefste Term einer, der einem 


Term von Na* + Cl- zugeordnet ist. In der Molekel miissen wir diesen 
als tiefsten annehmen, in Ubereinstimmung mit der bisherigen Auffassung 


Na+Cl Nat+Cl- Edelgas 
VE ea ee ee ee 
_—— 5 (PP) 
3 L eae Se eee 
r AE Nest. 
See 
aes 
CS a ian <i" ee 
So 
= ae 
= 


so 
pi eee 
Fig. 13. Terme der NaCl-Molekel. 


der NaCl-Molekel als polarer Molekel und der Schiatzung ihrer Energie 


mittels der elektrostatischen Anziehung der Ionen Na* und Cl. Alle. 


diese Vorstellungen bleiben ja als Naherungen bestehen; sie erhalten nur 
einen etwas anderen Sinn. 

Unsere Uberlegungen sind fiir die Definition der polaren Molekel 
wesentlich. Charakteristisch ist, daS auch fiir unseren Standpunkt die 
Scheidung in polare und nichtpolare Molekeln keine ganz strenge ist. 
Wir kénnen sagen: Eine Molekel heiSt polar, wenn sie bei Aus- 
einanderfihren der Kerne (etwa durch VergriSerung der Schwingungs- 
energie) in den meisten Fallen in zwei entgegengesetzt geladene 
Ionen tbergeht?). Die Unbestimmtheit der Definition besteht darin, 
da8 die Wahrscheinlichkeit fiir den Ubergang in die Ionen von der Art 
des Auseinanderfiihrens abhingt. 

Wir sehen ferner, da8 unter den Termen einer polaren Molekel auch 
solche sind, die tibergehen in Zustiinde, in denen zwei neutrale Atome 


1) J. Franck nennt eine Molekel polar, wenn die Konvergenzstelle der 
Schwingungsterme des Grundzustandes dem Grundzustand zweier entgegengesetz 
geladener Ionen entspricht. Diese Definition enthalt einen geringeren Grad vo 
Unbestimmtheit, wie die oben angegebene, da eine bestimmte Art des Auseinander 


fiihrens betrachtet wird. 
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‘vorhanden sind. Wir verstehen, daS es méglich ist, eine polare Molekel 
‘durch Lichtabsorption unter Anregung eines Elektronensprunges in zwei 
‘neutrale unangeregte Atome zu zerlegen’). Dagegen kann die Zerlegung 
einer nichtpolaren Molekel unter Anregung eines Elektronensprunges nicht 
‘in zwei unangeregte Atome erfolgen, sondern etwa in ein unangeregtes und 
‘ein angeregtes”). Unter den Termen einer nichtpolaren Molekel konnen 
Jaber auch solche sein, die adiabatisch in Zustaénde zweier Ionen iibergehen. 
Es kann also méglich sein, eine nichtpolare Molekel durch Lichtabsorption 
unter Anregung eines Elektronensprunges in Jonen zu zerlegen. 

Fiir die inneren Elektronen einer Molekel diirfen wir den Abstand 
der Kerne als gro8 ansehen in dem Sinne, dafi ihre Bahnen (abgesehen 
yom Falle gleicher Kerne) im wesentlichen nur von einem der Kerne 
‘beeinflu8t sind. Es ist wohl in diesem Falle erlaubt zu sagen: Von den 
inneren Elektronen lauft ein Teil um den einen, ein Teil um den anderen 
Kern. Strenggenommen haben wir natiirlich einen Zustand, der unserem 
Modell der Fig. 3 entspricht, wo die Werte der Figenfunktion & in dem 
veinen Teilgebiet wesentlich gréSer sind als in dem anderen. Bei den 
AauBeren Elektronen hingen die Bahnen der Elektronen schon mehr von 
‘beiden Kernen ab, doch wird auch da in manchen Fallen erlaubt sein, 
him Sinne einer Naherung zu sagen, die Elektronen laufen um den einen 
Kern. Und zwar wird dabei wesentlich sein, wie sich die Elektronen 
beim Auseinanderfiihren der Kerne ordnen. So wird man bei NaCl den 
/bisher iiblichen Sprachgebrauch festhalten und z. B. sagen, die sechs 
‘lockerst gebundenen p-Elektronen laufen um den Cl-Kern. 


Bezeichnen wir die (in dem eben festgelegten Sinne) zu einem Kerne 
)gehdrigen Elektronen durch einen Strich, die zum anderen Kerne ge- 


1) V. Kondratjew (ZS. f. Phys. 39, 191, 1926) hat durch Fortfiihrung einer 
Arbeit von A. Terenin (ZS. f. Phys. 37, 98, 1926) gezeigt, daB die polare 
/ Molokel NaJ durch Lichtabsorption in ein angeregtes neutrales Na-Atom und ein 
/unangeregtes neutrales J-Atom zerlegt werden kann. — Ich méchte hier darautf 
' hinweisen, da8 schon seit lingerer Zeit Herr Prof. Franck die Meinung vertritt, 
da es méglich sein mu, polare Molekeln durch Lichtabsorption mit Elektronen- 
‘sprung in neutrale unangeregte Atome zu zerlegen. Die Versuche, die in seinem 
Institut im Gange sind, lassen es jetzt (wie mir Herr Prof. Franck mitteilt) als 
' sehr wahrscheinlich ansehen, dai die genannte Zerlegung wirklich auftritt. 

2) Die Méglichkeit der Zerlegung nichtpolarer Molekeln durch Lichtabsorption 
in normale und angeregte ist durch Untersuchungen im Franckschen Institut 

(J. Franck, Trans. Farad. Soc. 21, 3, 1925 und ZS. £ phys. Chem. 120, 144, 

fT! 1926; E. G. Dymond, ZS. f. Phys. 84, 553, 1926; H. Kuhn, ebenda 39, 77, 1926) 

sowie durch Uberlegungen von R. T. Birge und H. Sponer (Phys. Rev. 28, 259, 

1926) gezeigt. 
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horigen durch zwei Striche, so hat der Grundzustand der NaCl-Molekel 


die Elektronenanordnung 
(1 s')? 2's’)? (2 p')8 (1 8”)? (2'8"")? (2 "8 (3. 8”)? (3 p")®. 
Legt man der Bezeichnung der Terme den Ubergang in die eines Atoms 


bei zusammenfallenden Kernen zugrunde, so wiirde die gleiche Elektronen- 
anordnung 


(1 s)? (2s)? (3s)? (48)? (2 p)* (3 p)® (5 8)? (4 p)® 
heiBen. 


Bei gleichen Kernen sind an jeder Elektronenbahn beide Kerne 
gleich stark beteiligt. 
Trotzdem hat es einen gewissen Sinn, etwa die eine Halfte der 


Elektronen dem einen, die andere Halfte dem anderen Kern zuzuschreiben. — 


Fiir den Grundzustand der Cl,-Molekel scheint die Bezeichnung 
(1 s')? (2 8')? (2p)? Bs’)? (3 p')>. (1 8")? (2 8")? (2p")? 38")? Bp")? 
dem wirklichen Verhalten mehr gerecht zu werden als 


(1s)? (28)? (38)° (48) (2 p)® (3 p)® (5 8)? (6 8)? (Ap) (5p)? 


Noch einige Worte iiber die I[onengitter. Von einem solchen 


sprechen wir, wenn der Grundzustand adiabatisch tibergeht in Zustinde 


der Ionen. Fiir ein solches bleiben die bisherigen Vorstellungen natiirlich — 


bestehen. Beim NaCl-Gitter wird es z. B. auch weiterhin erlaubt sein, 
um die Na-Kerne 10 und um die Cl-Kerne 18 Elektronen anzunehmen. 
Dagegen sind die Na-Elektronen strenggenommen allen Na-Kernen ge- 
meinsam und ebenso die Cl-Elektronen allen Cl-Kernen, und zwar genau 
in dem gleichen Sinne, indem man sagen muS: im Zustand 1s2p (2°P 
oder 21P) des Heliumatoms sind beide Elektronen zusammen in diesem 
Zustand, nicht das eine im 1 s-, das andere im 2 p-Zustand. 

Mit der Verschiedenheit der Schwelle zwischen den einzelnen Par- 
tikeln eines Lonengitters und eines Metallgitters diirfte die verschiedene 
Leitfahigkeit zusammenhingen. . 

Herrn Prof. N. Bohr und Herrn W. Heisenberg habe ich fiir das 


férdernde Interesse an der Arbeit zu danken. Ebenso schulde ich Dank — 
der Stiftung International Education Board, die meinen Aufenthalt 


in Kopenhagen erméglicht hat. 


Kopenhagen, Universitetets Institut for teoretisk Fysik. 
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Uber die Satelliten der ROontgendiagrammlinien. 
Von DPD. Coster und M. J. Druyvesteyn in Groningen. 
Mit 4 Abbildungen. (Eingegangen am 24. November 1926.) 

‘Es wird eine neue Rintgenrdhre fiir Fluoreszenzerregung beschrieben. Mit dieser 
‘Rohre angestellte Versuche zeigen, daB es moglich ist, die Satelliten auf der 
jharten Seite der Diagrammlinien (,,Funkenlinien“ nach Wentzel) auch in Fluores- 
yenz zu erhalten. Ihre Intensitat relativ zu derjenigen der Diagrammlinien ist 
aber sehr viel geringer als bei Kathodenstrahlerregung. Das Auftreten dieser 
Satelliten in Fluoreszenz deutet auf das Vorkommen von Absorptionsprozessen, bei 
denen zwei Elektronen zu gleicher Zeit aus dem Atominnern entfernt werden. 
Die Satelliten auf der weichen Seite der Diagrammlinien treten in Fluoreszenz 

mit normaler Intensitit auf. Es wird versucht, diese Linien zu deuten. 


Bekanntlich laiBt sich die tibergro8e Mehrzahl der Linien des Réntgen- 
‘spektrums in ein einfaches Niveauschema einreihen. Die miglichen Uber- 
‘giinge zwischen den Niveaus gehorchen den namlichen Auswahlregeln, wie 
man ihnen im optischen Gebiet begegnet. In der Z-Serie der schwereren 
Elemente sind iiberdies einige sehr schwache Linien gefunden worden’), 
die sich zwar in das Niveauschema einfiigen lassen, aber einen Verstof 
gegen die oben erwahnten Auswahlregeln bilden. 

AuBerdem sind nun yon verschiedenen Autoren bei verschiedenen 
Elementen Linien, die gar nicht in dem gewodhnlichen Schema unter- 
gebracht werden kiénnen, aufgefunden worden, Das Niveauschema findet 
nichtsdestoweniger seine Berechtigung erstens in seiner formalen Einfach- 
‘heit und in seiner Ahnlichkeit mit dem Schema der optischen Dubletts, 
zweitens darin, daB es die Mehrzahl der Linien und allenfalls die inten- 
sivsten Linien umfa8t. Uhberdies zeigen die Nicht-Diagrammlinien ihren 
anomalen Charakter noch in folgender Hinsicht: 

1. Sie treten immer als Begleiter starker Diagrammlinien auf. 

2. Thre Intensitiit relativ zur Intensitét der zugehérigen Diagramm- 
linie andert sich, wenn man im periodischen System von Element zu 
Element fortschreitet, in anderer Weise als es sonst mit den Diagramm- 
linien relativ zueinander der Fall ist. 

Die Nicht-Diagrammlinien lassen sich in zwei Typen einteilen: 
1. Begleiter auf der harten ore 2. Begleiter nach der weichen Seite 
einer Diagrammlinie. 

Wir wollen zuerst zu einer niheren Besprechung der Linien erster 
Art iibergehen und spater die Satelliten auf der weichen Seite der Dia- 


erammbnien betrachten. 


1) D. Coster, ZS. f. Phys. 6, 185, 1921. A. Dauyillier, C. R. 172, 1350, 1921. 
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I. Die Satelliten auf der harten Seite der Diagrammlinien. 
Diese Linien sind oft in folgender Weise gedeutet worden. Sie entstehen, 
wenn zwei Elektronen aus dem Atominnern fehlen und sodann ein Uber- 
gang eines Elektrons einer fuferen Schale nach eimem der leeren Platze 
stattfindet. Daf in dieser Weise eine Linie, die auf der harten Seite 
einer normalen Diagrammlinie. liegt, entsteht, ist leicht emzusehen. 

Es fragt sich nun, in welcher Weise die doppeltionisierten Atome 
entstanden sind. Von Wentzel?') wurde angenommen, da8 die Entfer- 
nung zweier Elektronen sukzessiv stattfinden sollte. Wie aber von 
Coster?) und von Rosseland?) hervorgehoben wurde, ist unter den 
normalen Umstinden des Experiments die Anzahl Atome, aus denen suk- 
zessive zwei Elektronen entfernt worden sind, verschwindend klein, da 
man es in diesem Falle mit einer zusammengesetzten Wahrscheinlichkeit 
zu tun hat. Man hat also anzunehmen, dai die Entfernung der beiden 
Elektronen zu gleicher Zeit stattfindet: also z. B. in einem StoBakt 
mit einem Kathodenstrahlteilchen. Dazu ist eine gréfere Energie er- 
forderlich als fiir die einfache Anregung des Atoms. Eine Untersuchung 
der kritischen Erregungsspannung der Satelliten gibt uns also ein Mittel 
an die Hand, tiber den-Charakter dieser Linien zu entscheiden. In der 
Tat zeigte sich schon in den ersten orientierenden Versuchen *), daf jeden- 
falls ein Teil der Satelliten der Zq@-Linie des Silbers eine héhere An- 
regungsspannung hat als die 1-Linie selber. Spiitere genauere Versuche 
von Siegbahn und Larsson’) an denselben Linien des Mo fiihrten zu 
einem ihnlichen Ergebnis. Genau fixieren laSt sich die Krregungsspannung 
dieser Satelliten wohl sehr schwierig, da sie doch immer schwach sind 
im Vergleich zu der zugehérigen Diagrammlinie. 

Eine andere Méglichkeit, niheren Aufschluf iiber die Satelliten zu 
bekommen, gibt uns eine Untersuchung der Fluoreszenzspektren. [Hs 
wurde vermutet ®), daB die Satelliten auf der harten Seite der Diagramm- 
linien in Fluoreszenz gar nicht aufkommen wiirden. In der Tat ist es 
Dauvillier’) nicht gelungen, die Kas, y-Linie des Fe in Fluoreszenz zu 
erhalten. Da man aber in letzter- Zeit im optischen Gebiet Emissions- 
linien, bei deren Emission Ubergiinge von zwei Elektronen zu gleicher 


1) G. Wentzel, Ann. d. Phys. 66, 437, 1921. 


. Coster, Phil. Mag. 44, 546, 1922. 

. Rosseland, ebenda 45, 65, 1923. 

. Coster, ebenda 44, 546, 1922. 

.Siegbahnund A, Larsson, Ark. f. Mat., Astr. och Fys. 18, Nr. 18, 1924. 
. Coster, Phil. Mag. 48, 1106, 1922. 

. Dauvillier, C. BR. 177, 167, 1923. 
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‘Zeit beteiligt sind, hat auffinden kinnen, schien uns die obenstehende 
Vermutung nicht mehr ganz berechtigt. Es schien uns, da man im all- 
-gemeinen (und also auch im Réntgengebiet) mit der Méglichkeit von 
Absorptionsprozessen, die Ubergingen von zwei Elektronen zu 
-gleicher Zeit entsprechen, zu rechnen hat. Es schien also erwiinscht, die 
Jkurzwelligen Satelliten der Diagrammlinien nochmals experimentell in 
‘Fluoreszenz zu studieren, weshalb dies von uns in Angriff genommen 
wurde. 

Die Versuche mit Fluoreszenzerregung im Réntgengebiet werden im 
allgemeinen durch die geringe Intensitat dieser Spektren sehr erschwert. 
Deshalb wurde eine besondere Rontgenrbhre fiir Fluoreszenzerregung 
-konstruiert. Der Fluoreszenzschirm wurde in diese Réhre eingebaut; um 
groBe Intensitaéten zu erhalten, wurde die Entfernung Antikathode— 
-Fluoreszenzschirm so klein wie méglich gewihlt (etwa 5mm!). Einen 
etwas verbesserten Typus, mit dem die spiteren Versuche angestellt 
wurden, zeigt Fig.1. Der Rohrenkérper besteht aus amerikanischer 
‘Lagerbronze. Zu beiden Enden wurden Schliffe fiir Kathode (A) und 
Antikathode (A) angedreht. Weiter sind seitwiirts zwei Rohren an- 
gelitet worden; die eine (Rp) fiir die Verbindung mit der Pumpe, cie 
andere (Rs) fiir die Verbindung mit dem Siegbahnschen Vakuum- 
spektrographen; die beiden Létstellen werden mit flebendem Wasser 
gekiihlt. Der aus Kupfer hergestellte Schutzring (S) der Woltiramgliih- 
spirale enthilt an seiner Vorderseite den Fluoreszenzschirm (F’). Dieser 
Ybefindet sich in der Verbindungslinie Kristallachse—Spalt. Nur die 
vom Schirm ausgesandte Fluoreszenzstrahlung hat unmittelbar Zutritt zu 
dem Spektrographen. Es zeigte sich, daf der Fluoreszenzschirm wihrend 
der Exposition nicht in stérender Weise erwarmt wurde. Man kann 
‘also als fluoreszierende Substanz auch chemische Verbindungen anwenden. 
Zersetzung der Verbindungen hat man nur insoweit zu befiirchten, als sie 
yom primiren Réntgenlicht selbst verursacht sein mag. Die in Fig. 1 
abgebildete Réhre hat noch einen weiteren Vorzug: sie ist so dimen- 
sioniert, daS sie durch Vertauschung von Kathode und Antikathode 
' (Fig. 1, rechts unten) ebensogut fiir eime spektrographische Untersuchung 
des primiren Réntgenlichts verwendet werden kann. Fiir eventuelle 
Kontrollaufnahmen ist dies ein grober Vorteil. 

Die Intensitit der Rontgenstrahlung dieser Rohre diirfte aus fol- 
-genden Angaben hervorgehen: Als Fluoreszenzrvhre benutzt, gab sie bei 
einer Entfernung zwischen Fluoreszenzschirm—Antikathode von 5mm 
in einer halben Stunde bei 30kV und 15mA ein gut exponiertes 
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i Ku-Dublett des Eisens, falls dies Material als Schirm verwendet wurde. 
| (Die Antikathode war in diesem Falle aus Kupfer.) Wurde die Rohre 
| fiir direkte Strahlung benutzt, so gab sie unter denselben Umstiinden mit 
| Bisenantikathode ein etwa gleich intensives A a%-Dublett im emer Minute. 
) Es wurde jetzt die Umgebung des Ka, ,-Satelliten (die Linien Ka, 
‘und K a, kénnen in diesem Gebiet nicht mehr getrennt werden) des Eisens 
- in Fluoreszenz exponiert. Die Expositionszeit war 20 Stunden, die Span- 
nung 30kV, die Stromstirke 20 mA. Fiir die Hisenfluoreszenz wurde 


Fluoreszenz- 


erregung 


Kathodenstrahl- 
erregung 


als primire Strahlung die Strahlung einer Kupferantikathode benutzt. Es 
4 gelang wirklich, den Ko;, .-Satelliten auch in Fluoreszenz zu bekommen. 
AuGerdem wurde dieselbe Linie mit Kathodenstrahlerregung unter Be- 
nutzung einer Eisenantikathode aufgenommen (etwa dieselbe Spannung 
und Stromstirke, Expositionszeit °/, Stunden). Ein Vergleich der Intensi- 
titen wird dadurch etwas erschwert, da8 in der Nahe der Kos, .-Linie die 
starken Ko,- und Ke,-Linien legen, welche bei den langen Expositions- 


zeiten ganz iiberexponiert wurden. Wie man aber aus der Reproduktion 


(Fig. 2) ersehen kann, ist die Intensitat der Kas, ,-Linie bei Fluoreszenz- 
erregung so viel geringer als bei Kathodenstrahlerregung, da8 dariiber 
kein Zweifel tibrigbleiben kann. 

AuBerdem wurden zwei der besten Platten ausphotometriert. Die 
erhaltenen Photometerkurven sind in den Fig. 3 und 4 dargestellt. Sie 


bestiitigen unsere obige Aussage. Die ungleiche Exposition des normalen 


Ko-Dubletts erschwert einen genauen Vergleich der Intensitéiten der 


- 


770 _ D. Coster und M. J. Druyvesteyn, 


Ks, «-Linie in den beiden Fillen'). Wir méchten jedoch das Intensitiits- 
verhaltnis dieser Linie, bezogen auf dieselbe Intensitit der Diagrammlinien, 
das eine Mal bei Fluoreszenzerregung, das andere Mal bei Kathodenstrahl- 
erregung auf etwa 1:6 schitzen. Es ist jetzt also sichergestellt, dab 
auch bei der Fluoreszenzerregung ein Teil der angeregten Atome mehr 
als ein Elektron verliert. Die Frage ist jetzt: wie kommt in diesem 


Katz, Hix, 


Schwarzung ——>- 


Sthwarzung 


Hoc3. 4 
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Fig. 3. Fig. 4. 
K-Linien des Eisens. (Kathodenstrahlerregung.) | K-Linien des Eisens. (Fluoreszenzerregung.) 


Falle ein Atom in den doppeltionisierten Zustand? Wir haben die 
folgenden drei Méglichkeiten ins Auge gefaBt 2): 


1. Es werden in einem Absorptionsakt einer bestimmten Frequenz 
zwei Elektronen zu gleicher Zeit entternt*), hy > Energie des doppelt- 
ionisierten Atoms. (Im allgemeinen werden die Elektronen mit einer 
Geschwindigkeit das Atom verlassen.) 


1) Die stiirkere Exposition der Platte bei Fluoreszenzerregung iiufert sich in 
den Photometerkurven dadurch, dai die Ka,- und Kag-Linie hier weniger gut 
aufgelist werden. 

) Man kiénnte noch an die Moglichkeit denken, da das primiire Réntgen- 
licht wegen Verunreinigungen der Antikathode Hisenstrahlung enthalten wiirde, 
welche an dem Fluoreszenzschirm zerstreut wird. Kontrollaufnahmen zeigten, dai 
diese Méglichkeit viel zu kleine Intensitiiten liefern wiirde. 

*) M.Siegbahn u. A. Larsson, Ark. f. Mat. Astron. och Fys. 18, Nr. 18, 1924. 


= 


Uber die Satelliten der Réntgendiagrammlinien. Tal 


2. Bs werden im Fluoreszenzschirm Photoelektronen hoher Ge- 
-schwindigkeit ausgelést; diese Photoelektronen sind imstande, einen Teil 
der Atome doppelt zu ionisieren. 


3. Das von der Fluoreszenzstrahlung ausgeschleuderte A-Elektron 
_ hat auf seinem Wege durch das Atom noch sekundar em Z-Elektron aus 
)dem Atom entfernt. 


Was die erste Alternative betrifft, so haben Coster und yan der 
Tuuk?) bei ihren Absorptionsversuchen mit Argon vergebens nach Ab- 
sorptionskanten, die mit einer doppelten [Lonisierung korrespondieren 
wiirden, gesucht. Nach ihren Angaben hiatten sie aber bei ihren Ver- 

suchen eine plétzliche Anderung in dem Absorptionskoeffizienten kleiner 
-als etwa 5 Proz. nicht mehr bemerken kénnen. Eine Anderung von 
weniger als 1 Proz. hingegen wiirde geniigen, um die erhaltene Intensitit 
der Ke; ,-Linie in Fluoreszenzerregung Zu erklaren *). 

Was nun die zweite Alternative betrifft, so meinen wir sie aus fol- 
_ genden Griinden ablehnen zu miussen: Die Totalintensitét der Fluores- 
~ zenzstrahlung ist unter den gegebenen Umstinden (Kisen als Fluores- 
zenzstrahler; Spannung an der Réntgenrdhre etwa 30 kV) von derselben 
_ GroBenordnung wie die Intensitat des auffallenden primaren Réntgenlichts. 
Andererseits ist die Gesamtenergie der ausgelisten B-Strahlen auch wieder 
von derselben GréSenordnung. Diese B-Strahlen werden nun wieder 


ihrerseits Atome ionisieren und also Anlaf geben zu tertidren Réntgen- 
strahlen. Bekanntlich ist aber diese Ausbeute der /-Strahlenenergie 
auBerordentlich klein (ungeféhr 1 Prom.). Die Energie der tertiaren 
Rontgenstrahlen ist deshalb klein relativ zu der Intensitat des sekundaren 
Fluoreszenzlichts. Wiirde die Kes, .-Linie nur im tertiaren Réntgenlicht 
—auftreten, so wiirde die Intensitit viel kleiner ausfallen mtissen als beob- 

achtet wurde. 
Die dritte Alternative fiihrt dagegen, wie eine einfache Uberschlag- 


rechnung auf Grund der Thomsonschen Tonisierungstheorie*) zeigt, aut 


1) D. Coster und J. H. van der Tuuk, ZS. f. Phys. 37, 367, 1926. J. H. 
van der Tuuk, Physica 6, 258, 1923. 

2) Das hy der im gegehenen Falle (Antikathodenmaterial Kupfer; Spannung 
30kV) benutzten Strahlung war fiir eine gleichzeitige Entfernung eines K- und 
eines [-Elektrons sicher grofi genug. Wir hoffen, demnichst den Einfluf der 
- Harte der Strahlung auf die Intensitat der Satelliten zu studieren. 

: 3) Die zitierte Arbeit Rosselands enthilt mehrere mit der Erfahrung iiber- 
einstimmende Anwendungen dieser Theorie auf Probleme der Erzeugung von 
Réntgenstrahlen. 
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Intensitaten fiir die Satelliten, die von der richtigen Gréfenordnung sind. 
Der Umstand, da8 Niveaus, die einer doppelten K-Anregung entsprechen, 
auch bei Versuchen mit Kathodenstrahlerregung niemals aufgefunden 
wurden?), scheint auch aus einer Anwendung der Thomsonschen 
Jonisierungstheorie zu folgen: die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 ein 
Kathodenstrahlelektron auBer einem A-Elektron noch ein zweites A-Elek- 
tron aus dem Atom entfernt, fallt nach dieser Theorie viel kleiner aus, 
als die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB noch ein J-Elektron entfernt wird. 
Ahnliches gilt fiir die gleichzeitige Entfernung zweier ZL -Elektronen, 
bzw. eines Z- und eines J/-Elektrons. 


Wentzel®*) hat darauf hingewiesen, dafi man fiir die Funkenspektren 
eine héhere Multiplizitit zu erwarten hat als fiir die gewéhnlichen 
Roéntgenspektren. Im Lichte der neueren Untersuchungen, insbesondere 
von Heisenberg®) und von Hund‘), tiber die Komplexstruktur der 
Spektren lassen sich nun iiber die Multiplizitat dieser Spektren Voraus- 
sagen machen. Eine genaue quantitative Theorie der zu erwartenden 


Verhiltnisse leet aber zurzeit noch micht vor. 


II. Die Satelliten auf der weichen Seite der Diagramm- 
linien. Linien dieser Art sind erstens die Satelliten der LB,, Ly, und Ly, 
und y, im Gebiet der seltenen Erden. Die Linie Kf’ in der Umgebung 
der Kisengruppe méchten wir ebenfalls als derartigen Satelit von Kp, 
auffassen °). Herr van der Tuuk im hiesigen Institut hat sie neulich 
nun auch bei La ebenfalls bei der Kisengruppe konstatiert °). 


Wir haben jetzt als typische Vertreter die Linien 1B,, des Dy (66) 
und K#’ des Fe (26) in Fluoreszenz untersucht. Es stellte sich heraus, 
da ihre Intensitat relativ zu derjenigen der Diagrammlinien bei Fluores- 
zenzerregung nicht merklich anders war als bei Kathodenstrahlerregung. 
Man hat diese Linien also anders zu deuten als die Satelliten auf der 


1) E. Baicklin, ZS. f. Phys. 27, 30, 1924, 

2) G. Wentzel, ZS. f. Phys. 81, 445, 1925. 

3) W. Heisenberg, ebenda 82, 841, 1925. 

4) F. Hund, ebenda 88, 345, 1925. 

5) Nach Seljakow und Krasnikow (ZS. f. Phys. 38, 601, 1925; Nature 
117, 554, 1926) sollte diese Linie eine gewéhnliche Diagrammlinie sein, welche 
ein Relativitatsdublett mit AG, bildet. Gegen diese Auffassung spricht aber 
erstens, dai die Energiedifferenz mit A, dazu zu grof ist (vgl. G. Ortner, 
Nature 117, 823, 1926); zweitens, daf die A ’-Linie bei Cu auf einmal ganz fehlt. 

6) Siehe auch eine soeben erschienene Arbeit yon Thoraeus (Phil. Mag. 
2, 1007, 1926). 
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harten Seite der Diagrammlinien. Wir michten dariiber noch folgendes 
bemerken: 


Die experimentellen Daten deuten darauf hin, da8 die Linien mit 

der Anwesenheit einer unvollstindigen Elektronenschale im Atom zu- 
sammenhangen. Wie besonders von Landé?) hervorgehoben wurde, zeigt 
‘das gewohnliche Réntgenspektrum die nimliche Struktur wie das optische 
Alkalispektrum. Nach Pauli®) hingt dies damit zusammen, daf bei den 
Alkalien auBer den inneren impulslosen Schalen nur ein einziges optisches 
Elektron anwesend ist; wiihrend in den Réntgenspektren aus emer voll- 
stiindigen Schale ein Elektron fehlt (Paulischer Reziprozitiitssatz). Es 
scheint uns aber, da in Wirklichkeit die Sache doch komplizierter liegt. 
Es ist bei den Rontgenspektren sehr oft noch eine aufere unvollstindige 
Schale vorhanden, welche zum gesamten Impulsmoment des Atoms bei- 
tragt. Dies verursacht eine héhere Termmultiplizitat, die sich tber- 
dies von Element zu Element andert. Das Experiment zeigt aber, dal 
man in erster Annéherung die Réntgenspektren als Dublettspektren auf- 
fassen kann. Die Termenergien werden also wenig von der Anwesen- 
-heit der auBeren unvollstaindigen Schale beeinflu8t. Wir méchten jedoch 
das Auftreten der hier betrachteten Satelliten als eine Abweichung von 
der gewohnlichen Dublettstruktur auffassen. Das experimentelle Material 
zeigt dann erstens, daS die héhere Multiphzitét nur zutage tritt, falls 
das betreffende Niveau einer inkompletten Schale entspricht, diejenigen 
- Niveaus, welche den inneren Schalen desselben Atoms entsprechen, zeigen 
immer normale Dublettstruktur®). Dies deutet auf eine nur schwache 
Kopplung der Elektronenbahnen der verschiedenen Schalen hin. Zweitens 
sind diese Satelliten bis jetzt nur aufgefunden worden, wo die betreffende 
unvollstindige Schale eine innere Schale ist, die weiter ausgebaut wird 
und wo die korrespondierende Untergruppe von Elektronen schon ziemlich 
stark gebunden ist. Auch dies kénnte man von vornherein vermuten. 
Nur in diesem Falle kann man eine Termaufspaltung, die sich noch im 
Réntgenspektrum bemerkbar macht, erwarten. [Bei ZB, des Dy ent- 
spricht die Differenz Satellit-Hauptlinie etwa 25 Volt, wihrend der be- 
) treffende Termwert (Nyy) 150 Volt entspricht; bei A B' des Eisens sind 
die analogen Zahlen bzw. etwa 14 und 55 Volt.) Etwas eigentiimlich 


1) W. Landé, ZS. f. Phys. 16, 391, 1923. 

2) W. Pauli, ebenda 31, 765, 1925. 

3) Kine Ausnahme wiirden vielleicht die Satelliten der Ly, und yz bei Cs, 
Ba und La machen, falls man diese Linien in einer fhnlichen Weise inter- 
pretieren muf. 
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kénnte es bei dieser Auffassung scheinen, da8 es immer nur einen Satel- 
liten auf der weichen Seite der Hauptlinie gibt. Wenn man aber die 
Platten aufmerksam betrachtet, so sieht man, da diese Satelliten oft 
verbreitert und etwas unsymmetrisch aussehen, so da8 man sehr stark 
den Eindruck bekommt, da8 sie noch aus mehreren Komponenten be- 
stehen?). Diese liegen aber so dicht aufeinander, da es wohl hoffnungslos 
erscheint, sie je aufzulésen. Merkwiirdig ist, daB die harteste Linie des 
Multipletts am besten als die Fortsetzung der Diagrammlinie zu betrachten 
ist; in der Regel ist sie auch die intensivste. 


Groningen, Natuurkundig Lab. der Rijksuniversiteit. 


1) Die K’ des Fe ist z. B. nicht einmal von der Hauptlinie (A@,) zu trennen, 
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(Mitteilung aus der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt.) 


Tensions- und Widerstandsthermometer im Temperatur- 
gebiet des verflissigten Stickstoffs und Wasserstoffs. 
Von F. Henning in Charlottenburg. 

Mit 1 Abbildung. (Hingegangen am 26. November 1926.) 

Es ist der Sattigungsdruck von fltissigem und festem Stickstoff zwischen 80 und 
60° K sowie der Siattigungsdruck von Wasserstoff zwischen seinem normalen Siede- 
punkt (20,49 K) und seinem Tripelpunkt (14,09 K) gemessen worden. Im gleichen 
Temperaturintervall ist ferner die Widerstandsinderung von reinem Platin bestimmt 


worden. Die Temperatur wurde hierbei mit einem Heliumgasthermometer konstanten 
Volumens ermittelt. 


1.Einleitung. Durch die von der Physikalisch-Technischen Reichs- 


_anstalt auf Grund des Gesetzes tiber die Temperaturskale und die Warme- 
- einheit erlassenen Ausfiihrungsbestimmungen’) ist eine einheitliche Messung 


der Temperatur bis herab zu — 198°C, also bis zur normalen Siede- 
temperatur der fliissigen Luft, gewihrleistet. Zwischen dieser Grenze 


und dem Schmelzpunkt des Eises ist die gesetzliche Temperatur t durch 


den Widerstand R eines Drahtes aus reinem Platin definiert, indem man 
R= R,(i + at + be + cf) 

setzt und die Konstanten R,, a, b, ¢ durch Kichung des Drahtes bei dem 

Schmelzpunkt des Eises, dem Erstarrungspunkt des Quecksilbers (— 38,87°C), 


dem Sublimationspunkt des Kohlendioxyds (— 78,50° C) und dem Siede- 


punkt des Sauerstofis (— 183,00° C) ermittelt. Es zeigte sich, da man 
ohne merkliche Verringerung der Genauigkeit die Eichung an einem der 
genannten Festpunkte weglassen darf, wenn man ¢ —= — 5105 an- 
nimmt?). Ist fiir die Messung héherer Temperaturen der Widerstand des 
Platindrahtes bereits bei den Siedepunkten des Wassers und des 
Schwefels (444,60°) geeicht, so sind noch weitere Vereinfachungen 
modglich*). 

Fir das Gebiet unterhalb — 193°C sind bisher noch keine Aus- 
fihrungsbestimmungen zur Festlegung der gesetzlichen Skale gegeben. 


- Die vorliegende Mitteilung bedeutet hierfiir eine Vorarbeit und schlieft 


sich an altere Arbeiten*) auf diesem Gebiet an. Das Ziel, fiir einen 


1) Vel. ZS. f. Phys. 29, 394, 1924. 

2) F. Henning und W. Heuse, ebenda 23, 95, 1924. 

5) Vgl. M.S. van Dusen, Journ. Amer. Chem. Soc. 47, 326, 1925. 

4) FP. Henning, ZS. f. Phys. 5, 264, 1921; F. Henning und W. Heuse, 


ebenda 28, 105, 1924. 
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eréBeren Temperaturbereich unterhalb — 193°C eine Methode zur 
praktischen Temperaturmessung aufzufinden, wird in emer weiteren Unter- 
suchung verfolgt werden. Gegeniiber den friitheren Messungen ist jetzt 
der Bereich, in dem die Siattigungsdrucke von Stickstoff und Wasserstoft 
in der Skale der Reichsanstalt bekannt sind, erheblich erweitert worden. 
Zugleich wurden in dieser Skale als wichtige Festpunkte die Tripelpunkte 
von Stickstoff und Wasserstoff ermittelt. Ferner sind im Gebiet des 
fliissigen Stickstoffs und des fliissigen Wasserstoffs weitere Autfschliisse 
iiber die Abhangigkeit des Platinwiderstandes von der Temperatur ge- 
wonnen worden. Die Fortschritte gegen unsere alteren Beobachtungen 
wurden wesentlich dadurch erzielt, da$ neuerdings eine zweistufige 
Schiitzsche Kolbenpumpe mit Drehschiebersteuerung und einer Ansauge- 
leistung bis zu 300cbm pro Stunde zur Verfiigung stand, mit der es 
méglich war, die Siededrucke der verfliissigten Gase, mit denen die 
Thermostaten beschickt waren, leicht bis auf wenige Zentimeter Queck- 
silber zu reduzieren. Auf diese Weise lieSen sich mit fliissigem Stick- 
stoff Temperaturen bis — 210°C und mit fliissigem Wasserstoff bis 
— 249°C erreichen. 

2. Die Versuchsanordnung. Die Versuchsanordnung ist in ihren 
wesentlichsten Stiicken schematisch in Fig. 1 dargestellt. Als Thermostat 
diente ein mit verfliissigtem Gas gefiilltes VakuummantelgefaB A, das 
sich in einem gasdicht verschlieSbaren Metallmantel B befand. Das 
Rohr G fihrte tiber ein Hilfsmanometer M zu der soeben genannten 
Kolbenpumpe, durch die unter Verwendung eines Drosselventils der 
Siededruck und die Temperatur der Flissigkeit C nahezu beliebig genau 
eingestellt werden konnten. Fiir geniigende Durchmischung der Fliissig- 
keit sorgte ein elektromagnetisch betriebener Rithrer R. An einem 
Schwimmer S konnte der Stand der Badfliissigkeit abgelesen werden, die, 
wenn nétig, aus dem Vorratsgefa$ V erginzt wurde. In das Bad tauchten 
zugleich das GefiS D eines Heliumgasthermometers, zwei Platinwider- 
standsthermometer £ und das Rohr /’ eines Tensionsthermometers 7’. 
Eine eingehende Beschreibung des Gas- und des Tensionsthermometers 
ist in den oben genannten friiheren Verdffentlichungen gegeben. 

3. Das Gasthermometer. Das aus Jenaer Glas 594! bestehende 
Gefa$ des Gasthermometers nebst einem 5cm langen Stiick der Kapillare (das 
sich im allgemeinen auf derselben Temperatur befand wie das Gefaf selbst) 
umfaBte (bei 0° C) 47,7274 cm*, die Kapillare im Gebiet der Ubergangs- 
temperatur 0,0489 cm® und der Rest des schadlichen Raumes 0,7040 cm?. 
Fir den kubischen Ausdehnungskoeffizienten des Glases wurde die friiher 


~] 
“I 
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vaufgestellte Beziehung y. 10° == 15,942 + 0,01818¢ angenommen. Das 
Heliumthermometer besaf am Eispunkt den reduzierten Gasdruck 857mm Hg. 
‘Im Verlauf von sechs Monaten nahm der Druck mit gleichbleibender 
/Geschwindigkeit um 0,35 mm, also etwa 0,002 mm pro Tag, ab, obwohl 
sdas Gas des Thermometers fiir gewéhnlich einem Druck von etwas unter 
‘einer Atmosphire ausgesetzt war. Anderungen von etwa derselben 


Fig. 1. 


GroBe sind auch an unseren fritheren Heliumthermometern bei Verwendung 
anderer GefaGe gefunden worden. 
Der Spannungskoeffizient 6 des Heliums ergab sich im Mittel aus 
fimf Beobachtungsreihen an fiinf verschiedenen Tagen zu 6 = 0,003 659 9. 
: ; —-P, 1 
Fiir die Berechnung der Temperatur nach der Gasgleichung 1 =~ B 
0 
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wurde in praktisch vollkommener Ubereinstimmung hiermit und mit 
unseren friiheren Angabent) B == 0,0036600 gesetzt. 

Zur Reduktion der gasthermometrisch gemessenen Temperaturen t’ 
auf die Temperatur ¢ der thermodynamischen Skale diente die an die 
Berechnungen von Kamerlingh Onnes und Keesom?”) sowie von 
Holborn und Otto*) anschliefende Beziehung 

t—t’ = — (0,042 + 0,000315. t) eb 
1000 
in der, wie oben, P, den Druck des Heliums im Gasthermometer am 
Schmelzpunkt des Eises bedeutet. Der Giiltigkeitsbereich dieser Inter- 
polationsgleichung ist auf den hier in Betracht kommenden Temperatur- 
bereich von — 183 bis —- 259°C beschrankt. 


4. Die Platinwiderstandsthermometer. Die Platinwiderstands- 
thermometer, welche mit dem Gasthermometer verglichen wurden, sind 
von zweierlei Art, niimlich a) Thermometer mit 5cm langer Platinspule 
von 0,6cem Durchmesser in einem durchlécherten Schutzrohr aus Glas, 
bei denen der Platindraht unmittelbar mit der Badfliissigkeit in Berithrung 
kam, und b) Thermometer mit 3,5 cm langer Platinspule von 0,3 em Durch- 
messer in vollig geschlossenem und mit Helium gefiilltem Glasrohr. Die 
Thermometer erster Art tragen die Bezeichnung Nr. 29 und Nr. 30. Sie 
besitzen bei einer Drahtstiirke von O,l mm einen Widerstand von etwa 
11,93 und 12,08 Ohm bei 0°C und sind seit dem Jahre 1912 sehr hiuhig 
gebraucht worden. Die Thermometer zweiter Art, mit Nr. 61 und Nr. 62 
bezeichnet, sind neu hergestellt und haben bei einer Drahtdicke von 
0,04mm einen Widerstand von etwa 43,90 und 46,33 Ohm bei 0°C. 
Weitere Angaben tiber die Widerstandswerte dieser Thermometer sind in 
Tabelle 7 enthalten. 


5. Die Tensionsthermometer. Als Tensionsthermometer mit 
Sauerstoff- und Stickstoffiillung kamen dieselben Instrumente zur Ver- 
wendung wie in der Veréffentlichung vom Jahre 1924 beschrieben, ohne 
da8 die Fiillung erneuert wurde. Das Sauerstoffthermometer diente nur 
zur Kontrolle der jetzigen Messungen und stellte den Anschlu8 an die 


1) F. Henning und W. Heuse, ZS. f. Phys. 6, 285, 1921. 

*) H. Kamerlingh Onnes und W. H. Keesom, Leiden Comm. Nr. 102b, 
1907 und Suppl. Nr. 51a, 1924. 

3) L. Holborn und J. Otto, ZS. f. Phys. 28, 77, 1924; 80, 320, 1924; 38, 
1, 1925. 
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friiheren Beobachtungsreihen sicher. Die beiden Stickstoffthermometer | 
und II lieferten ebenso wie friiher iibereinstimmende Angaben, die sich 
innerhalb der Beobachtungsfehler auch nicht von den Siattigungsdrucken 
eines neu hergestellten Stickstoffvorrats fiir die Beobachtung des Tripel- 
punktes unterschieden. Ein weiteres Tensionsthermometer wurde mit 
Wasserstoff gefiillt; hierbei wurde das Gas aus fltissigem Wasserstoif 


entnommen. 


6. Bestimmung der Tripelpunkte. Die Temperatur des Wasser- 
stoffbades wurde durch Abpumpen so lange erniedrigt, bis der elektro- 
magnetische Riihrer einfror. Zugleich ergab sich in dem Tensions- 
thermometer zeitliche Konstanz des Druckes. Dieser Druck und die 
gleichzeitige Temperatur des eben erstarrten Bades wurden dem Tripelpunkt 

_zugeschrieben. 

Fiir Stickstoff war diese einfache Methode nicht brauchbar, da der 
fliissige Stickstoff des Bades nicht geniigend frei von Beimengungen 
anderer Gase (insbesondere Sauerstoff) war. Es wurde eine Menge von 
etwa 20 Litern des reinen Gases auf chemischem Wege (aus Natriumnitrit 
und Ammoniumchlorid) hergestellt und hiervon etwa die Haltte in einem 
engen Glasrohr bei geniigend tiefer Temperatur kondensiert. In dieses 
Glasrohr tauchte zentral das Platinwiderstandsthermometer Nr. 61, das 
in seinem temperaturempfindlichen Teil ginzlich von reinem fliissigen 
Stickstoff umgeben war. Weitere Abkiithlung brachte diesen Stickstoff 

)zum Erstarren, wobei sich Unterkiihlungen bis zu 0,04° beobachten heBen. 
Die Erstarrungstemperatur konnte mit grofer Schiarfe beobachtet werden, 
wiahrend die Bestimmung des zugehérigen Sittigungsdruckes nicht mit 
gleicher Genauigkeit méglich war. Er wurde mit gréferer Sicherheit 
unter Einsetzung der Temperatur des Tripelpunktes aus den Beobach- 


tungen iiber den Sattigungsdruck abgeleitet. 


7. Sattigungsdruck und Tripelpunkt des Stickstofts. Die 
Beobachtungen iiber den Sattigungsdruck des Stickstoffs sind in Tabelle 1 
_dargestellt. Sie enthalt neben der absoluten Temperatur 7’ == 273,20 + ¢ 
“und dem (auf die Temperatur des Kispunktes und die Schwerebeschleuni- 
gung g, — 980,665 cm sec” ” reduzierten) Druck p in mmHg unter 
, Bem.“ einen Hinweis, ob es sich um die fliissige (ff) oder die feste (/) 
Phase handelt. Die Temperaturdifferenzen 47 sind mit Hilfe der im 

Kopf der Tabelle angegebenen Interpolationsformeln gewonnen. 
Die Temperatur des Tripelpunktes wurde in zwei Beobachtungsreihen 


bestimmt, von denen die Reihe a) als Vorversuch anzusehen ist, da in 
52 * 
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Tabelle 1. Sattigungsdruck von Stickstoff. 


Tin. 
log Py = — 313,694 T + 1,75 log T — 0,011096 36 T + 4.487879, 
log p, = 360,500 Ly 679324 
SPr — 2 : T 1 ‘ ‘ ra 
et 
: hy p AT Basis i Pp 4T | aca 
on mm Hg beob.—ber. °K mm Hg beob.—ber. 
21. Mai 1926 16. Juni 1926 

Tensionsthermometer I Tensionsthermometer II 
79,279 943.2 + 0,015 ji 77,830 798,90 + 0,018 fl 
75,098 574,57 + 0,010 fi 73,720 481,77 — 0,001 fl 
70,637 315,32 + 0,002 ji 69.688 | 275,62 — 0,025 fi 
60,975 180,35 — 0,002 ji 65,425 139,65 — 0,002 fi 
62,232 T7744 — 0,013 f 61,888 70,27 + 0,060 i 

22. Mai 1926 17. Juni 1926 

Tensionsthermometer I Tensionsthermometer II 
79,369 954.5 —60,013 | 7f 78,110 | 826,60 + 0,004 fi 
70,797 323,03 — 0,006 ji 75,272 | 588,18 — 0,004 fi 
62,740 85.77 + 0,013 i 70,293 | 300,42 — 0,006 fl 
j 66,732 | 173,34 + 0,004 fi 
61,723 {| 69,26 = 0,000 f 
60,883 | 58,36 — 0,082 f 


diesem Falle die Platinspule des Thermometers Nr. 61 nicht vollstandig von 
dem reinen Stickstoff bedeckt war. 


a) Vorversuche. b) Hauptversuche. 
Schmelzen . .... . . 63,0959°K Erstarren . . . .. - . . 63,116°K 
Erstarcen. (5°) 4 2h) 163,423 Schinelzenct 2543. Sverre 63,116 
Schmelzen)<.)c2 262) .) opt-63:092 Erstarren=s- se Gd 527 

aii = 
ee ee ee 63.103 Schmelzen. . . . . .. . 63,121 
Mittal cs oes, eee LS 


Hiernach ist die Temperatur des Tripelpunktes zu T = 63,12°K 
anzunehmen. Dieser Temperatur entspricht nach den Interpolations- 
formeln fiir den Sattigungsdruck der Druck p = 92,89 mm Hg. 

8. Sattigungsdruck und Tripelpunkt des Wasserstoffs. 
Tabelle 2 umfaBSt die Beobachtungen iiber den Sattigungsdruck des Wasser- 
stoffs und ist ebenso wie Tabelle 1 angeordnet. Indessen beziehen sich 
alle Werte auf die fliissige Phase bis auf die durch E bezeichneten, die 
dem Tripelpunkt (Erstarrungspunkt) entsprechen. 

Nach diesen Beobachtungen ergibt sich als Mittelwert fiir den 


Tripelpunkt 7 _ 1402°K und p — 54,86mmHg. 
9. Eichung der Widerstandsthermometer. Die Tabellen 3 
und 4 enthalten alle Angaben iiber die Vergleichung der Platinwider- 
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Tabelle 2. Sattigungsdruck von Wasserstott. 


yA 
log p = — 37,7882 7, + 1,75 log T + 0,002 3127 T+ 2,390 78. 
ee) eee EE ee 
T pies Ar yes ae T D 47 5 
a °K | mm Hg _| beob.—ber. | : 0K mm Hg beob.—ber. Tha 
10. Marz 1926 | 21. April 1926 
20,417 | 71,9 | +0025 | fl |} 20,871 | 754,5 — 0,034 fl 
17,442 | 2740 | —0,002 | fl |} 18,800 | 380,38 | —0,012 Ht 
19,016 | 485,8 | —0,004 | fl || 16,597 | 194,40 | —0,006 fl 
‘ $ | 14,968 90,67 | + 0,002 1 
17. Marz 1926 | 14,050 54,83 |) 40,0138 |) # 
20,452 | 762,8 | + 0,018 bl 29. April 1926 
15,168 | 99,86 | + 0,012 fl ON " 
17490 | 98298 | 0036 | A | 20,452 | 762,3 + 0,015 fl 
past | 731° | Loo | f# | 18,222 | 368,76 | —0,010 fl 
Sich, ey J , ' || 14,018 | 54,87 | —0,025 | # 
9, April 1926 20,427 | 762,3 — 0,010 fl 
20,414 | 7525 | +0,019 | A 14. Mai 1926 
17,674 | 297,57 | +0,017 | f@ || 20,411 | 758,8 — 0,010 fl 
14.747 | 79,40 | +0,037.| fl || 20,384 | 7586 | — 0,038 fl 
14,256 60,95 | +0,032 | f@ || 16,379 | 178,78 | —0,039 | ff 
14,051 5480 | 10,015 | E || 14,086 |. 54,95 | —0,001 | £ 


standsthermometer Nr. 29, 30, 61 und 62 mit dem Heliumthermometer, 
dessen Angaben auch hier auf die thermodynamische Skale reduziert 
sind. Zur Abkiirzung ist das Verhiltnis R/R, der Widerstinde bei der 
Temperatur 7 und der Temperatur des Kispunktes mit w bezeichnet. 
Als Interpolationsformeln sind vorlauhg quadratische Ausdriicke be- 
) yechnet, deren Konstanten fiir dasselbe Thermometer im Wasserstoft- 
gebiet (14,0 bis 20,4° K) andere Werte haben als fiir das Stickstoffgebiet 
(60 bis 90° K). 
10. Ergebnisse und Vergleich mit anderen Beobachtungen. 
In Tabelle 5 sind nach den in Tabelle 1 und 2 angegebenen Formeln 
die Sittigungsdrucke von Stickstoff und Wasserstoff fiir runde Tempe- 
raturen und die Temperaturen der Festpunkte zusammengestellt. 
Tabelle 6 enthiilt simtliche thermometrischen Festpunkte, die waibrend 
der hier mitgeteilten Untersuchung bestimmt wurden, in Vergleich mit 
den entsprechenden im Leidener Kiltelaboratorium gemessenen Werten 
und unseren eigenen frither veréffentlichten Zahlen. 
Endlich sind in Tabelle 7 die Widerstandswerte der vier Platin- 
thermometer Nr. 29, 30, 61 und 62 an den Festpunkten mitgeteilt. 
Fine Tabelle, aus der die Widerstandswerte der Platinthermometer 
fiir runde Temperaturen zu entnehmen sind, wird einer spiiteren Ver- 
éffentlichung vorbehalten, in der tiber die Eichung der Widerstands- 
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Tabelle 3. Platinwiderstandsthermometer Nr. 29 und 30. 


a) Stickstoffgebiet. 


Wa9 == — 125,605 . 10-8 + 38,7780 . 10-4 T+ 269,14. 10-872, 
W39 —= — 125,865 . 10-8 + 38,8205. 10-* T+ 269,14. LOee ee, 
Datum T w29 4T W30 47 
0K beob. beob.—ber. beob. beob.—ber. 
17. Februar 1926. . 90,275 0,246 53 — 0,002 
90,256 0,246 50 — 0,014 
Mate. Saracen: ag 79,279 0,198 74 + 0,000 | 0,198 86 — 0,010 
75,098 0,180 78 — 0,002 | 0,180 8&3 — 0,002 
70,637 0,161 70 + 0,009 | 0,161 76 + 0,005 
66,975 0,146 06 + 0,029 | 0,146 11 +. 0,022 
62,232 0,126 24 — 0,024 | 0,126 24 — 0,024 
Sar) UD ete, oss wee eer 90,181 0,245 94 + 0,011 | 0,246 06 + 0,011 
Dba ONES Se Be g 78,110 0,193 78 — 0,016 | 0,193 83 — 0,012 
Ton 0,181 53 + 0,000 | 0,181 54 + 0,012 
70,293 0,160 26 + 0,004 | 0,160 26 + 0,014 
66,732 0,145 07 + 0,019 | 0,145 07 + 0,023 
61,723 0,124 02 — 0,005 | 0,124 02 — 0,005 
60,883 0,120 52 — 0,012 | 0,120 56 — 0,022 


e 
b) Wasserstotfgebiet. 
Weg = + 7,6369 . 10-2 — 7,9032 . 10-4 T+ 3810,5 . 10-8 7, 
W39 = + 7,6719 . 10-8 — 7,9392 . 10-4 7+ 3810,5 . 10-8 T?. 
j 


17. Marz. . . . . . || 20,451 | 0,007400 | 40,014 | 0,007 358 | + 0,020 | 
21 April yo... uy abe ym 20, Sad 0,007 302 | + 0,013 
18,300 0,005 888 | + 0,027 

16,597 0,004 984 | +0017 © 

14,968 0,004 386 | —0,029. 

14,050 0,004 032 | +0,025 J 

J 

29. April .... . || 20,452 | 0007398 | + 0,018 . 
18,222 | 0,005862 | + 0,043 . 

14,013 | 0,004055 | — 0,039 ] 

20,427 0,007 366 | —0,014 | 

14.Mai.... .. |} 20,884 | 0,007384 | — 0,031 | 0,007351 | —0,039 @ 
16,379 | 0,004924 | —0,019 | 0,004903 | —0,021  — 

14,036 | 0,004054 | —0,011 | 0,004036 | —0,003 

: 


thermometer zwischen 20 und 60°K berichtet werden soll. Die be- | 
treffenden Messungen sind in Angriff genommen. Indessen soll schon — 
jetzt bemerkt werden, da die im Jahre 1921 versuchsweise auigestellte | 
Interpolationsformel fiir die Beziehung zwischen Widerstand und Tempe- 
ratur sich nicht allgemein zu bewahren scheint. Sie stellt zwar die 
triiher beobachteten Punkte, die auch durch die neueren Messungen be- 
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Tabelle 4. Platinwiderstandsthermometer Nr. 61 und 62. 
a) Stickstoffgebiet. 
We, = — 121,902 . 10-% + 38,428 . 10-4 7 4 285,14. 10-§ T?, 
} Weg = — 122,172 . 10-3 + 38,428. 10-4 T+ 285,14. 10-8 ees 
h» 
» 
Datum T | Wet 4T W62 47 
0K | beob. beob.—ber beob. beob.—ber. 
== 
17. Februar 1926. . 90,275 0,248 26 — 0,002 
90,256 0,248 13 -+- 0,007 
22. Mai . 79,369 0,201 18 — 0,028 0,200 88 — 0,021 
70,797 | 0,164 36 + 0,024 0,164 09 + 0,019 
62,740 0,130 60 — 0,043 0,130 25 — 0,062 
3. Juni . 90,210 0,24797 | — 0,002 0,247 70 — 0,002 
16. Juni. . 77,830 0,194 58 — 0,030 0,194 32 — 0,028 
73,720 0,176 76 + 0,030 0,176 51 + 0,035 
69,688 | 0,159 68 + 0,014 0,159 44 + 0,021 
65,425 0,141 72 +E 0,000 0,141 44 — 0,002 
61,888 | 0,126 98 — 0,031 0,126 73 — 0,026 
b) Wasserstoffgebiet. 
We, = + 10,0448 . 10-3 — 8,4507 . 10-4 7+ 4016,3 . 10-§ Tas 
Oe Marz o. . 20,417 0,009 530 | + 0,002 
17,442 | 0,007 526 | — 0,004 
19,016 0,008 502 fa 0,004 
17. Marz 20,452 0,009 558 | -+ 0,002 
pe 15,168 0,006 463 | + 0,014 
) 17,490 0,007 568 | — 0,030 
9. April 20,414 0,009 5380 | — 0,001 
17,674 0,007 640 | + 0,026 
14,747 0,006 3384 | — 0,050 
14,256 | 0,006164 | — 0,013 
14,051 0,006 108 | — 0,029 
21. April 20,371 0,009 494 | — 0,000 
29. April 20,452 0,009 556 | + 0,005 
18,222 | 0,007971 |} + 0,018 
14,013 0,006 079 | + 0,036 
14 Mai... 20,411 0,009 544 | — 0,021 
q 14,036 0,006 088 | + 0,029 


. stiitigt werden, gut dar; doch fihrt sie zu ziemlich fehlerhaften Ergeb- 
in denen damals keine Beobachtungen 


- nissen fiir die Temperaturgebiete, 
_ vorlagen. 
Auf den Unterschied der Leidener und der Charlottenburger Tempe- 
raturskale ist schon wiederholt hingewiesen. Er betrigt nach Tabelle 6 
0,04 bis 0,05° am Sauerstofisiedepunkt und 0,02 bis 0,03° im Gebiet 
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Tabelle 5. 
Sattigungsdrucke von Stickstoff | Sattigungsdrucke von Wasserstoff 
| 
T p vale ee | ie 4 p dp/a? 
0K mm Hg alt de | OK mm Hg mm_/ Grad 
] | ] 
80 1021,9 lu || 20,43 760,0 225 
78 i 816,2 | 94,5 Hi. 20 667,39 208 
77,39 760,0 | 89,7 | 19 | 482,70 165 
76 643,33 78,9 18 338,66 127 
74 499,80 65,0 HimretLory 229,36 95 
12 382,44 52,9 | 16 149,01 69 
70 287,55 42,3 15 92,13 48 
68 212,36 34,3 | 14,04 54,86 32 
66 153,85 25,2 } 14 53,67 | 32 
64 | 108,91 19,6 | | 
63,12 92.89 18,4 i | 
62 73,25 15,9 
60 46,88 1O;9 
Tabelle 6. Thermometrische Festpunkte. 
Art des Festpunktes Pe rage P.T.R. 1924 | P.T.R. 1926 
| Kalte-Laborat. 
Sauerstoff, Siedepunkt . a — 182,95 — 183,00 — 182,99 
Stickstoff, Siedepunkt . oaity oo 195,78 — 195,81 — 195,81 
Stickstoff, Tripelpunkt. . boss 209,86 — — 210,08 
Wasserstoff, Siedepunkt . | — 252,74 — 252,78 — 252,77 
Wasserstoff, Tripelpunkt . WE) eee 259,14 — — 259,16 
Tabelle 7. 


Widerstandswerte der Platinthermometer an den Festpunkten. 


SS RR RS RR RE 


Festpunkte w = R/Ro 
T | 

Art OK | 29 30 61 62 
Wasser, Siedepunkt 373,20 |/1,89150 | 1,391 34 |1,39054 | 1,390 76 
Eis, Schmelzpunkt . : 273,20 || 1.00000 | 1,00000 j1,00000 | 1,000 00 
Sauerstoff, Siedepunkt 90,20 |10,24607 |0,24619 |0,24792 | 0,247 65 
Stickstoff, Siedepunkt 77,39 ||0,19062 |0,19068 |0,19257 | 0,192 30 
Stickstoff, Tripelpunkt . | 63,12 l 0, 12988 |0,12987 |0,138202 | 0,131 75 

_ Wasserstoff, Siedepunkt. | 20,43 | 0,007 395 | 0,007 357 | 0,009 533 — 

Wasserstoff, Tripelpunkt | 14,04 | 0,004 052 | 0,004 037 | 0,006 097 = 


der Wasserstofftemperaturen, wenn man nicht in der absoluten, sondern 
in der gewodhnlichen Celsiusskale rechnet. 
ist die Differenz am Tripelpunkt des Stickstoffs. Hierzu ist zu bemerken, 
da die Leidener Zahl nicht unmittelbar auf eine Beobachtung zuriick- 


Nicht unbetrichtlich griSer | 


Tensions- und Widerstandsthermometer im Temperaturgebiet usw. 
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- geht, sondern als Schnittpunktstemperatur der Kurven fiir die Sattigungs- 
drucke des fltissigen und des festen Stickstoffs von Cath?) berechnet 
wurde. 

Dementsprechend unterscheiden sich auch die Angaben fiir den 
| Tripelpunktsdruck. Cath gibt ihn zu 96,4mmHg an, wihrend er nach 
- unseren Messungen (vgl. Tabelle 5) um 3,5 mm tiefer liegt. Unsere Zahl 
steht dagegen in naher Ubereinstimmung mit dem von H. y. Siemens”) 
_beobachteten Tripelpunktsdruck des Stickstoffs, der ihn zu 93,5mm Hg 
angibt. 

Der Tripelpunktsdruck des Wasserstoffs betraigt nach Mathias 
und Crommelin®) 54,1mm Hg, nach Kamerlingh Onnes und 
' Braak‘) 53,82mm Hg. Diesen letzteren Wert bestitigten Simon und 
_ Lange®), wahrend sich nach unseren Messungen 54,86 mm Hg ergab. 
Fiir die Umrechnung der Temperaturen von der gewéhnlichen 
- Celsiusskale auf die absolute Skale wird im Leidener Laboratorium der 
| Eispunkt zu 273,09° K*) angenommen, wiahrend statt dessen auf Grund 
~ yon Beobachtungen in der Physikalisch-Technischen Reichanstalt 273,20° K 
zu setzen ist. In der absoluten Skale wiirden somit die Temperatur- 
_unterschiede der in Tabelle 6 dargestellten Festpunkte grifer sein als in 
_ der gewohnlichen Celsiusskale. Der Vergleich wird aber dadurch praktisch 
: fast unméglich, da8 im Leidener Laboratorium der Spannungskoeffizient 
des Heliums auf Grund einer indirekten Ermittlung zu 6B = 0,003 6614 
: (bei P, = 1000 mm Hg) und von uns auf Grund zahlreicher direkter 
"Messungen zu B = 0,0036600 (bei Py = 1000 mm Hg) angesetzt 


- worden ist. 


1) P. G. Cath, Leiden Comm. Nr. 152d, 1918. 

2) H. v. Siemens, Ann. d. Phys. 42, 871, 1913. 

8) E. Mathias und O. A. Crommelin, Leiden Comm., Suppl. Nr. 52, 1924. 

4) H. Kamerlingh Onnes und C. Braak, Leiden Comm. Nr. 95e, 1906. 

5) F. Simon und F. Lange, ZS. f. Phys. 15, 316, 1923. 

; 6) W. H. Keesom und H. Kamerlingh Onnes, Leiden Comm., Suppl 
Nr. 51a, 1924. 


Uber die Natur der dielektrischen Verluste. 
Von K. Sinjelnikoff und Anton Walther in Leningrad. 
Mit 12 Abbildungen. (Eingegangen am 2. November 1926.) 


Von der experimentell bestimmten elektrischen Leitfahigkeit des Isolators und von 

der in diesem Isolator bei angelegter Spannungsdifferenz auftretenden Gegenspannung 

ausgehend, wird versucht, eine Theorie der dielektrischen Verluste aufgubauen. 

Das Problem wird mathematisch behandelt, und es wird gezeigt, da die Theorie 

nicht nur imstande ist, die experimentell gefundenen Abhingigkeiten von der 

Frequenz und der Temperatur zu erkliren, sondern auch eine Berechnung der 
absoluten Werte der dielektrischen Verluste ermdéglicht. 

Legen wir an einen Isolator eine elektrische Wechselspannung an, 
so beobachten wir, da ein Teil der Energie des elektrischen Feldes sich 
in Warme umwandelt. Die von dem Isolator absorbierte Energie- 

. : V2 
menge ist aber keineswegs der nach der Jouleschen Formel W — — 


R 


berechneten Warmemenge gleich, wo V der effektive Wert der angelegten 
Spannungsdifferenz und R der in gewohnter Art gemessene Ohmsche 
Widerstand des Isolators sind, sondern tibertrifft sie mehrere hundert Male’). 
Diese Erscheinung wird als dielektrischer Verlust bezeichnet. Experimentell 
ist das ganze Gebiet der dielektrischen Verluste sehr gut erforscht. Eine 
volle theoretische Deutung dieser Erscheinung fehlt aber bis heute. 

Von den vielen Theorien, die die dielektrischen Verluste zu erklaren 
versuchen, wollen wir folgende erwaihnen: die Theorie der dielektrischen 
Hysterese, die von Steinmetz”) und Kleiner ®) aufgestellt worden ist; 
die Theorien, die das Vorhandensein einer ,dielektrischen Reibung‘ an- 
nehmen oder den Verschiebungsstrom in zwei*) oder mehrere°) Glieder 
zerlegen. Es sind auch Versuche angestellt worden, die ganze Erschei- 
nung auf Anomalien der Ionenleitung zuriickzufiihren °). Keine von den 
genannten Theorien ist imstande, den ganzen Umfang der experimentell 
gefundenen Tatsachen befriedigend zu erklaéren. Ganz im Gegenteil 
fiihren einige von diesen Theorien zu unerwarteten Folgerungen, die den 
Beobachtungen widersprechen. Der Bequemlichkeit halber ist bei dem 
experimentellen Studium der dielektrischen Verluste der Begriff des 
, Wattwiderstandes* eingefiihrt worden, mittels dessen die vom Isolator 


1) J. Moscicky, Hlektrot. ZS. 25, 549, 1904; 0. Corbino, Phys. ZS. 6, 138, 1905. 
2) C. Steinmetz, Blektrot. ZS. 18, 217, 1892. 

3) A. Kleiner, Wied. Ann. 50, 138, 1893. 

*) H. Pellat, Journ. de phys. 9, 313, 1900. 

5) E. von Schweidler, Ann. d. Phys. (4) 4, 307; (4) 5, 483, 1901. 

6) Derselbe, ebenda (4) 24, 711, 1907. 
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absorbierte Wirmemenge durch die Joulesche Formel ausgedriickt 
-werden kann. Dieser Wattwiderstand ist viele Male kleiner als der 
'Ohmsche Widerstand des Isolators, der aus Messungen mit Gleich- 
spannung gefolgert werden kann. Auferdem weicht er vom Ohmschen 
')Widerstand noch in der Hinsicht ab, da8 er nicht nur von der Tempe- 
ratur und der Feldstirke, sondern auch von der Frequenz abhingt. Alles 
Gesagte zwingt uns, den Wattwiderstand als eine rein formell eingefiihrte 
GréBe zu betrachten *). 
In der vorliegenden Arbeit gehen wir von der Behauptung aus, daf 
die dielektrischen Verluste und die Joulesche Stromwarme identisch sind. 
Die Diskrepanz zwischen den gemessenen Werten der dielektrischen Ver- 
_luste und der aus den tabellarischen Werten der Widerstinde berechneten 
Jouleschen Wirme ist darauf zuriickzufiihren, daB die Widerstands- 
: messung von Isolatoren mit den tiblichen Mitteln zu falschen Werten 
- fiihrt. Es wird nimlich die im Isolator auftretende elektrische Gegen- 
spannung gewohnlich auger acht gelassen. Diese Polarisationserschei- 
nungen sind fir kristallinische Isolatoren ausfiihrlich vom Herrn Aka- 
demiker A. Joffe untersucht und beschrieben worden”). Es zeigte sich, dab 
diese Gegenspannung wihrend eines winzigen Bruchteils einer Sekunde 
bis zu Werten anwichst, die von derselben GréSenordnung, wie die an- 
_gelegte Spannungsdifferenz sind. Deshalb geben Galvanometermessungen 
| mit Gleichstrom unbedingt falsche Werte. 
) Die vorliegende Arbeit zerfaillt in zwei Teile. Der erste experi- 
| mentelle Teil enthilt die Beschreibung einer Strommefanordnung, die 
durch die Gegenspannung nicht entstellt wird. Hier werden auch die 
Abhingigkeiten des Widerstandes der Tsolatoren von verschiedenen Fak- 
toren angefiihrt, zu denen man auf Grund der Messungen kommt. Im 
| zweiten Teil wird bewiesen, daB diese Abhingigkeiten ausreichen, um 
alle Erscheinungen im Gebiete der dielektrischen Verluste sowohl quali- 
| tativ wie auch quantitativ zu erkléren. 
Tn allen von uns untersuchten festen technischen Isolatoren 5) hatten 
/ wir es mit demselben Mechanismus des Stromdurchganges zu tun. Der 


1) Aus dem Folgenden wird aber klar, daf der ,Wattwiderstand* sich 
in Wirklichkeit bedeutend konkreter deuten last, und daf er dem wahren Wider- 
stand des Dielektrikums bedeutend naher ist, als die gewohnlichen tabellarischen 

Werte der ,Ohmschen Widerstinde*. 

2) A. Joffe, Elektrizititsdurchgang durch Kristalle. Ann. d. Phys. 72, 
461, 1923. 

: 3) Hs wurden verschiedene Arten von Glimmer und Glas, paraffiniertes Papier 
sowie eine Mischung von Wachs und Kolophonium (Kabelisolationsmasse) untersucht. 
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Stromdurchgang wird nimlich durch eime Bewegung der durch die 
Warme befreiten Jonen hervorgerufen. In Abwesenheit des Feldes ist 
die Anzahl der positiven und negativen Ionen in jedem Volumenelement im 


Mittel gleich. Beim Anlegen der Spannung beginnen die Ionen durch 
das Dielektrikum zu wandern und bilden an den Elektroden Anhaufungen, 


die ein neues Feld hervorrufen, das dem angelegten entgegengerichtet ist. 
Mit anderen Worten, wenn im Augenblick des Einschaltens der Spannung 


V 
der durch den Isolator flieBende Strom durch den Ausdruck J — R 


gegeben wird, wo V die angelegte Spannungsdifferenz und R der wahre 
Widerstand des Isolators sind, so wird sich in den nichsten Augenblicken 


die Stromstiirke vermindern, bis sie einen ganz bestimmten konstanten — 


—P 
Wert 4 = a erreicht, wo P den Wert der sich einstellenden Gegen- 


spannung darstellt. 
Es ist klar, daS, falls P von derselben GréSenordnung wie V ist, 
der Strom auf einen kleinen Bruchteil smken kann. Wenn wir nun die 


Anwesenheit der Gegenspannung auger acht lassen und den Widerstand — 
ai : 
des Isolators nach der Formel R = Tt berechnen, so werden wir ganz — 


verschiedene Werte erhalten, je nachdem ein grofer oder kleiner Zeit- 
raum von dem Anlegen der Spannung bis zu der Messung des Stromes 

verflossen ist. Unsere Beobachtungen zeigten, da8 die Einstellung der 4 
Polarisation bloS einige Sekunden oder selbst Bruchteile von Sekunden — 


dauert, so daf die gewéhnlich aus der Formel R, = viecconmetlm } 
i 


Werte der Widerstéinde mit dem wahren Widerstand keineswegs tiber- — 
einstimmen. Wir wollen diesen Wert des Stromes, der durch den Iso- f 
lator nach der Einstellung der Gegenspannung flieBt, den Reststrom, den — 


V 


Widerstand R — = den wahren Widerstand des Isolators oder — 
Ve 


den Widerstand aus dem Anfangswert des Stromes nennen, R, = — 
i 


dagegen als den Widerstand aus dem Reststrom oder den Wider- 


stand des polarisierten Isolators bezeichnen. 
AuBSerdem wollen wir noch einen Wert anfiihren, der im weiteren 


von Nutzen sein wird. Wir wollen als Polarisationskapazitat c den e 
Quotienten der bis zu der Einstellung der Gegenspannung durch- — 


geflossenen Elektrizititsmenge @ und des Wertes der Gegenspannung 
selbst bezeichnen 


el a) 
: 
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: Fir den im Augenblick der Eimschaltung flieBenden Maximalwert 
des Stromes haben wir die Beziehung 
Vv 
mi (1) 


| Nachdem sich die Gegenspannung P eingestellt hat, ergibt sich fiir 


= 


den Reststrom folgender Wert: 
piles 2 iS 
R @) 


Um den wahren Widerstand des Isolators zu bestimmen, kénnen wir den 
Formeln (1) und (2) entsprechend zwei Wege verfolgen: entweder mus 
der Reststrom i und die Gegenspannung P bestimmt und daraui & aus 


der Beziehung 72 (3) 


tL 


i 
berechnet werden, oder es ist der Strom nach einem so kleinen Zeitraum 
nach dem Einschalten der Spannung zu messen, da8 P noch gleich Null 
gesetzt werden kann. Im letzteren Falle folet R aus der Beziehung 

V 

i= i (4) 

Von uns wurden beide Methoden angewandt und gaben gut tiberein- 
stimmende Resultate. Die erste Methode bietet praktisch keine Schwierig- 
keiten. Der Reststrom wurde mittels eines Spiegelgalvanometers von 
‘Hartmann & Braun (Empfindlichkeit etwa 2.1071 A pro Skalenteil) 
jgemessen. Die Gegenspannung wurde aus der in dem polarisierten 
Tsolator enthaltenen Elektrizitiitsmenge ermittelt. Die Elektrizititsmenge 
‘selbst wurde bestimmt, indem man den Isolator sich auf eine bestimmte 
‘Kapazitit entladen lie und die Spannang bestimmte, bis zu welcher sich 
diese Kapazitit auflud. Die Gegenspannung P ergab sich dann als 
‘Quotient dieser Elektrizitiitsmenge und der durch besondere Versuche 
‘ermittelten Polarisationskapazitat c. 

Die zweite Methode ist bedeutend schwieriger, hat aber den Vorzug, 
da® sie den ganzen Gang der Autladung des Isolators zu messen erlaubt 
und nicht nur ein Berechnen des wahren Widerstandes, sondern auch 
seine Bestimmung der Polarisationskapazitat ¢ erméglicht. AuBSerdem 
gibt sie unmittelbar die beiden Werte J und i. 

Die Idee der Anordnung ist aus der Fig. 1 ersichtlich. « ist der 
‘Tsolator, a und b zwei Elektroden, d ein Schutzring, der nach a flieSende 
_ Kriechstréme auffingt, K ein Umschalter, der im Augenblick des Hin- 
- schaltens der Spannung die Elektrode a@ auf eine kurze Zeitdauer mit 
( der Erde verbindet und die induzierte Elektrizitatsmenge abfiihrt. Dann 


r 
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flie8t der Strom durch den Isolator und durch einen Widerstand & 
(1 Proz. bis 8 Proz. des zu messenden Widerstandes des Isolators) aur 
Erde. Der Spannungsabfall langst dieses Widerstandes & wird mittels 
eimes Fadenelektrometers von Lutz gemessen. Das Fadenelektrometer 
bietet den Vorzug einer grofen Empfindlichkeit, die sich in weiten 
: Grenzen andern abt. Die Kin- 
stellungszeit des Fadens ist so 
klein, daS der Apparat selbst 
den schnellsten Anderungen des 
Stromes zu folgen vermag ’). 
Wegen seiner grofen Schnel- 
ligkeit kann der ProzeB des Auf- 
ladens mit dem Auge nicht ver- 
folgt werden. Der Faden wurde 
deshalb auf eine schnell fallende 
photographische Platte projiziert. 
Eine von den so erhaltenen Kurven 
ist in der Fig. 2 angefiihrt. Man 


schnell abfallt (eine Teilung der 
Abszissenachse entspricht 0,04sec). 


- zudriicken, so zeigt sich, daB die 
G00 G04 008 G10 Gl GH Of6sek 


Fig. 2. 


Formel fiir die Entladung eines 
Kondensators mit konstanter 
Kapazitit J — I,e-*7 hier nicht anwendbar ist. Nur fir den 
Anfangsteil der Kurve ist die Ubereinstimmung befriedigend, fiir 
gréBere Zeitintervalle wird der Unterschied zwischen der nach dieser 
Formel berechneten und der experimentellen Kurve immer betrachtlicher. 


Da aber die Ubereinstimmung im Anfang befriedigend ist, kann man 


versuchen, die Formel J = J,e—*? zu benutzen, um den Anfangsteil 
der Kurve bis zum Moment des Einschaltens der Spannung riickwirts 
za extrapolieren, da gerade dieser Stromwert fiir uns von Wichtigkeit ist. 

Die beiden erwihnten Methoden geben die Méglichkeit, die Ab- 
hiangigkeit der wahren Leitfahigkeit des Dielektrikums von der Feld- 
stirke und der Temperatur zu bestimmen. Was den EinfluS der Feld- 


1) Mittels eines Fadenelektrometers und einer fallenden Platte ist es méglich, 
den Wert des Stromes 0,01 sec nach dem Einschalten zu ermitteln. 


sieht, da8 die Stromstiirke auBerst — 


Versucht man das Gesetz — 
des Stromabfalles analytisch aus- — 
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stirke anlangt, so ist von einer ganzen Reihe von Forschern') folgende 
Abhingigkeit festgestellt worden: 
lo RA SB A, (5) 
wo R der Widerstand des Dielektrikums und X die Feldstarke sind. 
Da die Messungen dabei mit einem Galvanometer angestellt und 
folglich der Reststrom gemessen wurde, so entspricht die Formel (5) 
keineswegs dem wahren Widerstand R, sondern dem Widerstand des 
polarisierten Isolators R,. Es muf untersucht werden, ob wir es hier 
tatsichlich mit einer Anderung 


des wahren Widerstandes zu tun EN ies Hick 6000 Ma 
_ haben, oder ob dieser Gang durch —— ~ = 5000 

die Abhangigkeit der Gegen- EP 
- spannung von der Feldstiarke be- loa 

dingt wird. Um diese Frage zu ae 
_ entscheiden, wollen wir folgender- 1 | 000 
-mafen verfahren: Wir tragen Ao | a 

(Fig. 3) die Funktion i = i(V) ee 


_ (Abhingigkeit fies Resistroméa: limes or a SOL, 
von der Spannung) graphisch auf. Fig. 3 
Nehmen wir nun an, daf der 


| wahre Widerstand R sich nicht veriindert, wie ihn A. Joffe bei seinen 
V—P 
Messungen gefunden hat, so laBt sich aus der Gleichung (2) 7 = Eh 


die Gegenspamnung als Funktion der gemessenen i und V und des un- 
bekannten, aber konstanten R berechnen 


) 


P=V—ihk. (6) 

Die Gro8e R lassen wir vorliufig unbestimmt. 
In demselben System, wie die Kurve 1 = (V), wollen wir nun die 
gemessene Kurve P’ = P'(V) in einem willkiirlichen Ma8stabe aut- 


tragen. Darauf geben wir & einen solchen Wert, daB der nach der Glei- 
- chung (6) bestimmte Wert von P bei einem bestimmten V mit dem der 
» Kurve P’ = P'(V) entsprechenden zusammenfillt. Setzen wir nun den so 
 destimmten Wert von F in (6) ein, so bekommen wir eine zweite Kurve 
P= P()), die, falls die Annahme R = Const richtig ist, mit der 
experimentellen P’ — P’ (V) zusammenfallen mu8. Eine solche graphische 
| Priifung ist in der Fig. 4 ausgefiihrt. Die mit den Kreisen bezeichneten 
Punkte entsprechen der experimentellen Kurve P' = P'(V). Die Uber- 


é 1) H. H. Pool, Phil. Mag. 6, 250, 488—501, 1916; H. Schiller, ZS. f. 
' techn. Phys. 6, 18, 1925. 
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einstimmung erweist sich als geniigend, so da unsere Annahme & = Const 
gerechtfertigt ist und die Anderung des Widerstandes mit der Feldstirke 
durch die Abhangigkeit der Gegenspannung von der Feldstirke genitigend 
erklirt wird *). 

Unsere weiteren Messungen zeigten, daB die Abhingigkeit des Rest- 
widerstandes R, von der Feldstirke tatsaichlich in einem grofen Span- 
nungsintervall (fiir Glimmer 0,5. 10° bis 4. 10° Volt/cm) durch die Formel 

lgR = B—AX 

ausgedriickt werden kann. Was den wahren Widerstand FR betrifft, so 
bleibt er bis zu den gréBten Feldstirken konstant. Die Ergebnisse der 
Messungen sind in der Fig. 4 wiedergegeben, wo die Abhingigkeit des 
lg R und lg R, von X graphisch aufgetragen sind. Die zwei verschiedenen 
Bezeichnungen von Punkten entsprechen zwei verschiedenen Methoden — 
der Messung: 1. aus dem Reststrom und der Gegenspannung, 2. aus dem ~ 
Anfangswert des Stromes. 

Die Kurven beziehen sich auf Versuche mit Glimmer. 

Was den Temperaturgang des Widerstandes des Dielektrikums 
betrifft, so zeigte sich, da8 sowohl der wahre Widerstand R, wie auch 
der Restwiderstand R, beide durch eine Formel 


1 a o 
6= == 607; logo= At (7) 


ausgedriickt werden kénnen, wo Z' die absolute Temperatur des Isolators 


ist. Die experimentelle Abhingigkeit 6 = 6, eT ist fiir die Restleit- 
fahigkeit des polarisierten Isolators von — 180°C an bis zu der Schmelz- 
temperatur richtig. Der Gang der wahren Leitfaéhigkeit wird durch 
dieses Gesetz nur fiir em Temperaturgebiet oberhalb 0° C richtig wieder- 
gegeben. 

Die gemessene Abhingigkeit des Logarithmus der Leitfihigkeit lg 6 
von dem reziproken Wert der absoluten Temperatur 1/7 ist fiir Glimmer 
in Fig. 5 aufgetragen. Es zeigt sich, daf die Neigung von 


it 
lg 0, (5, = x 
1 


bedeutend gréfer als die von lgo ist, d.h. da8 die wahre Leitfahigkeit 
bei einer Temperaturerhéhung bedeutend langsamer anwichst, als die 
Restleitfahigkeit des polarisierten Isolators. Die Zahlenwerte der 


1) Aus unseren bisherigen Versuchen lé$t sich noch nichts iiber die Ab- 
hangigkeit des Maximalwertes der Polarisationsspannung von der Schichtdicke 
schlieBen. Versuche in dieser Richtung sind im Gange. 
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Neigungen « (wahre Leitfihigkeit) und «, (polarisierter Isolator) haben 

beinahe gleiche Werte fiir die meisten untersuchten Isolatoren. Der 

Unterschied zwischen verschiedenen Isolatoren legt folglich in den 

-Zahlenwerten der Koeffizienten fiir lg6, und lgo,, und in den Verhilt- 
| nissen ” == Pale 
Go1 

Mit Hilfe der experimentell festgestellten Abhingigkeit des Wider- 

standes von der Feldstirke und der Temperatur wollen wir nun ver- 

suchen, die Erscheinungen der dielektrischen Verluste zu klaren. 
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Es ergibt sich die Frage, ob der Widerstand des Isolators bei 


i Wechselspannung mit dem wahren Widerstand oder mit dem nach dem 


_ Reststrom gemessenen identisch ist. Man sieht leicht ein, daB die bei 


- Wechselspannung gemessene Leitfahigkeit 6 von der Frequenz abhingen 
wird. Je hoher die Frequenz ist, eimen um so kleineren Einflu8 iibt die 
i Gegenspannung aus, da sie nur bis zu dem Werte ansteigt, der kurz nach 
der einen Viertelperiode erreicht wird. Es wird deshalb der bei Wechsel- 
' spannung durch den Isolator flieBende Strom den bei Gleichspannung 
; fieBenden fibertreffen. Um zu zeigen, dai die sogenannten , dielek- 
: mit der Jouleschen Stromwirme identisch sind, 


wollen wir niéher den Einflui betrachten, den das Auftreten der Gegen- 


 spannung ausiibt. 
‘Zeitschrift fiir Physik. Bd. XL. 53 


i trischen Verluste “ 
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Ist an einen Kondensator Wechselspannung angelegt, die dem 4 


Gesetz V = V(t) gehorcht, so bietet die Ausfiihrung der Berechnungen 
keine Schwierigkeit, wenn man das Superpositionsprinzip *) anwendet. 

Das Superpositionsprinzip sagt folgendes aus: Der durch eine Span- 
nungsinderung im Dielektrikum hervorgerufene Strom ist in seiner 
ganzen Dauer allein durch diese Spannungsinderung bestimmt und ist 
von vorherigen oder nachfolgenden Anderungen des Potentials unab- 
hingig. Jede Spannungsinderung v ruft einen Strom hervor, der mit 
der Zeit nach dem Gesetz abnimmt: 


i= 64vq (), : (8) 
wo og (t) die scheinbare Leitfihigkeit or bedeutet. Durch Addition | 


der Stréme, die durch jede Spannungsiinderung erzeugt wurden, erhalten 
wir fiir die Stromstarke zu einem Zeitpunkt ¢ den Ausdruck: 


IO =6> 4Argt¢—w); (9) 


wo t; der Augenblick des Zuwachses der Spannung 4;v ist. Fiir den 
Fall einer stetigen zeitlichen Anderung der Spannung geht (9) in 
t 
dv 
T(t) — 10) qe t—aar (10) 


-— OO. 


iiber. 

Die Formel (10) ist fiir belebige Funktionen V(t) und @ (r).richtig. 
Wir wollen uns mit dem Fall V(t) = V,sin.q@t begniigen. Setzen wir 
t+— 7 = 4%, so ergibt sich 


T() = 6aV,{ cosa(t—u) pwdu 
0 


=6aV, cosa t | COs (a w) p (wu) du 


0 
+ 6a), sina al sin (9 &) gp (uw) dw 
0 


= Acoswt+ Bsinat ...*), (11) 


1) I.u.P. Curie, Ann. chim. phys. (6) 18, 203, 1889; A. Joffe, Ann. d. 
Phys. 72, 461, 1923. 

2) Man kann sich leicht iiberzeugen, da® die Formel (11) fir ein beliebiges 
Gesetz des Abfalls des Stromes J — Jy.p(t) bestehen bleibt. Sie ist schon 
seit langem allen den Theorien zugrunde gelegt worden, die in ihrem Aufbau yon 
dem Begriff der .anomalen Verschiebungsstréme* ausgehen. 
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-~l 
ico) 
Or 


Re \ 
AR ==) G10) Val Cos (co w) g (uw) dw 

a (12) 
B = @6V,| sin(ou) p(w du. | 

0 


Der Koeffizient A bestimmt den Wert des Querstromes, B denjenigen 


1 ee gee 
des Wattstromes. Der Quotient a gibt den Wert von tg 0 (0 = 5 —Q, 


wobei cos m der Leistungsfaktor ist), Die im Dielektrikum ausgeschiedene 


Energie wird erhalten, wenn man den Ausdruck I(t). V(t) iiber den 
Zeitraum von einer Periode integriert. Hs ergibt sich 
> 


y 
Wee | I@®).V@at = — B. (13) 
0 


Um die Berechnungen weiter fortzusetzen, mu der Wert der Funktion 
 (f) festgestellt werden. Wir wiahlen die Funktion e~** Obgleich 
diese Funktion den ganzen Gang des Stromabfalls nur ungefaéhr wieder- 
gibt, kann sie dennoch angewendet werden, 1. da bei geniigend hohen 
Frequenzen (@ >> 300) nur der Anfangsteil der Kurve wichtig ist, der 
gerade durch die Formel gut wiedergegeben wird; 2. da es keine 
|) Schwierigkeiten bietet, den Fehler zu beurteilen, den man bei der Be- 
rechnung der Koeffizienten A und B begeht. Dazu braucht man nur 
die zu integrierende Funktion graphisch aufzutragen, wobei man als @ (t) 
die experimentell gefundenen Werte einsetzt, um dann mit einer he- 
liebigen Genauigkeit die von der Kurve begrenzte Flache zu berechnen. 
Setzen wir nun in die Formel (12) die Funktion 


g (t) = e-#t (i He: =) 


ein, so bekommen wir: 


, , | 
? ooVik 
FE PAlte== 6) 69).V5 | e—*t coswatdt = oF Re 
0 (14) 
me ao V, 
Bi =—6610) Vi, | e—*t singwtdt = ee 


0 
Durch diese GrdBen A und B wird der durch den polarisierten 


Isolator flieSende Leitungsstrom J bestimmt. Da der Isolator auBerdem 
noch die geometrische Kapazitit c hat, so wird durch ihn bei der 
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Frequenz o noch der Kapazititsstrom I, = wV,¢ cos@t fliefen. Der 
Gesamtstrom erscheint als Summe dieser beiden 


/®@=14+4L,=—=U4+4+e07,¢)cosat+ Bsnat 


= Acosat+ Bsnot, (15) 
wo 
_ oV, (6k + ¢w + ch) 
Ls ate 
und ; (16) 
(0? v, 6 
Bi) ae ga | 


Es mu bemerkt werden, da8 die Wahl der Funktion e—*# zu der An- 
nahme einer konstanten Polarisationskapazitat ¢ fiihrt. Der ganze Iso- 
lator kann dann schematisch als eine Anordnung von den Kapazitiiten C 
und C und des Widerstandes R dargestellt werden, die in der Fig. 6a 


angegeben ist. 
ovo 


Dabei haben wir die Koeffizienten A und B fiir den Fall berechnet, 
daB 6, — 0 ist; wir haben folglich angenommen, daf die durch den 
Reststrom bedingten Verluste vernachlissigt werden kénnen. Dies trifft 
bei Zimmertemperatur und kleinen Feldstirken, wo R < R, ist, ge- 
wohnlich zu. Fir die Berechnung der Verluste kénnen wir dann 
folgende Formeln anwenden: 


en el awe Pa) co 6 say «0 6 Cc? 
BON OSA. to techt+ok woceto(cete) ia 
( 
wa vope Vow o hi Viacc? : 
2 ind Jrik(o i) 2 (w? c? + 6?) 


Wenn der Reststrom von derselben GréSenordnung ist, wie der 
Anfangsstrom, so werden die Formeln etwas verwickelter. Ohne auf die 
Natur des Reststromes niher einzugehen, kénnen wir die Leitfihigkeit 
6G, einer Streuung R, des Polarisationskondensators ¢ gleichsetzen. Dann 
wird der Isolator schematisch nach der Fig. 6b dargestellt werden 
miissen. In diesem Falle bekommen wir statt (17) 


ae (@’ ? o? + 20°66, + 6°6,) we + 6) 
a cc? (co c? + 6?) (6 + 6,) d 
V2 &eo+ 2a°o.6,+06, 
2 @eteot+o) — 

Bevor wir zu der Beurteilung der Einfliisse iibergehen, die ver- 
schiedene Faktoren auf die GréSe der Verluste ausiiben, wollen wir 


(18) 
ee 


ore 


ee 


i 


A a 
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zeigen, daS der angefiihrte Mechanismus geniigt, um diese Verluste 
zahlenmafig zu berechnen. 

Eine solche Priifung wurde unter anderem an einer Art des Schott- 
schen Glases ausgefiihrt, das von Schott selbst im Jahre 1921 unter- 
sucht worden war). Die Zahlenwerte sind in folgender Tabelle 
enthalten : 


| 


| Zusammensetzung | ‘ | | J | 
| J ti vol . | 
os Mehr als | Weniger als|| OSE Neg ey gemessen | 4 
|, 10 Proz. 10 Proz. | CGS lvonSchott) ber. | 
0 15 Si, z,K| B, Na | 2,0.10¢ | 2.102 | 61 | 6,67" | 69° | 108 


Eine ahnliche Ubereinstimmung ist auch fiir andere Isoliermaterialien 


gefunden worden; da aber ihre Zusammensetzung unbekannt war, so 


konnte eine Vergleichung nur mit eigenen Mes- C - 
sungen durchgefiihrt werden. 
Wir gehen jetzt zu den Messungen der Ab- 
hangigkeit des Verlustwinkels und der Verluste é 
selbst von der Frequenz tiber. Wir kénnen hier 
6, = 0 vernachlissigen®) und folglich die & 
Formel (17) anwenden. Setzen wir FA G 
Comm, Con, P(C+C6)—7; 
so ergibt sich: a 
m 
are oe rs 


Der allgemeine Gang dieser Funktion ist in der Fig. 7 dargestellt. Er 
stimmt mit dem experimentell ermittelten Gang gut iiberein. Mercanton’) 
weist z. B. darauf hin, da® die Verluste bei den akustischen Frequenzen 
ein Maximum haben. Diese Frequenz, die dem Maximum der Verluste 
entspricht, laBt sich leicht rechnerisch ermitteln. 


dtg dé mr 
a —0; mnw?+mr—2mn o —0; wo =—- 
(r) 


Das Maximum liegt bei 


‘hh ) = _ 


fr vo afete 6 Sy 
= SS ee ae NE 
n c ) c c 
1) EB. Schott, Jahrb. d. drahtl. Telegr. 18, 82, 1921. 
2) Weil die Verlustwinkelbestimmungen meist bei Zimmertemperatur aus- 
gefiihrt sind, wo o, sehr gering ist. 


* 3) P. Mercanton, Journ. de phys. 1, 33, 1902; E. Rosa u. Smyth, Phys. 


y Rev. 8, 1, 1899. 
rt 
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Die Abhangigkeit des Verlustwinkels von der Frequenz bietet uns 
noch eine Méglichkeit, die Theorie zu priifen. Da der Verlustwinkel 
durch zwei Parameter 6 und ¢ bestimmt wird, so kénnen wir aus zwei 
experimentell ermittelten Werten tg 0, die zwei verschiedenen Frequenzen 
@, und w, entsprechen, die Zahlenwerte von 6 
und ¢ selbst berechnen. 


Solch eine Rechnung ist von uns fiir 
emen aus paraffiniertem Papier gebauten 


Kondensator ausgefiihrt worden. Der Verlust- 


winkel wurde mittels der von Wagner 
angegebenen _Briickenschaltung gemessen. 
Die Messungen wurden bei den Frequenzen @, = 314 und @, = 3140 
vorgenommen und gaben folgende Resultate: 


o, = 314, @, — 3140, 


Oe) tO LOS ree Oy Op SS 3 010-3 == 47.05 


woraus sich die Werte 6 = 3,3.108CGS und c = 5,5. 10cm be- 
rechnen lieBen. Dieselben GréBen aus der Kurve J = J (t) berechnet, 
ergaben sich gleich 6 = 2,9.108 CGS, e = 5,0.104em. Die Uberein- 
stimmung ist durchaus befriedigend. 

Die Abhingigkeit der Verluste von der Frequenz wird durch die 
Formel 
Vo.) 62° wt m oo 


ar 22@2+ 0) no +r 


(20) 


gegeben. Diese Abhiingigkeit ist graphisch in Fig. 8 abgebildet. Der 
Ausdruck (20) stimmt befriedigend mit der empirischen Formel von 
Granier’) W== Mo”, (0,5 < <1), in dem Gebiet der Frequenzen, 
wo die Messungen ausgefiihrt waren, iiberein. 

Wir wenden uns nun der Temperaturabhingigkeit der Verluste zu. 
Wir haben dabei die genauen Formeln fiir tg und W (18) anzuwenden, 
da der Teil der Verluste, der durch den Reststrom bedingt wird, mit der 
Temperetur schnell anwichst. Ist dieser Teil so klein, dai wir ihn ver- 
nachlassigen kénnen (6, < 6), so wird der Temperaturgang der Verluste 
durch die Temperaturabhiingigkeit der wahren Leitfihigkeit 6 gegeben: 


VW = Ve Ce (ey mo 
262 (oF EG"). Trae ser 


1) M. Granier, Bull. Soc. Frang. Electr. 28, 333, 1923. 


. 
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Man kann sich leicht iiberzeugen, daf diese Funktion ein Maximum 
haben mu& (vgl. Fig. 9, Kurve a, in der als Temperaturfunktion der Leit- 
a 
fahigkeit 6 — o,¢7 eingesetzt ist). Kann der EinfluS von 6, nicht 
vernachlissigt werden, so mu man die genaue Formel 
W Vi ao? o? + 2a°P66, + 66, 
2 wo fotoco,+o,0°+¢4 


(22) 
anwenden *). 

Bei unseren Messungen der Werte 6 und 6, kamen wir, wie schon 
erwihnt wurde, zu folgenden Schliissen: 


1. Der Temperaturgang von 6 und 6, wird durch die Formeln 


a a a 


6=—6,e' und 6, = 6, eT 
gegeben. 
2. Der Koeffizient « ist ungefahr gleich } a. 
3. Gy > Gos 


Da « und «@, fiir die meisten Dielektrika ungefahr gleich sind, so wird 
‘der verschiedene Temperaturgang der Verluste fiir verschiedene Dielek- 
trika durch Unterschiede im Verhiltnis 6,/6, hervorgerufen. 

Die der Formel (22) entsprechende Kurve W(7) kann ein Maximum 
haben, kann aber auch ohne Maximum verlaufen. So haben Berech- 
Shungen gezeigt, daf der aus den experimentell gefundenen Werten von 


Fig. 8. Fig. 9. 


6 (7) und o, (7’) ermittelte Temperaturgang der Verluste W (ZL) bei Glas 
‘kein Maximum hat, dagegen bei einer Mischung von Wachs und Kolo- 


-phonium ein solches aufweist. 


1) Wenn aber dagegen die Reststromleitfahigkeit auch bei den niedrigsten 


‘Temperaturen so grof ist, daf wir nur sie bei der Verlustberechnung zu beriick- 


‘sichtigen haben, so bekommen wir eine 
‘(Kurve } in der Fig. 9). 


aufsteigende Kurve ohne Maximum 
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Diese theoretischen Temperaturabhangigkeiten der Verluste stimmen 
nun mit den gemessenen gut tiberein. In der Fig. 10 sind mehrere von 
Schott?) fiir Glas gewonnene Kurven wiedergegeben, in der Fig. 11 die 
von Pungs?) fiir eine Mischung von Wachs und Kolophonium gemessenen. 
So erklirt die angefiihrte Theorie selbst diejenigen Kurven, die bis jetzt 
keine theoretische Deutung zuliefen. 

Auch die Abhingigkeit der Verluste von der Feldstarke, d. h. von 
der Spannung bei konstanter Dicke des Isolators, die von Skinner %) 


Sse | 
O70 20 a0 W080 60 We" 100 200 
Fig. 10. Fig. 11. 


und Frigon*) untersucht worden sind, lift eine vollstindige theore- 
tische Deutung zu. 

Es mu noch eine Erscheinung erwihnt werden, die durch unsere 
Theorie erklart werden kann. Die Stiirke des durch den Isolator 
flieBenden Stromes wird durch den Ausdruck 


= k 
Te—3@).V9 Oe cos@at+ Bsinat (23) 


gegeben. Der bei @V,cos@t in Klammern stehende Koeffizient kann — 


als MaB der Kapazitit oder der Dielektrizitaétskonstante des Isolators 
gelten. Diese GréSe ist nur in dem Falle von der Frequenz unabhingig, 
da8 das Dielektrikum keinerlei Polarisationserscheinungen aufweist. Fiir 
die reellen Isolatoren fiigt sich aber zu der geometrischen Kapazitit ¢ 

ok 


—__ — Ye hinzu. Strebt w zu oo, so nithert sich 
Ge _ i 


noch die GroéBe 


1) E. Schott, Jahrb. d. drahtl. Telegr. 18, 82, 1921. 

2) L. Pungs, Arch. f. Elektrot. 1, 342, 1912. 

3) 6. Skinner, Journ. Frankl. Inst. 1917. 

4) M. Frigon, Revue Gen. d'Elect. 11, 197, 1922. 
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dé der 0. Diese Folgerung steht im vollen Einklang mit den Resul- 

taten der experimentellen Beobachtungen, die die ,scheinbare Kapazitit “ 

der Isolatoren betreffen. In der Fig. 12 ist die von Curtis’) gemessene 
Abhangigkeit 7c von der Frequenz w dargestellt. 

Wie wir gesehen haben, kénnen wir, falls uns die Kurve J = I(t) 

fiir irgend ein Dielektrikum gegeben ist, die Werte c, 6, 6, und ¢ be- 


-rechnen und daraus die Abhingigkeit der Verluste von der Frequenz 


a ee 


und von anderen Faktoren ermitteln. Es kann folglich die schwierigere 


Bestimmung der Verluste durch die bedeutend einfachere Messung der 
Kurve I = I(t) ersetzt werden. 
Haben wir eine Reihe von Isolatoren 
mit bekanntem 6, 6,, ¢ und ¢, so 
k6énnen wir zweckmibig fiir gegebene 
o, V und 7 immer einen solchen 
Stoff wahlen, der den Bedingungen 
am besten geniigt. Fiir gewéhnliche 
technische Messungen ist jedoch 
eine Anordnung, die ein Faden- 


- elektrometer und photographische Re- 9300 400 600 800 7000 w 


gistrierung benutzt, wenig geeignet. Fig, 12. 

Es ist deshalb von uns ein Apparat 

gebaut worden, der fiir die Aufnahme der Kurve J = T(t) den Gebrauch 
eines iiblichen ballistischen Galvanometers von mittlerer Empfindlichkeit 
zulaBt. Diesem Apparat ist folgende Idee zugrunde gelegt. Wird die 
Aufladung und die Entladung des Isolators binnen einer Minute mehrere 
hundert oder selbst tausend Male wiederholt, wobei wahrend jeder 
Aufladung der Strom einen bestimmten, duferst kurzen Zeitraum einen 
Me8kondensator auflidt, so kinnen wir, indem wir nach einem gréberen 
Zeitraum diesen Mefkondensator durch ein ballistisches Galvanometer 
entladen, die in ihm aufgehiufte, dem Isolator entnommene Elek- 
trizititsmenge @Q bestimmen. Kennen wir weiterhin die Zahl n der Teil- 
aufladungen wiihrend dieses gréferen Zeitraumes sowie die Dauer r 
jeder Teilaufladung, so ergibt sich als Mittelwert des Aufladestromes des 


MefSikondensators 7 —= a . TIndem wir den Zeitraum zwischen dem An- 
NT 


legen der Spannung und dem Augenblick des Anschlusses des MeSkon- 
densators verandern, kinnen wir den ganzen Gang der Kurve J = J(t) 


verfolgen. 


1) H. Curtis, Bull. Bur. Stand. 6, 472, 1910. 
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Der Apparat enthilt eine auf Bernstein isolierte Welle, auf der die 
Kommutationsanordnung montiert ist. Die Anderung des Momentes des 
Anschlusses wird durch eine gegenseitige Verschiebung der einzelnen 
Teile der Welle erzielt. Die Welle wird durch einen Elektromotor 
getrieben und die Tourenzahl am Tachometer abgelesen '). 

Mit Hilfe eines ballistischen Galvanometers von Hartmann & Braun 
labt sich die Kurve J = J(f) fiir den Fall einer geometrischen Kapazitiit 
von etwa 5000 bis 10000 cm aufnehmen. Mit einem empfindlicheren 
Galvanometer wiire es méglich, die Messungen auch fiir bedeutend kleinere 
Kapazititen auszufiihren. 

Die vorliegende Arbeit ist im Physikalisch-Technischen Réntgen- 
institut im Laboratorium von Herrn Akademiker A. Joffe ausgefiihrt 
worden, dem wir an dieser Stelle unseren aufrichtigsten Dank aussprechen. 


Zusammenfassung. 


1. Die dielektrischen Verluste sind mit der nach der Jouleschen 
lormel berechneten, im Dielektrikum absorbierten Wirmemenge W—= E 
identisch. Die gewoéhnlich beobachtete Diskrepanz riihrt daher, daB bei 
der Bestimmung von FR die im Dielektrikum auftretende elektrische 
Gegenspannung (Raumladungen) aufer acht gelassen wird. 

2, Es werden zwei Methoden beschrieben, die die Messung des 
wahren Widerstandes 2 erméglichen. 

3. Es wird die Abhingigkeit des wahren Widerstandes des Dielek- 
trikums von der Feldstirke und der Temperatur bestimmt. Von der 
Feldstirke haingt der wahre Widerstand selbst bei sehr intensiven elek- 
trischen Feldern nicht ab. Die gewohnlich beobachtete Anderung des 
Widerstandes wird durch eine Anderung der elektrischen Gegenspannung 
bedingt. 

4. Auf den konkreten Mechanismus der Leitfahigkeit der Isolatoren 
gestiitzt, gelingt es, alle bisher bekannten, das Gebiet der Verluste be- 
treffenden Tatsachen theoretisch quantitativ zu klaren, nimlich: 

a) die Abhangigkeit des Verlustwinkels (Mercanton und Rosa) 

und der Verluste selbst (Rosa und Granier) von der Frequenz; 


1) Der oben beschriebene einfache Apparat erlaubt den durch den Isolator 
flieSenden Strom 3.10~* sec nach dem Hinschalten der Spannung zu messen; er 
gibt folglich die Méglichkeit, einen Wert des Stromes zu erhalten, der dem 
Anfangswert bedeutend niher liegt, als der mittels des Fadenelektrometers 
gefundene. 
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b) den Temperaturgang der Verluste, den stetig aufsteigenden 
(Schottsches Glas) sowie den ein Maximum anzeigenden (Pungs 
und Schweiger). 

c) die Abhingigkeit von der Feldstarke und der Dicke (Frigon). 

5. Es wird gezeigt, dai die aus den fiir den Isolator charakteristi- 

-schen GréBen o und ¢ berechneten Werte der Verluste mit den experi- 


a 


mentell gewonnenen Werten zusammenfallen. 
| 6. Die Konstanten 6 und ¢, die fiir das Verhalten des Isolators 
bei Gleichstrommessungen mafigebend sind, werden aus den bei zwei 
'F requenzen ermittelten Verlustwinkeln theoretisch berechnet und stimmen 
gut mit den unmittelbar gemessenen Werten von 6 und ¢ tiberein. 

7. Die von Curtis gefundene Abhangigkeit der scheinbaren Kapa- 
“aitit von der Frequenz wird theoretisch erklart. 

8. Es wird ein besonders gebauter Apparat beschrieben, der die fiir 
die Bestimmung der Verluste nétigen Gréfen mittels eines ballistischen 


| Galvanometers zu messen erlaubt. 
i 


Leningrad, ‘Physikal.-Technisches Réntgeninstitut, August 1926. 
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Das Streuvermogen des Natriumfluorids fir 
Rontgenstrahlen. 


Von Tom. Barth in Oslo. 
Mit 1 Abbildung. (Kingegangen am 26. November 1926.) 


Debye-Scherrer-Aufnahmen von NaF. — Berechnung der Intensitiiten der Reflexions- 
linien nach Bijvoets Formel unter Beriicksichtigung der Elektronenanordnungen 
im Natrium- und Fluorion. — Diskussion der Tatsachen. 


Beim Studium der Kristallstruktur des Villiaumits!) von der Zu- 
sammensetzung Nak erwies es sich auch notwendig, zum Vergleich 
mehrere Réntgenaufnahmen vom reimen NaF zu machen. Dabei ergab 
sich, da die Reflexionslinien mit ungeraden Indizes (311, 331) stets 
im Diagramm mit relativ grofer Starke auftraten, trotzdem sie nach der 
gewoéhnlichen Berechnungsmethode ausgeléscht werden sollten. Das Auk 
treten dieser Linien ist bereits friiher von W. P. Davey?) beobachtet 4 
worden, die grofe Starke der betreffenden Linien auf unseren Filmen 
war aber die Veranlassung dazu, auf diese Frage etwas niher einzugehen. 

Es sind noch weitere Fille bekannt, wo derartige, nicht zu erwar- 
tende Linien auftreten, so bei MgO*), SrCl,*) und Lil). 

W.H. Bragg hat empirisch zuerst festgestellt, dafi das Reflexions- | 
vermégen der Atome fiir Réntgenstrahlen anniihernd proportional der 
Zahl der im Atom enthaltenen Elektronen ist. Wie A. E. van Arkel®) 
hervorhebt, diirfen wir aber die Intensitiaten benachbarter Interferenz- 
linien nur dann direkt vergleichen, wenn die riumliche Ausdehnung der 
Atome vernachlissigt werden darf. Bei den leichteren Atomen ist dies — 
nicht zulissig, und das Verhiiltnis der Intensitiiten benachbarter Re- | 
flexionslinien wird eine Funktion der Reflexionswinkel sein. 

Verschiedene Forscher haben versucht, den Einflu8 der Elektronen- — 
konfiguration auf das Streuvermégen der Atome zu_beriicksichtigen. — 
Hieraut beziehen sich die Arbeiten von A.H.Compton’), A. W. Hull®), | 


1) G. Lunde, Zentralbl. f. Min. Abt. A, 1927. 

2) Phys. Rev. 21, 143, 1923. 

3) W. Gerlach und 0. Pauli, ZS. f. Phys. 7, 116, 1921; 9, 191, 1922: 

*) H. Mark und S. Tolksdorf, ebenda 38, 618, 1925. 

5) J. M. Bijvoet, Rec. Trav. Chim. Pays-Bas, 42, 860, 1923. 

6) ZS. £. Phys. 87, 672, 1926. 

) Phys. Rev. 9, 29, 1917. i 
) Ebenda 9, 84, 1917. 
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P. Debye und P. Scherrer’), W.L. Bragg, R. W. James und C. H. 
 Bosanquet®), J. M. Bijvoet (1. c.). 
Unter der Annahme, da es die auBerhalb des Kernes befindlichen 
' Elektronen sind, die die Réntgenstrahlen streuen, wird die in einer be- 
stimmten Richtung vom Atom reflektierte Welle die Resultante der von 
den verschiedenen Elektronen reflektierten Wellen sein. Liegen nun samt- 
liche Elektronen so nahe an dem Kern, daf ihre gegenseitigen Abstiinde 
klein sind im Vergleich zur Wellenlange der Strahlung, so wird das 
Streuvermégen des Atoms, unabhingig von dem Reflexionswinkel, propor- 
- tional der Elektronenzahl sein. Sind aber die relativen Abstinde zwischen 
- den Elektronen nicht mehr klein im Vergleich zur Wellenlinge der Strah- 
i lung, so wird sich der Phasenunterschied der Reflexionen der verschie- 
denen Elektronen durch ein Abnehmen des Streuvermégens der Atome fiir 
| groBe Reflexionswinkel bemerkbar machen (vgl. J. M. Bijvoet, 1. c.). 
Wir berechnen nun die Intensitiiten der Interferenzlinien nach der 


tiblichen Formel (A? + BY).s 
] ta eee (1) 
| wo s den Haufigkeitsfaktor darstellt, (A? + B’) den Strukturfaktor. Fir 
die Natriumchloridstruktur nimmt dieser Faktor die Form (A? + 0) an, 
| und wir erhalten, wenn alle Indizes ungerade sind: A = dy — Ya, und 
')wenn alle Indizes gerade sind: A = yx + a, WO Ux und w, das Streu- 
vermégen des Kations, bzw. des Anions darstellen. Fiir alle anderen 
Ebenen wird A gleich Null. 
Indem wir annehmen, da8 ein Teil der Elektronen im Natrium- 
‘und Fluorion sich so nahe an dem Kern befinden, da ihr Reflexions- 
| vermégen unabhingig vom Reflexionswinkel wird, ein anderer Teil 
‘dagegen sich in einer Auferen Sphare befindet, kénnen wir das Streu- 
vermégen wx,+ und w,- der betreffenden Ionen berechnen. J. M. Bijvoet?) 
| hat nimlich gezeigt, wie man in einfacher Weise den Faktor bestimmen 
‘kann, mit welchem die Streukraft eines auf einer Kugelschale befindlichen 
| Elektrons fiir einen bestimmten Reflexionswinkel reduziert werden muf. 
| Er findet fir den Reduktionsfaktor: 
2 
sin 2x2 ie z 
2 
Yo = Ais i V=re ’ ( ) 


a 


1) Phys. ZS. 19, 474, 1918. 
2) Phil. Mag. (6)-41, 309; 42, 1, 1921; 44, 433, 1922. 
3) lL. c., 8. 869—870. 
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und fiir siimtliche auf der Kugelschale befindlichen Elektronen: 
h2 
sin 2 7 o VEne 
W = Zs (3) 


wo @ den Radius der Kugelschale, a die Kantenlinge des Elementar- 
kubus und Xs die Zahl der Elektronen bedeuten. Fiir das Streuvermbgen 
beispielsweise des Natriumatoms erhalten wir: 
; y>i? 
sin 2 2 & : 

a 


Prat = 2+ 2s Sere oak (4) | 
a 


20 


worin >), die Zahl der dem Kern benachbarten Elektronen darstellt. 
Beim Einsetzen der Werte fiir a und fiir @ in Gleichung (4) kénnen | 
wir nun das Streuvermégen fiir das einfach positive Natriumion und das 


Ae 


einfach negative Fluorion berechnen. [iir die Kantenlinge des Elementar- 
wiirfels von NaF haben wir a — 4,620 A, fiir die Radien der duSeren 
Elektronensphiren von Nat und F~ nehmen wir die Zahlen von H. G. 
Grimm!'), Nat: 9g = 0,52, F-: @ = 0,74, wobei unter @ der Radiu 


r 


(314) (222) (331) (420) 


Fig. 1. 


der Kugel zu verstehen ist, die dem in edelgasihnlichen Ionen ange 
nommenen ,Hlektronenkubus* umschrieben ist. 

Unter der Annahme, da8 simtliche Elektronen so nahe an den Ker 
geriickt sind, daB sie praktisch mit diesem zusammenfallen, wird de 
Strukturfaktor fiir F~ und Nat gleich gro. Nehmen wir an, daf nu 


1) H. G. Grimm und H. Wolff, ZS. f. phys. Chem. 119, 254, 1926. 


wt 
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die A-Schalen der beiden [onen praktisch mit dem Kern zusammenfallen 
und die Elektronen der Z-Schale auf eine Kugelschale mit dem Radius 9 
| gleichmaBig verteilt sind, so erhalten wir fiir das Streuvermégen der Ionen: 


a 

Die erhaltenen Zahlen sind in der Tabelle 1 zusammengestellt. Aus 
Gleichung (1) kénnen wir aus diesen Zahlen die Intensitiiten der Re- 
flexionslinien berechnen und erhalten die in Tabelle 2 aufgefiihrten Werte. 
‘Wir sehen sogleich (vgl. auch Fig. 1), daB der Einflu8 der auf die ‘uBere 
‘Sphare verlegten acht Elektronen zu stark tiberwiegt, denn die Ebenen 
(811) und (331) erhalten die gleiche Reflexionskraft wie die Ebene (222) 
baw. (420). 


Tabelle 1. Streuvermégen der [onen im Natriumfluorid. 


\| 2 Elektronen im Kern, 


Tadizes Alle 10 Elektronen | 8 Elektronen in st auBeren Sphare ‘ 
| Nat (@ = 052) |  F (¢ = 0,74) 
.) 111 | 10 8,13 6,50 
Fa 200 i 10 i 7,56 5,56 
4 220 10 | 5,71 2,77 
; 311 10 4,40 1,50 
222 10 4,05 1,26 
400 10 2,82 0,56 
. 331 10 2,21 0,27 
420 10 1,91 0,26 


7 Tabelle 2. Intensitaten. 


Berechnet 
Indizes Beobachtet 10 Elektronen A Elekoonen aes 
| im Kern auBeren Sphare 
t ee sae & i a = 
11 0 | 0 110 
200 } 10 9800 4075 
220 10 | 9800 1734 
ell 2 0 294 
222 | 8 4267 296 
400 6 | 2400 69 
331 : 3 0 76 
420 | 9 I 6400 90 


Wie Grimm auch selbst schreibt, liegt ein direkter Beweis fiir die 
Richtigkeit seiner Ionenradien nicht vor, doch diirfte der Gang der 


Radien jedenfalls anniihernd korrekt sein. : 
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Nun sind aber die von N. Bohr und H. A. Kramers’) geschatzten 
Radien um etwa 20 bis 25 Proz. gréfer. Wenn man mit diesen Radien 
rechnete, wiirde die Reflexionsintensitét der Fliche (311) sogar gréfer 
als die der Fliche (222) werden. Die Ubereinstimmung mit den beob- 
achteten Werten wird somit noch schlechter. Um mit der benutzten 
Formel eine gute Ubereinstimmung zwischen Rechnung und Beobachtung 
zu erhalten, miiSte man den Ionenradien erheblich niedrigere Werte bei- 
legen. Oder aber, man kénnte die Annahme machen, daS die Elektronen 
der L-Schale sich auf mehrere Schalen verteilen, etwa in zwei Schalen zu 
je vier Elektronen, ebenfalls unter Anderung der Radien. 

Es hat aber nicht viel Sinn, irgend eine Elektronenkonfiguration 
zu suchen, fiir welche die Intensitéten genau iibereinstimmen, denn so- 
lange wir noch nichts Bestimmtes iiber die Richtigkeit der benutzten 
Tonenradien sowie iiber die Verteilung der Elektronen in den beiden 


Tonen aussagen kénnen, kommen zu viele variable Faktoren in Frage. 

Immerhin ist gezeigt worden, daS die Intensitiiten der Reflexions- 
linien im NaF nur unter Beriicksichtigung spezieller Elektronenanord- 
nungen erklirt werden kénnen, nicht aber durch die Annahme, daf nur 
die Elektronenanzahl eines Ions das Reflexionsvermégen bestimme. 


Oslo, Mineralogisches Institut der Universitat, den 22. Nov. 1926. 


1) H. A. Kramers, Naturw. 11, 550, 1923. 
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Uber eine neue Begriindung der Quantenmechanik. 
Von P. Jordan in Gottingen. 


(Hingegangen am 18. Dezember 1926.) 


Jie vier bisher entwickelten Formen der Quantenmechanik: die Matrizentheorie, 
lie Theorie von Born und Wiener, die Wellenmechanik und die Theorie der 
q-Zahlen, sind als Spezialfalle enthalten in einer allgemeineren formalen Theorie. 
-m Anschluf an einen Gedanken von Pauli kann diese neue Theorie auf einige 
einfache Grundpostulate statistischer Natur gegriindet werden !). 


| Teal. 


$1. Hinleitung. Nach Schrédinger ist einer Hamiltonschen 
‘unktion H (p, g) eine Schwingungsgleichung 
. O | h 
) H( sty siole ae 
Lone aCe é (1) 


21 


‘uzuordnen. Sie steht in Korrespondenz zur klassischen Hamilton- 
acobischen Gleichung, was besonders anschaulich wird, wenn man statt 
lie Groéfe 


=elng (2) 
Hinfiihrt; man erhalt dann aus (1) die Gleichung 
) as ass 
H|-— = —W}-1=0 
| Goan ¥) ®) 


sxingeklammerter Operator angewandt auf die Zahl 1 gibt Null), die 
Mir h —> O in die Hamilton-Jacobische Gleichung iibergeht. 

Fiir die Durchfiihrung der Theorie mu vorausgesetzt werden, daf 
1) eme selbstadjungierte Gleichung ist. Dies méchte zunachst fir 
ne sehr spezielle Bedingung angesehen werden; die folgenden Be- 
lrachtungen lassen jedoch erkennen, daS sie vollkommen iibereinstimmt 
it der wohlbekannten in der Matrizentheorie (bzw. ihren Ver- 
‘Igemeinerungen) auftretenden Bedingung dafiir, dal die Energie- 
onktion H (p, q yhermitisch* oder ,reell* ist. 


1) Die formalen Ergebnisse der folgenden Arbeit sind zum Teil auch von 
-errn F. London aufgefunden und in einer Arbeit, die nach Abschluf meines 
‘anuskripts erschien, in sehr klarer und durchsichtiger Form dargestellt. Es 
hien jedoch in Riicksicht auf den Zusammenhang des Ganzen untunlich, nach- 
“glich Kiirzungen einiger Stellen vorzunehmen. — (Zusatz bei der Korrektur). 
4 wesentlichen dieselben Tatsachen, die in dieser Arbeit erlautert sind, finden 
ch, von einer etwas anderen Seite aus betrachtet, in einer im Erscheinen be- 
‘iffenen Arbeit von Herrn P. A. M. Dirac. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XL. 54 
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Ich habe mir die folgende Frage vorgelegt: Statt der p, q mégen 
durch eine kanonische Transformation neue Verdnderliche P, Q em- 
gefiihrt werden, wobei H(p, q) = H (P, Q) werden mége. Dann wollen 
wir mit H die neue Wellengleichung 


la(s 5, 2) —W} va) =0 (4) 


bilden. Wir erhalten so zu jeder kanonischen Transformation ein be- 
sonderes y(a#). Wie verhalten sich diese (x) zu der urspriinglichen © 
Funktion g (y)? Die Beantwortung dieser Frage wird sich aus den — 
spaiteren Betrachtungen ergeben. 

Ihre Untersuchung fiihrte zur Feststellung sehr allgemeiner formaler 
Zusammenhinge in den quantenmechanischen Gesetzen, welche die in 
den bisherigen Formulierungen niedergelegten formalen Tatsachen als 
spezielle Falle in sich enthalten. Dabei ergab sich auch eine engere 
Verbindung zwischen den verschiedenen bislang entwickelten Dar- 
stellungen der Theorie. Bekanntlich ist die Quantenmechanik in vier 
verschiedenen, selbstandigen Formen entwickelt worden; aufSer der 
urspriinglichen Matrizentheorie liegen vor die Theorie von Born und 
Wiener, die Wellenmechanik und die Theorie der qg-Zahlen. Die Be- 
ziehungen der letzteren drei Formulierungen zur Matrizentheorie sind 
bekannt; jede Formulerung fiihrt zu den gleichen Endformeln wie die 
Matrizentheorie, soweit diese selber reicht. Dabei standen jedoch die 
drei spaiteren Formulierungen untereinander ohne eigentliche innere. 
Verbindung da; es fehlte sogar der allgemeine Beweis, da8 sie auch dort, 
wo sie tiber die Matrizentheorie hinausgehen, zu dquivalenten Ergebnissen 
fiihren. 

Die in dieser Arbeit dargestellte Theorie enthalt alle vier For- 
mulierungen in sich als sehr spezielle Falle und stellt ihre inneren 
Wechselbeziehungen klar. Wir beziehen uns der Einfachheit halber bei 
allen Erérterungen auf Systeme von nur einem Freiheitsgrad. Die vor- 
zufiihrenden Betrachtungen kénnen jedoch sofort auf Systeme von beliebig 
vielen Freiheitsgraden verallgemeinert werden. 


Die gewonnenen Einsichten in die formalen Zusammenhinge der 
Theorie erméglichten auch die quantitative Fassung und Weiterentwicklung 
eer von Pauli stammenden Idee, durch welche der eigentliche physi- 
kalische Sinn der quantenmechanischen Gesetze in ein neues Licht 
geriickt wird. Im engen Anschlu8 an den Paulischen Gedanken soll 
hier versucht werden, die quantenmechanischen Gesetze als Folgerungen 
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einiger einfacher statistischer Annahmen zu begriinden. Pauli hat 
im Anschlu8 an Uberlegungen von Born?) folgende physikalische Deu- 
tung der Schrédingerschen Eigenfunktionen vorgeschlagen?): Ist pm, (q) 
normiert, so gibt 

| pn (9) Pag (5) 
die Wahrscheinlichkeit an, daf, wenn das System sich im Zustand n be- 
findet, die Koordinate q einen Wert im Intervall g, q+ dq_besitzt. 
Diese Deutung ist eng verwandt mit Borns Deutung der Lésung 


Sen © Pn (y) der vom Parameter W befreiten Schrédingergleichung ; 
nN 

Born nimmt an, dai 
: en (t) |? (6) 
idie Wahrscheinlichkeit sei, dai zur gegebenen Zeit t das System im »-ten 
‘Zustand ist. Beide Deutungen sind physikalisch so unmittelbar einleuchtend 
und naturgema8, daB eine ausfiihrlichere Erlauterung iiberfliissig scheint. Sie 
sind auch beide enthalten in der allgemeinen statistischen Deutung der 
Quantenmechanik, die wir im folgenden entwickeln. 

Pauli hat folgende Verallgemeinerung ins Auge gefaft: Es seien g, 
zwei hermitische quantenmechanische Gréfen, die wir hier der Bequemlich- 
‘keit halber beide als stetig verainderlich annehmen wollen; dann wird 
Jes stets eine Funktion  (q, 6) geben, derart, daf 

| P (Gor Bo) 4a (7) 

die (relative) Wahrscheinlichkeit mift, daB bei gegebenem Zahlwert B, 
won f# die Gréfe g einen Zahlwert im Intervall q,, q. + dq besitzt. Die 
Funktion @ (q, 8) wird von Pauli als Wahrscheinlichkeitsamplitude 
‘Ibezeichnet. Man wird dabei erwarten miissen: 
Postulat I: Die Funktion g (q, 6) ist unabhiingig von der mecha- 
jaischen Natur (der Hamiltonfunktion) des Systems und nur durch die 
inematische Beziehung zwischen q und # bestimmt. 

Postulat IT: Ist w(Q,, qo) die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir einen 
Zahlwert Q, von @ bei vorgegebenem gq = q, so wird die Amplitude 
D(Q,, B,) fiir ein gewisses @, bei vorgegebenem #, gleich 


P (Qo, Bo) = J ¥(Qos 0) 9 B) 44, (8) 


wwobei die Integration iiber den ganzen Wertebereich von q zu er- 


sstrecken ist. 


1) M. Born, ZS. f. Phys. 88, 803, 1926; 40, 167, 1926. 

2) W. Pauli, Anmerkung in einer im Druck befindlichen Arbeit tiber Gas- 
-entartung. 
j 54* 
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Der Umstand, da8 sonach nicht die Wahrscheinlichkeiten selbst, 
sondern ihre Amplituden dem gewéhnlichen Kombinationsgesetz der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung folgen, kann passend als Interferenz der 
Wahrscheinlichkeiten bezeichnet werden’). 


i 

§ 2. Statistische Begriindung der Quantenmechanik. Eine quanten-_ 
mechanische Gréfe gq betrachten wir als eine Zahl, die in einer gewissen F 
Punktmenge der komplexen Ebene veranderlich ist. Diese Punktmenge © 
kann aus Kurvenstiicken und diskreten Punkten bestehen. Wir stellen . 


j 
uns im folgenden zur Vereinfachung der Ausdrucksweise vor, daf sie nur i 
aus einer Kurve besteht, deren Bogenelement wir durch |dq| bezeichnen. { 
Die im folgenden auszufiihrenden Integrationen sind stets tiber das ganze j 
Wertegebiet von q zu erstrecken; sie waren bei genauerer Ausdrucks- 
weise im allgemeinen noch durch Summen zu erganzen. Wir werden 
nur durch gelegentliche Zwischenbemerkungen erliutern, wie die syste- 
matische Behandlung der nicht kontinuierlich variablen Grében durch 
eine sinngemiSe Ubertragung der fiir stetig variable Gréfen entwickelten — 


Betrachtungen durchzuftihren ist. 


Die Multiplikation der Zahlwerte der quantenmechanischen GréBen — 
ist selbstverstindlich kommutativ. Es spielt jedoch neben der gewohnlichen — 
Addition und Multiplikation noch eine andere Verkniipfungsweise der. 
quantenmechanischen Groen ee wichtige Rolle, die symbolisch gleichfalls | 
als Addition und Multiplikation bezeichnet wird, und die statt des | 
kommutativen Gesetzes der Multiplikation den bekannten quantem™ 
mechanischen Vertauschungsregeln geniigt. Wir wollen aber diese 
Verknipfungsregeln nicht unter die priméren Voraus- 
setzungen der Theorie aufnehmen. In Riicksicht auf diese symbo-| 
lische Addition und Multiplikation miissen wir spiiter, da wir sie in| 
derselben Weise bezeichnen werden wie die gewéhnliche, unterscheiden | 
zwischen einer mechanischen Gré8e B (einer ,g-Zahl*) und ihrem Zahl-| 
wert 6. Da wir jedoch auch diese zumeist mit demselben Buchstaben| 


: pa yic : : i 
bezeichnen, so muf sehr sorgfiltig auf die Bedeutung der verschiedenen} 


Formeln geachtet werden. 


1) Hine direkte Komposition der Wahrscheinlichkeiten selber anstatt ihre 
Amplituden, entsprechend der gewéhnlichen Wahrscheinlichkeitsrechnung, ergibij 
sich in zwei Klassen von Spezialfallen, mnimlich erstens bei Vorhandenseir}) 
von Inkoharenzen [M. Born, ZS. f. Phys. 40, 167, 1926; P. A. M. Dirac, Proc} 
Roy. Soc. (A) 112, 661, 1926] und zweitens bei Resonanz (W. Heisenberg} . 
ZS. f. Phys. (im Erscheinen); P. Jordan, ebenda (im Erscheinen). 


we 
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Postulat A: Zu zwei mechanischen Gréfen g, 6, die in einem voll- 
standig bestimmten kinematischen Verhiltnis zueinander stehen, gibt es 
ypwel Funktionen 
HF 


Pp (*, y), wv (%,Y), (9) 


op (x, y) W* (a, y) dx | (10) 
die absolute bzw. relative Wahrscheinlichkeit dafiir ist, dai bei gegebenem 


iderart, dab 


\B = y der Wert von qg zwischen » und «+ da hegt. Die Funk- 
‘tion gy (a, y) nennen wir die Amplitude der Wahrscheinlichkeit; yp (7, y) 
werden wir gelegentlich auch Erganzungsamplitude nennen. Der 
Stern * bedeutet,:da$ konjugiert komplexe Funktion zu w(@,y) fiir 
fungeainderte (nicht fiir konjugiert komplexe) Argumente z,y zu 
‘nehmen ist. 
Postulat B: Die entsprechenden Funktionen g (x,y), o (a, y) fir das 
lvertauschte Paar B, ¢ sind gegeben durch 
Gay) = VFY,x), Y@y) = P*Y*)- (11) 

Hiermit ist auch eine einfache Symmetrieeigenschaft der Wahr- 
/scheinlichkeiten selbst festgestellt: Die Wahrscheinlichkeit 
P w (2, Y) = P(e WV (ey) 
Fiir einen Wert « von q bei gegebenem Werte y von f ist gleichzeitig 
auch die Wahrscheinlichkeit fiir den Wert y von B bei vorgegebenem 
erte @ von q. 

Postulat C: Die Wahrscheinlichkeiten kombinieren interferierend. 
Seien F,, F, zwei Tatsachen, fiir welche die Amplituden g,, @, bestehen. 
enn F,, F, sich ausschliefBen, ist 


Pi + Pa 2 
die Amplitude fiir die Tatsache ,#’, oder #,*; wenn F,, F, unabhingig 
sind, ist ; 

pad, peas (18) 


Ge Amplitude fiir die Tatsache ,#, und F,*. 

Als erste Folgerung ergibt sich: Sei gy (x,y) die Amplitude fiir 
-inen Wert x von q bei gegebenem B — y und y (zy) die Amplitude 
es Q = «x bei gegebenem gq = y; dann ist 


B (2,9) = fx @ARey de (14) 
bis Amplitude fiir Q — x bei gegebenem B = y- 
Darin wollen wir jetzt insbesondere @ = fp wihlen. Nach Po- 


tulat B entsteht 
: @ (6°, 8") = | p@ 6) v* @ Bde (15) 
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als Wahrscheinlichkeit, daS $6 den Zahlwert ’ besitzt, wenn B den 


Zahlwert B” hat. Man erkennt also, da bei richtiger Normierung die 
Orthogonalitatsrelation 

[operinp ae aden (SESE ay 
besteht’). Dies gilt unabhingig davon, ob die GroBe B stetig oder 
diskret variabel ist. Wenn die Wertemenge von 4 diskrete Punkte 
enthalt, ist das Integral in (16) durch eine Summe zu erganzen bzw. zu 
ersetzen. Ganz entsprechend erhalt man 


lo (B", 2) y* (B', a) dx = Oar gu. (17) 


Definition: Wenn die Amplitude @ (z, y) fiir jeden méglichen Wert « | 


von p beim Werte y von q gleich 
Sad h 


CE) a a ee (18) 


21% 


ist, so bezeichnen wir p als kanonisch konjugierten Impuls zu gq. 


Aus den Orthogonalititsbeziehungen folgt dann, da8 auch die Er- 


Vy 


ginzungsamplitude zu @(#,y) gleich ¢ * ist. Wir erhalten deshalb 


den Satz: 


Bei einem gegebenen Wert von gq sind alle moglichen © 


Werte von p gleich wahrscheinlich. 
Postulat D: Zu jedem q gibt es einen konjugierten Impuls p. 


Folgerungen: Die Funktion 9 (a, y) geniigt den Differential- — 


eleichungen 


0 


Sei nun fiir irgend eine Grobe @Q die Amplitude fiir Q@ = x bei g = ay | 


gleich g (x,y) und die Amplitude fir Q = x bei p = y gleich ® (a, y)- 
Dann ist also 


9 (0) = | O02) 9,9) dy, (20) 


was wir mit dem linearen Operator 


1) Diese im Falle eines stetig veranderlichen @ mathematisch nicht sehr 
korrekte Schreibweise mag als abgekiirzter Ausdruck einer hinlinglich bekannten | 


mathematischen Vothaltaneuweise angesehen werden. 


{eter |e (Ga) == O; Cam 
pa 
| 


—25, —9\ ey) =0. (19) | 


T = (dz. D(y,o)... (21) | 
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i auch in der Form 
; g(x,y) = T.0@,y) (22) 
) schreiben kénnen. Es folgt, daB gm (#,y) den Funktionalgleichungen 


0 | 
i- ToT) 4 £5 {9 9) 2% (23a) 
re “7-1 3} (a, 4) = 0 23b 
Ox y 09) x, Y) rs ( ) 


i geniigt *). 
ay Wir definieren nun eine symbolische Addition und Multiplikation 
der quantenmechanischen Gréfen. In bezug auf die fest gewihlte 


GréSe Q entspricht namlich jeder anderen Grife q ein Operator 7'e Me DN. 
ay 


der in (23b) auftritt. Die symbolische Addition und Multi- 
plikation wird definiert durch die Addition und Multiplikation 
dieser Operatoren. 

In dem singuliren Falle Q = q wird » («,y) = 0 auber tur + 4; 
man kann auch sagen, dab g(a,y) eine Funktion der Differenz 7 — y 
allein sei, und man erkennt danach als den dem Falle Q — q ent- 


sprechenden Grenzfall der Gleichungen (23): 


\e te ais xe (x,y) = 9, (24a) 
{x — y} p (ay) = 0. (24b) 


Es ist also der Gréfe Q selbst zufolge (24) der Operator x zugeordnet ; 
E 0 ; 
und man sieht ferner, dai dem Impuls P zu Q der Operator € an entspricht. 


| Fir unsere symbolische Addition und Multiplikation gilt danach, wenn 
wir wieder p, q statt P, Q schreiben, die Vertauschungsregel 

h 
i = = ¢ = =: 25 
Lp, ¢l == Pad (25) 


ch endlich oder unendlich viele 


Die linearen Operatoren, die dur 
i 0 4 
| Multiplikationen und Additionen aus é Be und x aufgebaut werden kénnen, 


sind so allgemein, dal man tiberzeugt sein darf, daB jeder lineare Operator 
“formal in diese Gestalt zu bringen ist. Das bedeutet nach unseren Fest- 


stellungen und Definitionen, daB jede mechanische Grobe durch symbolische 


1) Nach den Orthogonalititsbeziehungen ist [—1 mit Hilfe der Erganzungs- 


amplitude % (ax, y) darstellbar als T—~} = [da. P* (a, y) ++ 
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Multiplikationen und Additionen aus p und q aufgebaut werden kann. 
Gleichzeitig kénnen die Funktionalgleichungen (23) in Differential- 
gleichungen (im allgemeinen von unendlich hoher Ordnung) um- 
gewandelt werden. 

Dies ist der Inhalt der neuen Theorie. Der Rest der Arbeit wird 
sich damit beschiftigen, durch eine mathematische Diskussion dieser 
Differentialgleichungen einerseits zu beweisen, daS unsere Postulate 
mathematisch widerspruchsfrei sind, und andererseits die bisherigen 
Darstellungen der Quantenmechanik als in unserer Theorie enthalten zu 
erweisen. 

Es mag jedoch an dieser Stelle noch hervorgehoben werden, da die 
Gleichung (19a) auch dann bestehen bleibt, wenn die physikalisch még- 
lichen Werte von y nicht stetig, sondern diskret verschieden sind. Man 
kann, wenn man will, an Stelle der Differentialgleichung (19a) eine 
Differenzengleichung einfiihren; die weitere Entwicklung der Theorie 
wird dadurch in keiner Weise abgedndert, da eine solche Differenzen- 
gleichung stets als Differentialgleichung unendlich hoher Ordnung — 
also wiederum ein Spezialfall des spiiter allgemein erérterten Gleichungs- 
typs angesehen werden kann. 


i eu 

§ 3. Formale Vorbereitungen. Adjungierte Groben. Wir betrachten 
eine GréBe F (P, Q), die aus den GréBen P und Q durch symbolische 
Multiplikationen und Additionen aufgebaut ist. Wir ordnen ihr eine 
zweite, mit Fi (P, Q) bezeichnete Gréfe zu, die wir die adjungierte 
GroBe zu F (P, Q) nennen; sie entsteht, indem wir in F (P, Q) erstens 
die Reihenfolge aller Multiplikationen umkehren und zweitens jede 
komplexe Zahl durch ihre konjugierte ersetzen. 

Es mégen P, Q der Vertauschungsregel 

h 


Le gil a ee ee 


(1) 


geniigen. Dann kann man verschiedene Darstellungen fiir F' (P, Q) an- 
geben (z.B. F(P, Q) = PQ und F(P, Q) = QP +8), und zu jeder 
besonderen Darstellung von F (P, Q) gehort zuniichst eine besondere 
adjungierte GréBbe Ft (P, Q); doch sind alle diese Ft (P, Q) auf Grund 
von (1) wieder einander gleich. Zum Beweis dieser Behauptung geniigt 
offenbar die Bemerkung, daS die Gleichung (1) erhalten bleibt, wenn 
man auf beiden Seiten zu adjungierten GrdSen iibergeht. Fiir spiitere 
Anwendungen merken wir uns die Regel (FG)t = Gt Ft. 
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Die GréBe F (P, Q) ist hermitisch oder reell, wenn F = F% ist. 
_ Wir nennen sie orthogonal, wenn FFt = 1. Die Grobe G = FI~? 
‘mit der Eigenschaft PF} Gt = FiG = 1 nennen wir die kontra- 


-grediente Grofe zu F und geben ihr wegen ihrer Wichtigkeit ein be- 
-sonderes Zeichen: 

Fi = F. (2) 

“Dem Ubergang zur adjungierten Gréfe entspricht bei Matrizen der Uber- 

gang zur transponierten, komplex konjugierten Matrix; die hermitischen, 

“die orthogonalen und die kontragredienten GréBen entsprechen her- 

mitischen bzw. im Sinne der Theorie der Hermiteschen Formen ortho- 


gonalen oder kontragredienten Matrizen. 


Wir definieren nun endlich den ProzeS + fiir Differentialoperatoren 


F (« ss *). Sei Ft (P, Q) = G (P, Q; dann definieren wir 


_ Es kann also die Bildung von (« 2 ; 7) aus F ( E ) so beschrieben 
: a nO 


werden: Man lese alle Produkte riickwiarts, gehe zu komplex konjugierten 


Ou On 


| Zahlen iiber und ersetze ws durch — ig . Von dem so gebildeten Diffe- 
: 


| rentialoperator Ft (« &S *) sieht man, da® er die folgende Eigenschaft 
x 
| besitzt, die auch zu seiner Definition benutzt werden kann: Ist der 
a Operator zu J’ gleich Ft = HM, so wird 
d 
da 


g(a) F.y («) — y (#) M*.2(«) = (+++); (8) 


darin geht M* aus M durch Ubergang zu komplex konjugierten Zahlen 
- hervor. 


Setzen wir namlich F in die Form 
0 \n 
== = 4 
F= Sm (a) (« a (4) 
P so wird (8) erfiillt durch 


me = (25) 6) 


mu 
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wie man aus der Hilfsformel !) 


£ @) 9) +(— I 1 fH) = He.) 6) 
erkennt. : 
Wahrend, wie wir gesehen haben, bei den Gré8en /’ (P, Q) die 
Bildung F* (P, Q) nicht von der Darstellungsweise von F unabhiangig, | 
also keine eindeutig definierte GréSe ist — nur der Proze + hat bei 
diesen Groen eine invariante Bedeutung —, kann man natiirlich bei den 
Matrizen und bei den Differentialoperatoren auch den Proze§ * allein in 
eindeutiger Weise ausfiihren; ebenso kann der andere Teil des Pro- 
zesses f, die Transposition, fiir sich allein ausgefiihrt werden: Ist F 
entweder eine Matrix oder ein Differentialoperator, so schreiben wir 

Tie ees Wap (7) 
Bei Differentialoperatoren ist der transponierte Operator F’ dasselbe wie 
der adjungierte in der gewohnlichen Bezeichnungsweise. Gewohnlich — 


definiert man nimlich®) den adjungierten Operator M zu F statt durch 
(3) durch 


l 
Fy —yMe = =); (8) 


dann ist die Selbstadjungiertheit von F notwendige und hinreichendell 
Bedingung dafiir, da8 die Differentialgleichung 
Hp We pia) (98 
erstens Eigenfunktionen g, mit der Orthogonalitatseigenschaft 
1 fir =m 


Jon Pm dz = Sam = i fir n + m Om 


besitzt, und zweitens als Lagrangesche Gleichung eines Variations- 
problems angesehen werden kann. 
Die Selbstadjungiertheit in dem durch (3) definierten Sinne ist da- 


gegen Bedingung dafiir, dah F'.@ — Wg = 0 erstens normierte Eigen- 
funktionen mit der Orthogonalitiitseigenschaft 
| en pda = Sami (11) 


besitzt und zweitens als Bedingung fiir die Stationaritit des iiber das 
Grundgebiet von « erstreckten Integrals einer hermitischen (statt quadra-_ 


*) Es ist fo’ +f'g = (f9)', 
[Sica W, -Omeeal TO Sul 


EO a awe 
*) Vgl. Courant-Hilbert, 4.Kap., § 8 


Sore iar 
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_ tischen) Form von g und den Ableitungen g,, gzz, -.. aufgefabt werden 


kann. Der Beweis dieser Behauptungen ist leicht zu erbringen. 
Fordern wir niimlich, dali das Integral 


n 


4 d* d! ~* 
J (gp; 9*) = | SS an @) 7 dx (12) 


mit hermitischen Koeffizienten 
* ; 2 
Ay (%) — 7x (7) (13) 
stationar sein soll, und zwar gegeniiber infinitesimalen Variationen, bei 
denen die als zueinander konjugiert angenommenen Funktionen g und g* 


unabhiangig voneinander variiert werden, so haben wir dafiir zu sorgen, 
daS in 

T(p +64, 9* + 06) =I, p*) + 60,J + 08,5 +69... (14) 
bei bis auf Randbedingungen willkiirlichen Funktionen y («), € (#) die 
beiden Variationen 0, J und 0,J Null werden. 

Nun ist 


k 
=|Suo% ooo as, (15) 


dak d et 


und nach der Hilfsformel (3) erhilt man bis auf Randwerte, die bei 


homogenen Randbedingungen verschwinden: 


iJ = \[s oF) an@ 72] bax (16) 


so daB wegen der Willkiirlichkeit von € (a) die Forderung 0,J = Oezu 


Bae 1) (7, Y an) (4 ) p= L-p =0 (17) 


fihrt. Aus 0,J — 0 wird eine entsprechende Gleichung fir *, die 


jedoch gerade wegen a; = ax, mit dieser gleichbedeutend ist. Die 
Gleichung Lg = 0 ist nun aber in der Tat eine in unserem Sinne 
selbstadjungierte Gleichung: 
d 
yLbe—elty——" (+++), (18) 


wie man leicht erkennt. 
Diese Betrachtungen kinnen sofort auf mehrere unabhingige Ver- 
anderliche « iibertragen werden. Kine Verallgemeinerung unserer den 


 Realititsverhiltnissen der nicht-relativistischen Mechanik angepabten De- 


finitionen ist jedoch erforderlich, wenn man die relativistische Mechanik 
behandeln will. Mit den Koordinaten 2, %, Vg, % = % Yr #; ict er- 
ginzen wir unsere friihere Definition der Operation + dadurch, da jede 
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Tensorkomponente, die m-nal den Index 4 besitzt, mit (— 1)” zu multi- 
plizieren ist. (Anders ausgedriickt: der in der Definition von + vor- 
gesehene Ubergang zu konjugiert komplexen Zahlen soll nicht vor- 
genommen werden, soweit es sich um von Natur rem imaginire Gréfen 
handelt.) 

In dem so definierten Sinne ist dann auch die relativistische quanten- 
mechanische Wellengleichung, wie sie von Klein, Frenkel, Schré- 
dinger, Fock und Kudar aufgestellt wurde, selbstadjungiert, was hier 
als ein Beispiel zu unseren Betrachtungen erwihnt werden mége: 


0 grees 0 e 
SIO AY pean ee ears 2 2 om — 0. 19 
Cope CON (ee DJ p + me “J Cy 
Sie gehért zu einem hermitischen Variationsproblem der oben erliuterten. 
Art, naimlich 
| Q@, pt) dx > stationir (20) 


(dz = dx, da, du, dx,) 


mit 1) 
hW? Op Ogt eh Ogt dO®@ 
( — 2 : 1 Se ip k 
2 (p: 9") 4x? Oxk Om, Fale Oak pu") ® 
2 
ia (> ©, DE + mc) pail (21) 
Es legt nahe, mit einer (reellen) Konstanten C statt dessen das Varia- 
tionsproblem 
(C 
| icc F,, F*' — Q(q, y')| da — stationir (22) 
mit ; 
0D, O®, : 
Be a> et ey 


zu betrachten, und dieses auch zur Bestimmung der ®;, zu benutzen. 
Man erhalt dann als Erginzung der quantenmechanischen Wellengleichune 
die Maxwellschen Gleichungen 


OF e h Oot fe) ‘ _@ ; 
(955 ane) +25H@ pt) (24) 


Ov c2xi 
mit einem Viererstrom 
Lje h Ogi Og My a 
0 ( — ') | 2 — pk T)P 25 
Cle Qi PF Dap Oa, ? ae CM? )| oa 


1) Hierauf wurde auch in einer soeben erschienenen Arbeit von W. Gordon. 
ZS. f. Phys. 40, 134, 1926, hingewiesen. 
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Man kann nach Klein‘) und Fock?) die obige Wellengleichung 


- reell machen durch Einfiihrung von 

Bi 25 
u = ge’. 

Es wird dann mit ae =— 10) 


0%, 


6) moO. \/ oO eo a 
eee ek \( 2a 26 
{ (Ga, baa) (aa sat tm e & Oa? | a he) 
Die Maxwellschen Gleichungen verwandeln sich durch Einfihrung 


von u in: 


Geg? 


Oey ge Out Ow e , Ou dur 
On! ~~ c\Ou, Ox, | et Oa O%y 


Es scheint nun naheliegend, anzunehmen, dab die Funktion u (im Gegen- 


(27) 


satz zu q) natiirlicherweise mit der Realitétsbedingung w = w' anzunehmen 
ist; so daf man 
eae ORGY Ave ei ciel ° ot Ou 
m2 ox! | €Om\Oxn, =) 


erhalt. Nach diesen Zwischenbemerkungen be wir unser Thema 


(28) 


wieder auf. 

§ 4. Allgemeines iiber die Differentialgleichungen der Amplituden. 
Zum Beweise der mathematischen Widerspruchslosigkeit unserer Postulate 
wollen wir die Theorie — unabhingig von den Betrachtungen 
in § 2 — erneut begriinden, und zwar auf die Differentialgleichungen, 
die dort als Endergebnis erschienen. 

Es seien also a, f kanonische Verinderliche mit der Eigenschatt 


: ] 
Eo. 6) = «8 —Ba=e=a, und 
a =F (y= TpT, = 9(p,.9) = Tat, T=Toeo 
eine kanonische Transformation. Wir betrachten die Gleichungen 
(7 (eo a)tex, 5} PUB) =o, (2a) 
| \ Bigs 2b 
|9 wee B jes) =%; (2b) 
i) es 0, 3 
(r(eS a +ex5| 8) = (8a) 
La(es.a)—B | 98) =o. Gb) 


1) 0. Klein, ZS. t. Phys. 87, 895, 1926. 
2) V. Fock, ebenda 39, 226, 1926. 


~~ 
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Aus (2b), (8b) folgt in bekannter Weise die Orthogonalititseigenschaft 
fp (a, BY v* G@, B') dg = Oprpr. (4) 


Man kann nun zwar bekanntlich im allgemeinen einer Funktion von 
zwei Veranderlichen nicht zwei partielle Differentialgleichungen gleich- 
zeitig auferlegen. Wir werden aber in § 5 beweisen: Die — bereits 
gemachte — Voraussetzung, da& die «, B mit den p,q durch eine 
kanonische Transformation (1) zusammenhingen, ist not- 
wendige und hinreichende Bedingung fiir die Lésbarkeit 
von (2) [und von (3)]. 

Nehmen wir in (2b) fiir 6 die Energie W, fiir gy die Hamiltonsche 
Funktion H (p,q) eines Systems, so erhalten wir gerade die Schré- 
dingersche Schwingungsgleichung?), die der klassischen Hamilton- 
Jacobi-Gleichung entspricht. Zu (2b) tritt (2a) als zweite Gleichung. 
In dieser Gleichung haben wir unter f die Zeit ¢ (als Funktion der p, q) 
za verstehen. 

Bekanntlich hat de Broglie bemerkt, daS die Gruppen- 
geschwindigkeit der Phasenwellen eines freien Teilchens gerade 
gleich der Korpuskulargeschwindigkeit ist. Herr Flamm?) hat gezeigt, 
da8 diese Bemerkung sehr verallgemeinert werden kann. Man erhiilt 


aus der quantentheoretischen Wirkungsfunktion S — elng die Be- 
wegung einer engen Wellengruppe durch 
0s M 
pi ae (5) 


was formal genau der klassischen Punktmechanik entspricht. Schreibt 
man diese Gleichung fiir m statt S, so kommt 


oF a 
tm = 0 ) 
SOW. pe aay (6) 
was mit (2a) uiuBerlich identisch ist’). 


Die statistische Deutung der Schrédingerschen Funktion in Ver- 
bindung mit dem friiher festgestellten Symmetriegesetz der Wahrschein- 


1) Entsprechend der neuerdings von Schrédinger eingefiihrten Bezeich- 
nungsweise wollen wir diese Gleichung als Schyinguusseloichune von der eigent- 
lichen Wellengleichung (mit Stimivienten W) unterscheiden. 

*) L. Flamm, Phys. ZS. 27, 600, 1926. 

3) Jedoch ist die Schrédinger-Flammsche quasiklassische Deutung 
dieser Beziehung mit der Formulierung (2a) natiirlich nicht vertraglich. 


es 


eT ee ee 
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| lichkeiten liefert auch eine physikalische Begriindung der Rand- 
_bedingung, durch welche Schrodinger die LEigenwerte festlegt. 
4 Betrachten wir namlich die zu einem .,ungequantelten‘ Energiewert 
. gehérige Schrédingerfunktion, die im Unendlichen des g-Raumes unendlich 
| wird, so sehen wir: Die relative Wahrscheinlichkeit fiir gewisse endliche 
| q-Werte ist bei ungequantelter Energie unendlich klein (gegeniiber der 
| Wahrscheinlichkeit, da die q unendlich sind). Folglich ist nach dem 
- Symmetriegesetz umgekehrt, wenn die q unendliche Werte haben, die 
: Wabhrscheinlichkeit einer ungequantelten Energie gleich Null. 

Die Schrédingersche Wellengleichung mit eliminiertem Energie- 
parameter erhalten wir gleichfalls als Spezialfall unserer Gleichungen (2) 
und zwar diesmal insbesondere (2a), indem wir fiir B die Zeit t, fiir g 
die als Funktion der p, gy dargestellte Zeit ¢ (p, q) und entsprechend fiir f 
die Hamiltonsche Funktion H(p, q) wahlen. 

Es mag noch darauf hingewiesen werden, daf die Gleichungen (2a), 
| (8a), allgemein eine ,Kontinuititsgleichung* nach sich ziehen, wie 
| sie fiir spezielle Falle von Born, Schrédinger und Madelung an- 
- gegeben wurde. Es ist naimlich 
0 


7 Ve ih ie Utena beh a oagiee (7) 


) ein yollstindiger Differentialquotient nach g. Ferner gilt eine Konti- 


) nuitatsgleichung 


0 ; 
CRUE Oa pyaar a (8) 
iB 04 
{ 
/ falls die Operatoren f und f vertauschbar sind. 
) Wir wollen endlich den singuliiren Fall ins Auge fassen, daf in (2) 
die Funktion g von q allein abhiingt: g = g(q). Dann heibt (2b): 


g (gq, B) = 9, auber fir B = 9 (q). 


: Entsprechend der physikalischen Bedeutung der Funktion g heift das: 
Es sei g(q) eine allein aus q durch symbolische Additionen und Multi- 
|. plikationen gebildete mechanische Gréfe. Dann ist der Zahlwert 
/ yon g(q) aus dem Zahlwert von q auf dieselbe Weise durch 
i gewohnliche Additionen und Multiplikationen abzuleiten. 

- Dieser Satz gibt die Rechtfertigung fiir einen der Hauptpunkte in 
| der Methode der q-Zahlen. Bei der Integration eines mechanischen 
| Problems nach der Methode der q-Zahlen werden z. B. (soweit es moéglich 
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ist) Wirkungs- und W inkelvariable J,, w, eigefiihrt, und es werden als 1 
beobachtbare GréBen lediglich Funktionen der J, allein angeseben — . 
(z. B. Energieen; Ubergangswahrscheinlichkeiten). Ist eine solche | 
Grobe f (J) als Funktion der q- Zahlen J bestimmt worden, so geht — 
man zu den mebbaren Grofen iiber, indem man die J durch gewohnliche | 
c-Zahlen ersetzt. Ahnliche Regeln miissen angewandt werden in der ‘_ 


4 


relativistischen Mechanik, wo die Gleichung >) pz + m?c? = 0 zunachst © 


41 
in einem scheinbaren Widerspruch mit den Vertauschungsregeln steht, 


der jedoch nach Dirac’) formal in ahnlicher Weise behoben werden — 


kann, wie aus der q-Zahlenfunktion f(J) eine e-Zahlfunktion zu ge- 


winnen ist. Auch ist in der q-Zahl-Behandlung des Comptoneiiekts i 
nach Dirac (a. a. O.) ein ahnliches Verfahren durchzufithren. Der obige — 


allgemeine Satz liefert eine physikalische Rechtfertigung dieser formalen 


Regeln. 


§ 5. Mathematische Theorie der Amplitudengleichungen. Wir wenden % 


uns nun zur mathematischen Untersuchung der Amplitudengleichungen (2). — 


Wir werden dabei teilweise Uberlegungen wiederholen, die wir von 4 


einem anderen Standpunkt aus schon in § 2 angestellt haben. 


Wir wollen an den Gleichungen (2) eme neue Transformation 


Pe pil, Q), ge. ) (9) 
austiihren, welche durch 
p=] SPS. G= SOS) S = SEY) (10) 


darstellbar sein mége. Durch (9) moge 


f(p,4 (P,Q), g(a = 6, e% (1) 
werden, und wir betrachten die Gleichungen 
lie Da 
[F (<2. e)+ e519 @B) = 0. (12a) 
| A ae ‘ 
le(ey@)—8 }o@p=0. (120) 


Man sieht, da8 die Funktion 


() 
S(e 59:0): 9 (2B) = 2@B) (13) 


1) Pp. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. 


ee 
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- diesen Gleichungen geniigt. Denn es ist nach (2), (10) mit S=§S (« as @) 3 
ii 
(ie slr(es 5g 9) +855 ose (0, 


ae 14 
a (2550) tesa} So. (14a) 
0 s-| ( o 6 s-1..g 
get cie ) =p} S- Sp (@,B) 
| = |¢ (« © 55:0) — Sg. (14) 
Wir kénnen dieses Ergebnis insbesondere anwenden fiir den Fall, daf 
(2D=—-4% ID =P (15) 
ist. Die Gleichungen (2) lauten dann 
0 ) F , 
| und haben die Liésung 
| a6 
Oe (17) 


da man nun durch geeignete Wahl von S wieder zu beliebigen F, @ 
iibergehen kann, so ist bewiesen, da die Gleichungen (12) bzw. die 
Gleichungen (2) unter der Voraussetzung (1) wirklich lésbar sind. 

Ein bekanntes Verfahren zur mathematischen Diskussion linearer 
Differentialgleichungen besteht darin, daf man die Lisung g (y) von 


1(s.9)-9 = 0 (18) 


) ansetzt in der Form 


py) = JO @erde, (19) 
und nach dieser Laplaceschen Transformation aus (18) eine Diffe- 
rentialgleichung fiir @® gewinnt. Wir werden dies Verfahren in einer 


_yerallgemeinerten Weise anwenden auf die Gleichungen (2) und dabei 


zu einem Ergebnis kommen, das sehr kennzeichnend fiir die merkwiirdige 


 mathematische Natur dieser Gleichungen scheint. Statt der Funktion e”? 


im Integrale (19) werden wir namlich eine allgemeinere Funktion y (2, y) 
von zwei Variabeln benutzen; und wir werden sehen: Wenn 4 zwei 
Gleichungen derselben allgemeinen Form wie die Glei- 
chungen (2) fiir m befriedigt, so sind auch die transformierten 
Gleichungen fiir ® wieder von derselben Art. Diese mathema- 
tische Tatsache wird uns dann sofort erkennen lassen, da die Lésungen 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XL. 55 
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der Gleichungen (2) wirklich genau die von unseren physikalischen q 
Postulaten geforderten Eigenschaften besitzen. 4 

Wir wollen also die Lésung o (q) = @ (q, B) von (2) darstellen in § 
der Form 


9) = {®@Oz(@, 948. (20) | 
Unser mathematischer Satz lautet: Wenn °(Q,q) den Differential- | 
eleichungen 
| | 0 xo i = ‘ 
[p'(e5g @) +eg,| 1 Qo = 0, (21a) 
Sart Nee ——()) . ‘ 
(es e)—a lr@wo=t (21b) 


geniigt (die genau von der Form (2) mit pt, p* statt /, g sind) so ergeben 
sich aus (2) als transformierte Gleichungen fiir @(Q) — ®(Q, B) gerade 
die Gleichungen (12). Dabei sind nur noch einige Voraussetzungen tiber 
das Verhalten der Funktionen an den Endpunkten der Wertekurve von @ | 
zu machen. . 

Es scheint iibersichtlicher, zam Beweise etwas andere Bezeichnungen 
einzufiihren, namlich # statt Q und y statt q zu schreiben. Wir be- — 
merken zunichst, daB8 aus (21) allgemein 


ym(—e es) x (0) = v"(e& ") gim(e 2 s)x@a) 22), 
, Oy Ox’ On ; | 
folgt. Fiir die weitere Uberlegung denken wir uns pi” gi™ in die Form — 
4 Uae i 

ry ee > ut (@) (¢ <) 23) 

gesetzt. Vermége der Hilfsformel (6) aus § 3 ersieht man me dal 
ome 2) red = now DS (62) mu @)-@@) + 5-6) Cd 
ist. Nun ist aber offenbar 


also 


D0) (02) pn) =n a"(e X20) m(e S2) ) + 6-9, 26) 


und diese Gleichung lehrt unmittelbar: Wenn (x (---)da verschwindet, 
By 
so geht in der Tat (2) durch den Ansatz (20) in (12) itiber. 
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; 
Der Beweis, daS, wenn y den Gleichungen (21) geniigt, durch die 
p Transformation (20) die Gleichungen (2)-in (12), oder genauer: (2a) in 
*(12a) und (2b) in (12b) iiberfiihrt werden, ist getiihrt worden, ohne daf 
1 die in (10) ausgedriickte Voraussetzung, (9) sei kanonisch, benutzt wurde. 
Wir werden jetzt einen Operator S konstruieren, der die Gleichungen (10) 
erfiillt, und zwar wiederum, ohne die Existenz eines solchen Operators 
“yon vornherein vorauszusetzen. Es wird deshalb durch unsere Kon- 
)struktion zugleich bewiesen werden, da die Gleichungen (21) sich 
: widersprechen mitissen, wenn (9) nicht kanonisch ist. Damit haben wir 
‘dann auch den versprochenen Beweis geliefert, dab (1) notwendige 
: Bedingung fiir die Lésbarkeit von (2) ist. 
Wir nehmen an, (20) habe eme Umkehrung 

D(x) = |p OE) dz. (27) 
; Diese Annahme bedeutet nicht mehr als die AusschlieSung singularer 
-Ausnahmen. Die Gleichung (20) ist mit dem Operatorsymbol 
: V= (dey@,y).- (28) 
zu schreiben als 
: gy (x) = V.O(@); (29) 
“die umgekehrte Gleichung D(x) = V-1q(#) mu mit (27) eleich- 
bedeutend, also 


—— fae.E(@,2)... (30) 
é sein. 

Nun ist nach (20), (24), (27): 

a) fa} n 

i y™ (« xi) py) 

f) Oe vet 

| — | dx y (x, y) a” (« aye oD) pn (« Fae r) | dz€(e,2)p(z), (81) 


' oder in der Schreibweise (28), (29), (30): 


\v" (« 5) Vq" (« 5 ) Di (« a u) a gy) = 9. (82) 


Da diese Gleichung jedoch fiir willkirliches @ (y) giiltig ist, so kann 
man daraus schlieSen auf die Operatorgleichungen: 


== VG) (« a v) in, 


y 
0 ( 0 ) ¥- 
—=—§« i et V Ly 
& av Vp \é ay y 


Oe MO EF Des Nae! 


(33) 


eS ES Le A) ba See a pe eeeen 
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aus denen man den gesuchten Operator S als 
Sy) rs (34) 
entnimmt. 
Wir wollen nun ein festes Paar «, 8 kanonischer GréSen wahlen. 
Jeder GréBe 7 — T (a, B) kann dann ein Operator 


T=T(c i x) (35) 


On’ 


zugeordnet werden, den wir als Operator der Grofe 7 in bezug auf 


ow, 8 bezeichnen. Wir nennen ferner, wenn (1) gilt, die Lésung g (2, B) — 


von (2) die Amplitude von 7 in bezug auf a, B. 


4 
Entsprechend ist dann die Lisung w(a, 6) von (3) die Amplitude — 


der kontragredienten GroBSe T zu T in bezug aut «, B. 
Die obigen Feststellungen zeigen dann: Der Operator 
{ ax. we, Y) =. - (36) 


ist gleich 7-1 [vgl. dazu die mit Gleichung (34) abgeschlossenen Uber- 
legungen, die Entsprechendes fiir S beweisen]: 


D1 (65 0) = [avo ue (37) 
Ox 
Aus (4) ersieht man jetzt: Ist 
i de-guy, 4B) Aeon (88) 
so wird 
TAL = (do.v@,y(de.9@2---=1, (39) 
also 1) 
r( a i — | as Yy, %) : 40) 
2,2) = (ae 9o9 


Die Gleichungen (37), (40) zeigen, dai die Amplituden in der Tat die 
vom Postulat B in § 2 verlangte Eigenschaft besitzen. 

Entsprechend (37), (40) erhilt man fir die kontragrediente 
Gribe 7: 


7 (¢ o0) = far.v, GO) Bare (41) 


T-i(e ee ") — [da.g* (Cie) ee (42) 


1) Da man, wie wir spiter sehen werden, fiir eine sehr allgemeine Klasse 
von Fallen die Lisungen von (2) explizit angeben kann, so sind in (37), (40) 
eine grofe Fille von Integralumkehrformeln enthalten, die zum Teil auch 
vom rein mathematischen Standpunkt bemerkenswert sein diirften. 


“ 
i 


{ 


tia ig eat 


iy M, M, die Matrix 


er ieee Niet eee ee aco ey ER: sen 
= LD 
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: Nach Born und Wiener!) bezeichnen wir die Funktionen g, y*, 


w, p* auch als erzeugende Funktionen der Operatoren 7’, 


Aus (87), (40) ersieht man ferner, da$ der auf Funktionen € (#) von x 


3 wirkende Operator 


TT—! = |{dydzg(e, 9) v*(m, 9) --- (43) 


| gleich dem Einheitsoperator ist, so daS also 


fay. 96 y) VF (a, y) = Ox (44) 
so da8 zur Orthogonalitiitsrelation (4) noch die zweite (45) hinzutritt. 
Ist p (a, y) die Amplitude von T in bezug auf a, B, und O(z, y) 


die Amplitude von 7S in bezug auf «, B und S (« ay x) der Ope- 
x 


rator S in bezug auf «, 8, also gemiB (40) 


Bless | a2. BO.2) -- (46) 


worin g(a, y) die Amplitude von S in bezug auf , B ist, so gilt nach 
(13) das Multiplikationsgesetz 
D(z, y) = j p (x, 2) gp (2, y) de. (47) 
Wir haben hier die in § 2 durch Postulat C bzw. Gleichung (14) ver- 
langte Eigenschaft der Amplituden bestatigt. 
Sind IM, (a, y), M, (a, y) zwei Matrizen, so pflegt man als Produkt 
M, M, die Matrix 
j M, (a, 2) M, (z, y) dz (48) 
zu bezeichnen. Nach den oben eingefiihrten Bezeichnungsweisen ist es 
jedoch zweckmiaBiger, dieses Produkt (48) gerade mit M, M,, also mit 


M, M, (x,y) = M, (, y) M, (a, 2) dz (49) 
zu bezeichnen. Diesen Gebrauch wollen wir im folgenden festhalten. 
Nach unserer Definition (49) heiBt (47), daB bei der Multiplikation 
‘gweier GréBen sich ihre auf feste «, B bezogenen Amplituden in gleicher 
Weise nach dem Multiplikationsgesetz der Matrizen multiplizieren. Wir 
wollen deshalb g (x, y) auch als die Matrix erster Stufe von 7 in 
bezug auf o, 6 bezeichnen. 


gebnissen ist die kinematische Beziehung zwischen 
§ 2 vollstandig bestimmt, 


Nach unseren Er 
zwei GréSen q und f erst dann im Sinne von 


1) M. Born und N. Wiener, ZS. £. Phys. 36, 174, 1926. 
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wenn auch die zugehérigen Impulse p und @ genau definiert sind. Nun 
ist durch Angabe von # allein der Impuls & nur bis auf eine additive 
Funktion von fp festgelegt: mit « erfiillt auch o& — & + b() die Ver- 
tauschungsregel [a’, 6] == [«, 6B] — «, und es ist deshalb durch Angabe 
von q und # allein die Amplitude g (a, y) fiir g =a bei B = y nicht 
eindeutig festgelegt. Es besteht jedoch die fundamentale Tatsache, dab 
trotzdem die Wahrscheinlichkeit 

p(t, Y) VF (a, y) (50) 
selbst invariant gegeniiber den méglichen Anderungen von p und & ist. 
Wird namlich statt des Impulses p ein anderer Impuls p + b(q) gewahlt, 
so tindert sich g(x, y) unter Einwirkung eines Operators 7’ der Form 


= ee) (der also é€ es nicht enthilt ) ; und w* (a, y) indert sich 
@ / 


unter Einwirkung von 7''-1. Ganz ebenso lift auch der Ubergang von 
o« zu % + 0(B) die Wahrscheinlichkeit (50) invariant. 

Die Gleichungen (2) sind sofort zu lésen, wenn die Transformations- 
gréBe T in (1) bekannt ist. Und zwar erhilt man in diesem Falle nach 


unseren Formeln 


Lao Qanee 

9 (4, p= |e ook (—s2F)et ds (51) 

oder, wenn 7'(p, q) in der Form 
T (P, 4) = > Un (P) Om () (52) 

n 
gegeben war: 
Bead og 

9 (4; 8) ale 2 T (— $,.ip)e? .d 8. (53) 


Statt dessen kann die Transformation «, 6 — p, q auch in der Form 


S(p, B) = SS fr (P) In (8) = v B— S* (», p.| 


54 
ay os as Oe 
(= ee lf = 
0B : Op 
gegeben sein. Nach friiher mitgeteilten Formeln?) wird dann 
os EL Os —s, p)+sP sp 
(a B) = fe Free po) Moke dé 
1 
— — {sq+S(—s8, f) 
ees Pa (55) 


Einige spezielle Faille erlauben eine unmittelbare Integration. Es 
sel z. B. mit reellen a;7: 


P= Gy Pa Q, 7 = a, P+ dy Q; (56) 


1) P. Jordan, ZS: f. Phys. 38, 513, 1926. 


Oe 
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das ist kanonisch, wenn 


| | 
| Aq FH | 


| Ugy Ugg | ( 
- Dazu gehéren die Differentialgleichungen 
0 () a 
é dy @y) = (— Le + Ay n) 1 (%, ¥), (58 a) 
0 fe 
: YX (a, a) = Wess Ao, € Ou +P Alyy | ny (a, y); (58 b) 
) id 
' die fiir a,, - O die Lésung 
i 2—9 ay 2 
1s 9) as (59) 
besitzen. Ein anderer sehr eintacher Fall ist 
) ee ees (60) 
p.! : 
_ Man erhalt (17) in der Form 
; 0 —1 
== “Oy ys (@, Y) = — (< 4 ne (x, Y), (61 a) 
Y 4 (&) Y) = —& (« S * (a, Y) (61 b) 
= 4 F Nag Ou ; 
~ oder 
o? : 
: Be aay oe 9 =1@ 9) (62 a) 
ae 
é Y 4, (&; y) = —2(6 Au ) xl, y)- (62 b) 


5 Man sieht danach, da die Ableitung & y (a, y) eine Funktion Fw Y) 
a %. 
i des Produktes wy sein und der Gleichung 
i 
F'®).t+PO+GFO =? (63) 


geniigen muS. Man kann danach in der Tat leicht ein y (a, y) bilden, 
. das den vorgeschriebenen Gleichungen gentigt. 

i § 6. Konstruktion der Matrizen eweiter Stufe. Wir definieren 
: weiter die Matrix zweiter Stufe einer GréBe S in bezug auf die 


Db tint GréBene’, B'; T;0,B. Ses (« ie *) der Operator der Gréfe S 


[ 

hi in bezug auf a’, B’ und g (#, y), W(a, y) die Amplituden von 7, 
bezug auf «, B, dann bezeichnen wir nach dem Vorbild is von 
4 


> 
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Schrédinger, Pauli und Eckart angegebenen Zuordnung von 
Matrizen zu Operatoren als Matrix S die Funktion 


Sy, j= |9e y) S(é 2) ¥ 2) da. (1) 


Mit Hilfe der Amplitude s(a#, y) von S in bezug auf «’, 6’ kann man 
dafiir auch schreiben 

Sy, 2) = |[dadég@, y) 8 (a, &) p* &, 2); (2) 
man erkennt, daS die Zuordnung von S(y, 2) zu s(a, y) nichts anderes 
als die von Lanczos?) angegebene Zuordnung von Funktionen s(#, y) 
zweier Verdinderlicher und Matrizen S(y, z) ist. Man kann ferner, da 
ja die Matrix erster Stufe w*(a, y) die Reziproke der Matrix (a, y) 
ist, die Gleichung (2) als Matrizengleichung in der Form 


S=@*s¢ (3) 
schreiben. Durch die reziproke Transformation 
== @ s ee (4) 


kehrt man von S zu s zurtick; es entspricht dies bei Lanczos dem 
Ubergang von einer Matrix zur zugeordneten Funktion von zwei Ver- 
anderlichen. 

Als Folgerung ergibt sich aus (3), daB die auf feste a’, B’; T; a, B 
bezogenen Matrizen zweiter Stufe sich in ihren Additionen und Multi- 
plikationen isomorph zur symbolischen Addition und Multiplikation 
der mechanischen GréSen verhalten. 

Man sieht ferner aus (3), daS in Wirklichkeit kein eigentlicher 
Unterschied zwischen Matrizen erster und zweiter Ordnung besteht. 
Trotzdem ‘scheint ihre Unterscheidung deshalb zweckmifig, weil die 


GréBe (3) als Matrix erster Stufe, d.h. als Amplitude einer Zustands-— 
wahrscheinlichkeit betrachtet, eine wenig interessante Bildung ist, wahrend — 


sie in anderer Hinsicht eine einfache physikalische Bedeutung besitzt 
(vgl. § 7). ' 
In der Schrédingerschen Theorie werden die Heisenbergschen 
Matrizen abgeleitet als Matrizen zweiter Stufe, die sich auf Gréfen o’, 6’; 
T; a B gemab 
(a', BY; T; 0 B) = (y, a; +; Wt) (5) 
beziehen, wo p, q Impuls und Koordinate im gewohnlichen Sinne, W die 
Energie, ¢ die Zeit und + die Transformationsgréfe derjenigen kanonischen 
Transformation ist, welche p, gq in W, ¢ tiberfiihrt. 


1) K. Lanczos, ZS. f. Phys. 85, 812, 1926. 
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Anders als in der Schrédingerschen Theorie, aber ebenso als 
-Sonderfall in unserer allgemeinen Konstruktion enthalten, ist die Born- 
-Wienersche Matrizenkonstruktion, die. hier etwas naher betrachtet 
werden mige. 


In der Born-Wienerschen Theorie werden alle Operatoren aut 

W, t bezogen. Halten wir in der Schreibweise fest an der Voraussetzung 
eines kontinuierlichen Wertebereichs der Energie W, und betrachten wir 
eine GréSe A, die — klassisch gesprochen — als Fourierintegral der 
Zeit t darzustellen ist, so kénnen wir ihren Operator in bezug auf W,t - 
“in die Form 


0 
A= A(e5,,t) = [at.ae Dwone (6) 


mit einer erzeugenden Funktion a (s, t) setzen, die ihrerseits von der 


Gestalt 
Wos—Wot 


a(s,t)=[[b@ ee * dede (7) 


ist; darin ist die Energie W, eine Funktion der ,Quantenzahl* o. Aus 
“dem Operator A bildet man die Matrix A(V, W) zweiter Stufe nach 


dem Schema 
| Vt wt 


eae GN? 0 Wet 

A(V, W) = | e A(es, the © dt. (8) 
Ot 

Das ist in der Tat ein Spezialfall unserer obigen allgemeinen Matrizen- 

| konstruktion. Wir sehen: Sei R die Matrix mit der erzeugenden 


Funktion i und mit der Eigenschaft 
W—ROtR,t — —R'IWR, 

ann koénnen wir die Theorie von Born und Wiener — ebenso wie 
wir die Schrédingersche Theorie durch (6) kennzeichneten — be- 


| zeichnen durch 
(o’, B'; T; % B) = (W,t; R; W, ?). 

Nach Born und Wiener soll nun die Funktion in (7) nichts anderes 
/ als die Heisenbergsche Matrix von A sein, wodurch dann gewahr- 
leistet wird, daS auch die Matrix A(V, W) [bei etwas anderer Normie- 
/ rung als in (54)] mit der Heisenbergschen Matrix iibereinstimmt. Wir 
| werden sehen, wie sich diese Tatsache zwangliufig aus unseren all- 
i gemeinen Prinzipien ergibt. 

| Die erzeugende Funktion a (s, t) des Operators A muf die Amplitude 


von A in bezug auf W,t sein. Wir wollen priifen, ob sie wirklich in 
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entsprechender Weise unseren Differentialgleichungen (2) geniigt. Zur | 


Aufstellung der Gleichungen (2) fiir den jetzt betrachteten Fall setzen 


wir gemii unseren friiheren Formeln 
Wika 2A oA lene), 
t= AwA~*= 9%, w)- (9) 
Wir kénnen danach die Funktionen /, g definieren durch 
AW A> e= fCW id), (10) 
At A! = 9(W;%) (11) 


und erhalten die Gleichungen (2) ftir unseren Fall in der Form 


lp ¢ we 
(a) —\a(s, t) = 0, 
ee)egen—o] 
o {a(¢ eS S,8)—t} ats) = 0. 
Die Lésung ist nach (53): 
x at 
a(S; 1) == pe = ryan a, t) er ®-da; (13) 33 


dabei ist die Funktion A (— 2,¢) von zwei Zahlvariablen «,¢ so definiert, 


da8 in A(W, t) als Funktion der g-Zahlen W, t, nachdem es in die Form 
A(W, th = San (W) bn © (14) | 
n | 


gesetzt ist, die q-Zahlen W,t durch c-Zahlen — x, t ersetzt werden. 


Nach unserer obigen Voraussetzung kann die GréSe A(W,#) mit | 


Hilfe kanonischer GréBen J,w in die Form 
A(W,t) = [beGyarterde (15) 


gesetzt werden, wobei 
OH 


ist. Nach Pauli?) kann man dann A umschreiben in 


ong HO-HU—h , 


A(W, 1) = [be (I)e may Ch ae ee 


worin die Bezeichnung 


elas Ma — SS uy us (18) 


ao. 7%! 


1) Vgl. P. Jordan, ZS. f. Phys. 37, 376, 1926. 
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Ot 


: gebraucht ist. Also erhalten wir, wenn wir wieder W,, fiir die Hnergie 
als Funktion der Quantenzahl 6 schreiben: 
; Wos— Wo—ct 
| WG, t) = |] WO) init. Nazde. (19) 
Nun wird in der Theorie der g-Zahlen gezeigt, daB b,(@) in (15) gerade 
der Heisenbergsche Matrizenkoeffizient B(o +t, 6) der GréSe A ist. 
Folglich ist die Behauptung wirklich bewiesen. 
Mi Wir wollen zum Schlu8 dieses Paragraphen noch den Beweis eimes 
' allgemeinen Satzes aus (13) entnehmen. Wir bilden die Matrix zweiter 
_ Stufe einer GréBe S erstens in bezug auf 
(p, a; R; a, B) 

und zweitens in bezug auf 
(, B; BR’; o B); R' = RT. 
“Der Satz lautet: Beide Male entsteht als Matrix dieselbe 
Funktion von zwei Verinderlichen. Der Beweis ergibt sich so 
‘ unmittelbar aus (3) und unseren immer wieder benutzten Formeln, dab 
eine nihere Erlauterung iiberfliissig scheint. 
| Vorauszusetzen ist natiirlich fiir den Satz, daf die Amplitude von FR’ 
in bezug auf «, 8 regular ist. Fiir Palle, in denen das nicht mehr gilt, 
 kénnen wir jedoch behaupten: die Matrizen -ein und derselben GréBe in 
 bezug auf 
(Lhe TDA Bie as ce, B) 
und auf 
(U-14U, U-1BU; V; «, 8) (19) 
‘sind gleich, wenn 
} RT=VU (20) 
ist. In allen Fallen wollen wir kurz von Matrizen in bezug aut 

(R T; «, B) baw. (VU; 0, 3) ust. (21) 
sprechen. (GemiB der Schré dingerschen Konstruktion sind die 
Heisenbergschen Matrizen bezogen auf 
. (cz; W,0), (22) 
wenn r wieder die GréBe ist, welche die gewohnlichen p,q in W,¢ iiber- 
 fiihrt. Im Falle klassischer Mechanik bei Abwesenheit eines Magnetfeldes 


0 YD 
I ist nicht nur H — Ht, sondern auch H (« ag 4) erie (« OG 4): und 


. es kann dann auch rt = t* gewahlt werden. Folglich sind die Matrizen 


dann bezogen auf (23) 
ai (1; W, ?). 


‘ee 
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§ 7. Quantenspriinge. Man hat bislang unter Quantenspriingen’ 
lediglhch zeitliche Zustandsénderungen verstanden, die man sich als” 
unstetig erfolgend vorstellte. Die allgemeinere Gestalt, welche die 
Quantenmechanik im vorangehenden erhalten hat, 148t jedoch auch diese 
Vorstellung der Quantenspriinge als Sonderfall einer wesentlich allgemeiner 
verwendbaren und naturgemaf erscheinenden Vorstellungsweise erkennen. 
Dies soll im folgenden dargelegt werden. Es mag erlaubt sein, dabei 
jetzt sogleich auf ein System von / Freiheitsgraden Bezug zu nehmen. 

Seien also ‘ 

Wy Vo9+ ++) QU (1) 
1 GréSen, die alle mitemander vertauschbar, aber auch alle unabhingig 
sind, so da man konjugierte Impulse 


Py Por-++yP1 (2) 

zu ihnen bilden kann, und seien entsprechend 
Bis Boy ++ +5 Bi (3) 
weitere / vertauschbare unabhingige Gréfen mit konjugierten Impulsen 
Cy Uys +++) Oy. (4) 
Alle diese 47 GréSen wollen wir uns der Einfachheit halber als in 


stetigen Wertebereichen veranderlich vorstellen. 
Mit Hilfe eines geeigneten 


L (P, 4) = Ty, Por- ++) Pts Wy) Gore) H) (5) 
kann man schreiben 
Oe = fe(P,g) = Tp, T~',| 
Be = (7,9) = Ty, T-2.| 
Durch die Differentialgleichungen 


) Ox) 
é=—, Sa | COC) == O). 7a 
(felt 5p) +895. | 9B) (7a) 
(te (tno 2 aoe a 7b) 
(Fog?! Bry p (@, B) = (7b) 
wird dann die Amplitude | 
9(%,y) = QD (G11 Lg, >= 5 Uy; Yin ares Yi) (8) 
der Wahrscheinlichkeit dafiir definiert, daB 
‘ TiS (9) 
ist, wenn 


Br = % (10) 


G 
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it. Die Amplitude p fiir die gleichen q-Werte, aber infinitesimal ver- 
aderte 6-Werte weicht infinitesimal von der angegebenen Amplitude ab. 
Tenn wir z.B. nur eine einzige Gréfe B; um d; andern, so ist die 
atsprechende Amplitudenanderung 


PF) -ge 
op = 48; 55 9G: B) | 
: (11) 
Me tee 
: be) é B; i(ezo0a)-9 q; B)- 
) 


Gerin kann der Differentialoperator fi(e a a) in einen Integraloperator 
erwandelt werden; es wird dann 
dp = 4B;.\do.7;@,6) 9G: P)- (12) 

iese Formel legt eine anschauliche Deutung nahe: Man wird sich vor- 
tellen, da8 beim Fortschreiten von f; zu B; + 48; die q-Werte unstetige 
‘priinge machen, derart, daS mit einer Wahrscheinlichkeit, deren Ampli- 
ude durch y;(g.6) gegeben ist, das Atom von seinen urspriinglichen 
*_Werten, die gleich 6 waren, zu den Werten iiberspringt. 

Wir wollen noch die Ubergangsamplitude y;(q,6) etwas genauer 
petrachten. Sie geniigt den Differentialgleichungen 


i. 2 - 
) \a? Qx,/3 ‘ Oy;!| ae a 
(fajf—? — yj} 49 0) = 0, (13b) 
prorin f; den Operator 
| = e 0 : Z 
spdeutet. Dieser kann in der Form 
ae) fe] (o] of 0 s 
- ae y ~—,=£ ——F 1 és 1 
lesz?) T (e557) *9q7 ( 5%) Ch 
ae werden, und man sieht deshalb, da8 
0 (e] aa 
y; (2,4) = 2 oe 16 
| yj (€:9) r(x r)e ax,° z,Y) (16) 
ast, wobei 9 (x,y) den Gleichungen 
| p—a a LT o | : =— 0, 17 
} i é da TH eau o(@.y) (17a) 
: {T—? 2,7 — 94} o(,y) = 0 (17b) 


reniigt; es ist also 


2 (x,y) = ¥* 2), (18) 
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wenn w(a,y) die KErgainzungsamplitude zu g(a,y) bedeutet. Danach 
k6énnen wir endlich schreiben 


y(t, 9) = (dé. @ (@, 2) & v* 8). (19) 
Wir sehen also, daf y;(q,6) eme Matrix zweiter Stufe ist. Wie 
die Matrizen erster Stufe die Amplituden von Zustandswahrschein- 
lichkeiten sind, so sind die Matrizen zweiter Stuie Amplituden von 
Ubergangswahrscheinlichkeiten?). 
Herrn M. Born und Herrn W. Pauli bin ich herzlich dankbar fiir 
viele freundliche Ratschlige und Anregungen. 


Gottingen, Institut fiir theoretische Physik. 


1) Dai wir diese Ubergangsamplitude in (19) gerade in Form einer sehr 
speziellen Matrix zweiter Stufe erhalten haben, ist offenbar nur eine Folge davon, 
daf wir uns auf das fiir die gerade behandelte Frage bequemste System von Higen- 
funktionen y (x,y) bezogen haben. 
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| Die Serien des Argonspektrums. II. 
| Von K, W. Meissner in Frankfurt a. M. 


Mit 1 Abbildung. (Hingegangen am 16. November 1926.) 


 Fortsetzung der Analyse des Argonspektrums. Den 10y-'Termfolgen kénnen in 
_ Analogie mit dem Neonspektrum vier s- und 12 d-Termfolgen an die Seite gestellt 
werden. Nur wenige dieser Termfolgen lassen sich durch eine Formel darstellen. 
) Die vorliegende Arbeit bildet die Fortsetzung der vor kurzem mit- 
-geteilten Analyse*) des ,roten* Argonspektrums. Das Ergebnis dieser 
| Analyse war der Nachweis von zehn p-Termfolgen, die denen des Neon- 
-spektrums vollkommen entsprechen, auch hinsichtlich ihrer Zuordnung 
zu zwei verschiedenen Grenzen, deren Differenz nach dem Vorgang von 
’ Grotrian”) beim Neonspektrum als Differenz der M,,- und M,,-Grenzen 
 gedeutet wurde. Hine Bestiitigung der Richtigkeit dieser Deutung wurde 
inzwischen von Grotrian®) unter Verwendung der Messungen von 
LL. A. Turner‘) am Chlorspektrum gegeben. 
Im folgenden wird der Nachweis gefiihrt, dab sich den 10 p-Term- 
' folgen der Arbeit I 4s- und 12d-Termfolgen an die Seite stellen lassen. 
; § 1. Wellenlangenmaterial. Den Untersuchungen hegen neue 
- Wellenlingenmessungen zugrunde, die mit den in I erwihnten Apparaten 
» gewonnen wurden. Zum Teil konnten auch vorlaufige Resultate neuerer 
" interferometrischer Bestimmungen benutzt werden. Die Resultate der 
' Messungen sind in Tabelle 5 wiedergegeben: die interferometrischen 
fAverts sind durch Angabe von drei Dezimalen kenntlich gemacht, obgleich 
die Genauigkeit nur etwa + 0,005 A.-B. betragen wird, da die Dispersion 
des Phasensprungs nicht beriicksichtigt wurde und die Messungen erst 
mit kleinen Etalondistanzen durchgefiihrt sind. Die mit dem Gutter 
erreichte Genauigkeit betrigt etwa + 0,02 A.-E., bei schwachen Linien 
ist sie wohl etwas kleiner. Als Lichtquelle diente teils eine gewohnliche 
Argonréhre mit etwa 1 mm weiter Kapillare von Goetze in Leipzig, teils 
‘die in I beschriebene lange Réhre, mit der weit mehr Linien als mit der 


anderen zu erhalten waren. 
§ 2. Nach den Ergebnissen der Arbeit I sind zahlreiche ps- und 
rten. Wie schon in den zitierten Mitteilungen 
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pd-Kombinationen zu erwa 


| 1) K. W. Meissner, ZS. f. Phys. 37, 238, 1926; 39, 172, 1926 (die zuletat 
- genannte Arbeit wird im folgenden mit ..1* zitiert). 

z 2) W. Grotrian, ebenda 8, 116, 1921. 

8) W. Grotrian, ebenda 40, 10, 1926. 

4) L. A. Turner, Phys. Rev. 27, 397, 1926. 
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angedeutet wurde, wird diese Erwartung vdllig erfiillt. Diese Kombina- 

tionen bilden Gruppen konstanter Intervalle 4 v = 2 p;— 2 p, und lassen 

sich leicht aus der Gesamtheit der Linien des Spektrums aussondern. 
Durch die Wirksamkeit der j-Auswahlregel fallen von den nach 


dem Kombinationsprinzip miglichen zehn Kombinationen eines d- oder | 


s-Termes mit den zehn p-Termen gewisse Linien aus, wodurch eine Be- 
stimmung der j- Werte der betreffenden d- und s-Terme mdglich wird, 
da nach I die j-Werte der p-Terme schon festliegen. 

Folgende Kombinationstypen werden beobachtet: 


. 


Tabelle 1. 
j } | .0 1 2 3 4 
| Term } d- oder s-Terme 
0 1 x 
i Poe xX xX x 
2 D3 |i | OX x x 
I eng 
il Pa WOO eax BX 
0 ‘Deaealt fo ee 
2 |) Pe |] x x x) 
1 | Pq | x x x 
2 || x x | 
3 Po |i hyde eX 
1 | P10 il x & | x r 
Linienzahl .. . || 4 | 9 | 8 UE ba 


In Tabelle 6 sind die meisten so ermittelten Kombinationen ent- 
halten. Zur Anlage der Tabelle, die bei einem genaueren Studium der 
unten mitgeteilten Serien wertvolle Dienste leistet, ist folgendes zu be- 
merken: Die in der ersten Kolonne stehenden Zahlen sind die Nummern, 
auf die in der letzten Spalte der Wellenlingentabelle 5 verwiesen ist. 
In der zweiten Spalte stehen die inneren Quantenzahlen und in den zehn 
folgenden Kolonnen die Wellenzahlen mit Intensititsangabe. In der 
13. Spalte ist die Termgréfe, in der 14. die Termbezeichnung aufgefithrt, 
wie sie im folgenden gegeben wird. In der ersten Horizontalreihe sind 
die Symbole der p-Terme, in der dritten die ihnen zugeordneten j-Werte 
eingetragen, wihrend die zweite die konstanten Jy enthilt. 

§ 3. Serienordnung der Terme. Nach Aufstellung der Tabelle 6 
war der nichste Schritt, die dort enthaltenen Gruppen in Serien zu 
ordnen. Mit den in I festgelegten Termwerten von 2p,...2p,, laBt sich 
nach dem Kombinationsprinzip fiir jede dieser Gruppen der Termwert 


berechnen, der durch Kombination mit den Termen 2 p; unter Beachtung . 


der Auswahlregel die einzelnen Linien der Gruppe ergibt. Die in der 
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vorletzten Spalte der Tabelle 2 angegebenen Terme sind im allgemeinen 
Mittelwerte; standen jedoch interferometrische Messungen zur Verfiigung, 
30 wurde diesen der Vorzug gegeben. Jeder dieser so berechneten Terme 
ist auf das M,,-Niveau des Argonatoms bezogen; sollen die Werte auf 
das M,,-Niveau bezogen werden, so sind sie um 1423,20 cm—! zu ver- 
gréBern, wie in I abgeleitet wurde und wie sich auch aus einigen hier 
mitgeteilten Serien ersehen labt. 

Die Ordnung der verschiedenen Terme zu Termfolgen geschah nun 
30, daB fiir alle Terme die effektiven Quantenzahlen ermittelt und die 


| Bal. Je IL 
if Z 3 4 & g 7 8 Gi) 70 17 tém 


Fig. 1. 


zu gleichen j- Werten gehérigen Quantendefekte in ein Koordinatennetz 
eingetragen wurden. Jede durch eine Rydberg- oder Ritzformel dar- 
stellbare Termfolge mufte sich auf diese Weise durch einen mehr oder 
weniger ausgeglichenen Linienzug darstellen lassen. Dieses Verfahren 
wurde selbstredend unter Bezugnahme aut das M,,- und M,,-Niveau 
durchgefiihrt. 

. Das Ergebnis dieses Weges ist in Fig. 1 wiedergegeben, in der die 
j-Werte der einzelnen Terme durch besondere Zeichen unterschieden sind 
(Kreis, Punkt, Kreuz, Dreieck, Quadrat fir j = 0, 1, 2, 3, 4 bzw.). Ma 

gu der héheren Grenze gehdrigen Terme sind durch die gleichen, mit 
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Strich versehenen Zeichen dargestellt. Fiir die s,-, s,-, s,-, s,-Terme ist 
als Ordinate my — m, fiir die iibrigen Terme m — my, aufgetragen. 

Ein Blick auf Fig. 1 zeigt, da8 manche Terme in der Tat glatte 
Kurven ergeben. Sie lassen sich deshalb recht befriedigend durch eine 
Ritzsche Formel darstellen und dienten zum Teil, wie schon in J mit- 
geteilt wurde, zur absoluten Normierung der TermgréBen. 

Im ganzen konnten 16 Termfolgen ermittelt werden, genau die aus 
Analogie mit Neon zu erwartende Anzahl. Verwenden wir die Neon-Term- 
bezeichnung von Paschen?’), so haben wir folgende Terme zu erwarten. 


Tabelle 2. 
J Mo Mo1 
| s-Terme | d-Terme s- Terme d-Terme 
eee : = 2 ait ei cs 
0 | dg | 83 
| 
1 84 | dy ds | 89 $y 
| aa yeu 
2 85 ay ds Phy. Ot 
me 
é dy dg 8} 
4 di HI 


Um die Analogie zwischen Neon- und Argonspektrum deutlich 
hervortreten zu lassen und einen direkten Vergleich der entsprechenden 
Serien zu erméglichen, wurden auch die Argonterme nach MaSgabe der 
obigen Aufstellung bezeichnet, also auch die Paschensche Bezeichnung 
der zu M,, gehérigen d-Terme s,...s{"" beibehalten. 

Eindeutig abt sich diese Bezeichnung durchfiihren fiir die Terme 
Sy) Ss, 84, 8; Gg, dy, 81, Sy’. Fiir die Unterscheidung der Terme mit 
gleichem j war die Termgré8e mafgebend. 

Kehren wir zu der Fig. 1 zuriick, so konstatieren wir einen be- 
sonders guten Verlauf der Kurven bei den dj-, s.- und s,-Termen; weniger 
gut passen die Terme d,, d,, dg, 8; und s\". Die Serie s, zeigt an zwei 
Stellen einen anomalen Verlauf. Ganz unregelmafig gehen die Kurven 
der Terme d und d,, aber beide Kurvenziige laufen vollstindig gleich- 
sinnig und erinnern durch diesen Parallélgang an die Termfolgen p, 
und p,) Lange zweifelhaft war die Zuordnung der Gruppen s¥, d, und 
besonders d,, aber keine andere Zuordnung, die versucht wurde, gibt 
eine befriedigendere Darstellung. Die Erginzung der fehlenden Glieder 
od, und 7d, durch die beiden nicht eingeordneten Terme Nr. 30 und 
Nr. 50 (3296,04 bzw. 1825,33) wire bei Zulassung einer erheblichen 
Intensitiétsanomalie als méglich anzunehmen, doch wurde von einer 
Wiedergabe in den Serientabellen und der Figur Abstand genommen. 


1) F. Paschen, Ann. d. Phys. 60, 405, 1919. 
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Die Zuordnung der Termfolge md, ist kaum anders méglich, da 
‘Ja in der ganzen Umgebung kein einziger Punkt mit j = 1 liegt. Der 
“Nachweis fiir die Richtigkeit dieser Zuordnung ist bei manchen Term- 
'folgen schwer, da der Intensitatsabfall mit wachsender Laufzahl oft so 
| stark ist, dab nur wenige Glieder bekannt sind. Ich hege die Hoffnung, mit 
einer anderen lichtstarken Argonlampe diese Liicken erganzen zu kénnen. 
§ 4. Durch die verhiltnisméiSig grofe Differenz M,, — M,, 
j= 1423 cm—! wird schon in Tabelle 6 eine deutliche Trennung der zu 
‘den beiden Grenzen gehirigen Gruppen gegeben. Zur Hervorhebung 
| dieser Tatsache sind an allen Stellen, wo plotzlich ein starker Sprung 
der Termwerte erfolgt, Trennungslinien gezogen. Besonders bei den 
Anfangsgliedern der Serien kommt diese Trennung der ,Ritzschen* und 
»Nicht-Ritzschen“ Terme deutlich zum Ausdruck. So kénnen wir uns 
auch schon durch eine einfache Abzihlung der beiden Termarten iiber- 
| zeugen, da® diese Einteilung wie, beim Neonspektrum auch hier gemacht 
| werden mu8. Nach der Autstellung in § 3 sind zu erwarten: zehn Terme 
zu M,, gehdrig und sechs Terme zu M,, gehérig. Da nun der Term d, 
| (j = 4) nur mit p, (j = 3) kombinieren kann und deshalb die Serie 
| aus einzelnen Linien besteht, fehlen diese Kombinationen in Tabelle 6, 
| so da8 nur neun ,Ritzsche“ und sechs ,Nicht-Ritzsche* Terme fiir 
eine Hauptquantenzahl zu erwarten sind. In der Tat zeigt die zweite 
| und dritte Abgrenzung der Tabelle 6 diese Zahl der erwarteten Terme. 
In den am Schlusse der Arbeit gegebenen Serientabellen sind die 
i Termfolgen mit den entsprechenden ps- und pd-Kombinationen in der 
a tiblichen Weise zusammengestellt. Auch bei den durch eine Formel gut 
sdarstellbaren Serien wurde auf eine Wiedergabe der Formelkonstanten 
_ verzichtet. Als Ersatz sind wie in I die effektiven Quantenzahlen mitgeteilt. 
Eine besondere Bemerkung verdient die Serie ms,, denn in ihr ist 
die schon von Nissen‘) gegebene ,erste Nebenserie mehrfacher Linien“ 
| enthalten. Nissens Terme 2p,, == 21647,07 und 2p, = 20 872,20 
sind identisch mit den hier gegebenen Termen 2p, — 21 648,70 und 
ie — 20873,91, seine Terme 4d,...7d, entsprechen den ‘Termen 
. 68,. Die anderen von Nissen ebscbewen Zuordnungen erweisen 
Q a a unrichtig. 
§ 5. Das Argonspektrum im auSersten Ultraviolett. Die 
y ersten Terme der d-Serien (m — 3) konnten aus den vorliegenden Wellen- 
q langenmessungen zum Teil nur roh extrapoliert werden, da die betreffen- 
' den Linien ins Ultrarot fallen. Das gleiche gilt fiir die Terme 2 s,. 


1) K. A. Nissen, Phys. ZS. 14, 25, 1920. 
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Nur die Terme mit j = 1 lassen sich aus den Messungen im auBersten — 
Ultraviolett, die von Dorgelo und Abbink?) ausgefiihrt wurden, mit 
gréBerer Genauigkeit erschlieBen. Die Terme mit ) = 1 kénnen nimlich 


mit dem Grundterm 1p, (j == 0) kombinieren, und sehr ‘viele der zu 
erwartenden Kombinationen sind in den genannten Messungen enthalten. 

Im ganzen sind nach der Aufstellung in § 3 fiir eine Laufzahl je 
fiinf Linien (1 p,s,, d,, d;, 8, 8;) zu erwarten, und in der Tat hegt in 
dem aus extrapolierten 3d;- und 2s;-Termen berechneten Spektralgebiet — 
eine Gruppe von fiinf starken Linien, aus deren Existenz auch Dorgelo 
und A bbink auf das Vorhandensein ,einer Gruppe von d- (und s-) Termen — 
sehlieSen, die zwischen den 2 p- und 3 p-Termen liegen muf*. 

Durch diese wertvollen Messungen sind wir also in den Stand ge- 
setzt, wenigstens einen Teil der noch fehlenden Terme aus diesen Kom- 
binationen und dem Grundterm zu erschliefen. Die entsprechenden 
Termwerte und die Deutung der iibrigen von Dorgelo und Abbink 
gemessenen Linien gibt die Tabelle 3. 


Tabelle 3. Das Spektrum des Argons im diuBersten Ultraviolett 
nach H. B. Dorgelo und J. H. Abbink. 


Intensitat Trace v Kombination | Aber. Bemerkungen 
Sal topes Mos orl tye ee [alte aera 
10 || 1048,30 | 95392,5 | 1p,—16, On eee 
ial Po ames II 19 — 127 103,8 
7 932,06 | 107289,2 | 1p)>—2ps 982,12 | 7:0 -» 2 
8 919,79 | 1087205 | 1lp,—2p, | 919,84 if 7:0 +0 
4 894,31 | 111818,0 | 1p)—3d, |) Hieraus er- |) 3d, — 15285,8 
5 879,97 | 113640,2 | 1p,—2s, |] geben sich | 28, = 13463,6 
4 876,10 | 114142,2 | 1p)—3d, |Sdie neben- |$ 3d, — 12961,6 
5 869,75 | 114975,6 | 1p)—2s, || stehenden | 2s, — 122282 
5 866,84 | 115361,5 | 1p,—3s, |) ‘Terme |) 39, = 117423 
3 |} 842,79 | 1186535 | 1p>—4d, | 842,86 | 
3 834,98 | 119763,3 | 1p,—3s, | 835,05 || 
4 || 834,42 | 119843,7 | 1p)—4d, 834,44 | 
o* 829,13 | 120608,3 | 1p) —48” 829,23 ||) Deutung fraglich 
4 826,34 | 121015,6 | 1p),—4s} 826,42 
4 825,36 | 121159,3 | 1p) —3sq 825,40 || 
2 820,12 | 121933,4 | 1p)—5dz | 820,17 || 
3 816,27 | 122508,5 | 1p,—5ds 816,28 
0 809,99 | 1234583 | 1p) — 6d; 809,98 
0 807,65 | 123816,0 | 1p,—5s' 807,75 
o* 807,23 | 123880,4 | 1p, —\ ie | 807,27 
89 
o# 806,86 | 123937,2 | 1p,—6d, | 806,92 
2 806,46 | 123 998,7 | 
2 797,68 | 125 363.6 | 
| | 


1) H. B. Dorgelo und H. Abbink, Naturw. 14, 1926. 
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Tabelle 5. 
seen eee ee 
° {| 
oe 4 Int. AE. mee | Kombination Vber. poe || Bemerkungen 
0 | 9766,58 | 10236,20 | | ’ 
0 | 9291,62 | 10 759,43 | 
0 | 9194,60 | 10872,96 | 
0 | 884944 | 11297,61 
1 8799,20 | 11361,55 | 2p,—4d, | 
0 8761,68 | 11 410,21 | 2p,—-4dg 
0 8678,61 | 1151943 | 2p,—4d, | | 
0 $620,438 | 1159718 | 2p,—4d, | 11597,10 | | 2 
0 8605,84 | 11616,83 | 2p,;—4d, | 11616,91 | 38 
) o | 8490.30 | 1177491 | 2p,—4d, | 11774,90 | | 3 
2 8384,73 | 11923,20 | 2p,—4d, | 11 923,17 | Ba 
0 8203,42 | 12186,69 | 2p9— 385 12 186,69 | 5 
0 8119,18 | 1231321 | 2p,—4d{ | 12313,20 | | 4 
1 8094,08 | 12351,32 | 2p. —4dy 12 351,34 | 7 
2 8066,57 | (1239344 | 2p,—38s, | 12393,37 5 
2 8053,33 | 12 413,82 | 2p,—4d, | 12418,84 | 2 
1 8046,08 | 12425,00 | 2p,—4d, | 12424,80 1 
1 | sosnee | sR70 | 3ai—ae | ae] 8 
1 | 7960.76 | 12 ses iee Me eee iecaoal e 
; 2 908, 293 — F 2 558, | 
6 | voszo1. | 1256408 | 2p,—4de | 125643 2 
1 7916,47 | 12628,42 | 2p,—3s, | 12 628,46 | 6 
6 7891,10 | 12669,02 2p,—4d3 | 12 669,06 3 
4 | 786819 | 12 705,90 | 2p,—3s8, 12 705,88 | 6 
1 7861,92 | 12716,04 | 2p4—4d, | 12 716,05 | FZ, 
) 7855,70 | 12 726,11 | | 
0 7814,35 | 12 793,45 | 29,—4dy | 12 793,47 7 
=e 1 7798,52 | 12819,42 | 2p,—4d3 | 12819,35 3 
Et 3 7704,83 | 12975,30 | 2pg—4dy | 12975,32 3a 
0 7690.09  13.000,17 CF ae ah met 
0 | 767954 | 13018,06 | | | 
3 .| 7670,05 | 13034,14 | 2ps—4d, | 13034,12 2 
0 7666,99 | 13039,34 | 
2 7628,88 | 1310448  2p,—4s)" | 13 104,44 8 
2 7618,34 | 1312261 | 2p,—4s; | 13 122,58 9 
Ou | 7594,48 | 13 163,84 | / | | Koinz. m. Geist. 
0 7579,73 | 13 189,45 | 
0 7569,48 | 13207,32 | 2pe—4dy | 13 207,36 4 
0 7567,85 | 13210,15 | 2p,—5dg | 13 210,20 |) 15 
3 7510,42 | 13311,17 | 2p3—4s;"" | 18311,16 8 
822 (Gunde) | ls 
f 3357,74 | 2p,—4dy | 13357, | 
5 7436,25 | 18443,94 | 2py—4dg 18 443,85 | |. 3 
8 7435,38 | 1344560 | 2pg—3s8, | 13445,52 Uy || 8 
6 7425.24 | 13463,88 | 2p,-——48y' | 13 463,77 10 
3 7422.26 | 1346928 | 2p,—4ey” | 13 469,15 | 8 
6 7412.31 | 13487,36 | 2y,—48) | 13 487,29 : 
6 7392.97 | 13522,64 | 2pg—4s, | 13522,62 
10 7372,119 | 13560,89 | 2p)—4d, | 13560,89 | Me. 
20 7368,08 13 568,32 | Rais ae | 
Bg ill [Pe Sodan | 1S S90,00 Me. || 3, Sa 
10 7353,316 | 13595,57 || 95° 35, | 18 505,81 | Mg | 
3 7350,78 | 13600,26 | 2y,—38s3 | 18 600,22 |\ yy | 
0 7345.34 | 1361033 | 2pe—4d, | 1361021 IJ 7 
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wep 2 Int. A.zE Vyac. Kombination Yber. para Bemerkungen 
00 73438,51 13 613,72 | 
00 7332,71 13 633,77 
8 7316,00 13 664,91 | 2p. — 3585 13 664,91 / 13 
10 7311,71 13 672,93 | 2p, —3s, | 13672,91 | 6 
3 7285,44 18°722,22 | 2p, — 45), 13 722,23 |$M. || 11 
5 7270,66 13 750,13 | 2% —4d, | 13°750,11 | 8a 
1 7267,20 13 756,67 | 2p, —4s, | 18 756,74 
1 7265,23 13 760,40 | 2p, --4dy | 13 760,50 ees 
2 7229,93 13'827,59 | 2g 4's 1 a8aTe4 V4 
10 7206,986 | 13871,63 | 29, —3s9 | 18871,63 | Mg. || 13 
il 7202,55 13°S80,16 “| Sp pe a 13 880,16 | 11 
2 7176,34 | 13 980,85 
4 7162,57 13 957,62 | 2p, —4s, | 18 957,64 | 11 
8 7158,83 13 964,92 | 2p, —3s3 | 13 964,93 | 12 
8 7125,80 14 029,65 | 2p, —38s, | 14029,62 |$‘m. || 13 
0 7108,60 14 063,60 
10 7107,496 | 14065,76 | 2p, —3s, | 14 065,80 | 5 
6 7086,70 | 14107,06 | 2p, —3s5 14 107,04 | 13 
8 7068,73 14142,92 | 2. 8a, | 14149,92 | 6 
10 7030,250 | 14 220,32 | 2p —3s, 14 220,31 | Mg. || 5 
2 6992,17 | 14297,78 | 2p, —5d 14 297,65 | 14 
fl 6960,23 14 363,39 | 29, —4s/" | 14 363,31 M. 8 
a 6951,46 14 381,49 | 2p, —4s7 | 14381,45 9 
10 6937,666 | 14 409,97 | 2p4—4d, | 14409,97 | Mg. ie 
1 6925,00 | 14436,46 | 2p, —5d, | 14 436,41 | 15 
10 6888,17 14518,65 | 2p, —4si""| 14513,60 | | 8 
7 6887,10 14515,90 | 26 —4s/’ | 14515,92 | | 10 
8 6879,59 14531,75 | 2p, —4s{ | 14531,74 | | 9 
10 6871,290 | 14549,30 | 2p19—4d; | 1454930] Mg. | 2 
2 6851,86 14590,56 | 2p. —5d, | 14590,48 16 
8 6827,24 14643,17 | 2p3 —5d, | 14 643,13 | | 15 
2 6818,26 14662,46 | 2p, —5d, | 14 662,36 14 
2 6779,85 14.745,52 | 2p, —6d, | 14 745,32 |\M. 24 
10 6766,56 | 14774,49 | 2p. —4s’ 14 774,38 11 
10 6756,10 | 14797,41 | 2p, —5dz | 14 797,20 16 
4 6754,30 14801,31 | 2p, —5d, | 14801,12 his 
20 6752,831 | 14 804,52 | 2p19—4d, | 14804,52 | Mg. || 8 
2 6722,90 | 14870,44 | 29, —5d, | 14870,47 17 
10 6719,20 14 878,62 | 29, —5d, | 14878,54 | 15 
10 6698,85 14 923,82 | 26 — 328, 14 923,78 13 
3 6698,45 14924,71 | 2p, —4s' 14 924,67 | 11 
1 6689,91 14943,76 | 2p9 —4s, 14 943,63 |S. || 20 
3 6684,73 14°955;35 | 2p, —5d 14 955,19 | 16 
1 6672,10 | 14983,66 | 2p, —4s//"" | 14 983,59 8 
10 6664,02 15 001,82 | 29g —4s | 15 001,73 9 
10 6660,64 15 009,44 | 2p, — 3a, 15 009,38 12 
3 6656,88 15.017,91 | 2p, —5d, | 15 017,82 22 
4 6632,04 15'074,16 | 27 —3 8, 15 074,07 13 
8 6604,853 | 15136,21 | 2pg —4s‘” | 15 136,20 10 
1 6604,02 15 138,12 | 29 —4s/" | 15138,10 | 8 
: Benin Mees SSS 15 150,35 | M. 
3 | 959866 | 1515042 {| 52° 28, | 12 tetas \18, 20 
4 6596,10 15 156,30 | 299 —4s{ | 15 156,24 9 
1 6594,66 15 159,60 | 2p, —4s, | 15 159,62 || 34 
1 6581,60 15 189,69 | 2p; —4s, 15 189,67 | | 
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i. a er eee eee 
inten 2 Int. AE. Vvac Kombination Vber. Boobs Bemerkungen 
1 6571,37- | 15 213,36 | 2p, —6d, | 15 213,30 || 36 
1 6645,11 | 15 274,36 | 
8 6538,115 | 15 290,71 | 2% --4sj' | 15 290,71 | 10 
0 6530,52 | 15308,49 | 2p, —4s8, | 15 308,34 | 20 
4 6513,84 | 15 347,09 | 2p, —4s, | 15 347,66 |\,, |} 21 
3 6499,10 | 15382,50 | 2p, —5d, | 15 382,53 |(*~ || 22 
6 6493,97 | 1539465 | 2p, —4s8, | 15 394,66 ) 14 
4 6481,15 15 425,11 | 29, —4s, 15 425,08 ] 21 
i 6466,56 | 15 459,91 | 29, —5dy | 15 459,95 | || 22 
6 6431,57 | 15544,02 | 293 —3s, | 15 544,06 | 13 
10 6416,307 | 15580,99 | 2p—3ss | 1558098) Mg. |) 5 
10 6384,719 | 15 658,08 | 210 —3s4 | 15 658,08 | 6 
8 6369,577 | 15 695,28 | 2p, —5dd5 | 15 695,28 | 15 
a 6364,89 | 15 706,86 | 2p, —5d, | 15 706,81 14 
1 6349,20 | 15 745,67 | 2Mi9—4dy | 15 745,67 ta 
4 6309,14 | 1584565 | 2p, —5ds | 15 845,57 | 15 
8 6307,662 | 15849,37 | 296 —5d3 | 15 849,35 | 16 
7 6296,876 | 1587651 | 2p, —5s; | 15 876,50 23 
3 6278,64 | 1592262 | 296 —5d, | 15 922,62 | 17 
0 6259.41 | 15971,54 | 2p. —6d, | 15 971,53 | 24 
6 6248.40 | 15999,68 | 2p, —5d; | 15 999,64 i) 16 
3 6243.39 | 16012,52 | 2p, —6dg | 16012,49 | | 26 
2 6230,91 | 16044,59 | 2p, —5di | 16 044,63 | 18 
9 6215,945 | 16083,22 | 2p; —5s; | 16 083,22 | 23 
10 6212,507 | 16092,10 | 2p¢ —5d, | 16092,10 19 
2 6179,41 | 16178,30 | 293 —6ds | 16 178,25 24 
10 6173,100 | 16194,83 | 2p; —5dy | 16 194,92 | 18 
10 6170,183 | 16 202,50 | 2p. —48, | 16 202,50 20 
4 6165,11 | 16215,838 | 293; —5s;") 16 215,79 | 25 
es : Dg =~ 4a. | 16:241,82 
9 6155.23 16 241,86 | op, —5ai | 1624121 28, 21 
10 6145.43 | 16267,78 | 2p; —5s}' | 16 267,72 | 27 
0 6142,05 | 16276,71 | 2p, —5dy | 16 276,69 || 4, 22 
4 6198,71 | 16312,14 | 2p, —5s; | 16312,14 ‘ 29 
6 6127,38 | 16315,68 | 2pg —5d, | 16 315,56 15 
0 6126,02 | 16 319,31 | 30 
0 6121,86 | 16330,39 | 2p, —6d{ | 16330,39 | 31 
i) 6119,67 | 1633623 | 2p, —6d, | 16 336,24 || 24 
4 6113.47 | 16352,80 | 2p, —4s8, | 16352,79 | 20 
9 6105,639 | 16 373,78 | 2p, —5s}"'| 16 373,78 |) 25 
9 mae | 2 || 
3 | 6104,60°| 16 376,57 on os i Res ste 26, 33 
3 6101,16 | 16385,80 | 2p, —4s, | 16 385,83 34 
9 6098,807 | 16392,10 | 2p, —4s, | 16392,11 | 21 
0 6093,33 | 16 406,86 | 2p. —5s, | 16 406,80 | 35 
5 | 6090,76 | 16 413,78 { Beta: are Herne |\24, 47 
i 6085,86 | 16 426,99 | 2p, —5d, | 16 426,98 | 22 
2 6081,23 16 439,50 | 2p, —6d, | 16 489,01 | 36 
3 6064,75 | 1648417 | 2p; —6d, | 16 484,22 28 
10 6059,377 | 16498,77 | 2p49— 487"). 16 498,77 8 
8 6052,726 | 1651691 | 2p.—4sy | 16516,91 9 
0 6045,34 | 16537,10 | 2p; —6dy i et 31 
ah 29, —dd 16 542, : 
10 6043,224 | 16 542,90 9 ie eas di 16 542,73 || \17, 32 


K. W. Meissner, 


2 Int. AE. Vvac. Kombination Vber. Bemerkungen 
6032,127 | 16573,32 | 2p —5d, | 16573,32 
6025,14 | 16592,54 | 29; —4s. | 16592,55 34 
6017,53 | 1661352 | 2p; —5s, | 16 613,52 35 
6013,68 16 624,16 | 29 —5ds | 16 624,14 16 
6005,74 | 1664614 | 2p; —6d. | 16 646,23 36 
5999,00 | 16664,84 | 2p, —5d{ | 16 664,91 18 
5994,66 | 16676,90 | 29, —5s; | 16676,85 / 29 
5988,11 16 695,12 | 2p, —6diz | 16695,10 || 81 
5987,289 | 16697,42 | 2p, —5d, | 16 697,41 17 
5981,90 | 16712,48 | 2p, —5d, | 16712,38 | 19 
5971,59 | 16 741,33 | 2p, —4s3 | 16 741,31 33 
5968,31 16 750,53 | 2p, —48) | 16 750,54 34 
5964,46 | 16 761,34 | 30 
594926 16 804,16 | 29, —6d, | 16804,22 36 
5943,89 | 16819,35 | 2p, —5dy | 16819,49 18 
5942,668 | 16 822,81 | 2p, —4s; | 16 822,78 20 
5940,86 | 16 827,93 | 2p, —4s, 16 827,95 34 
5928,818 | 16 862,10 | 2p, —4s, | 16 862,10 21 
5927,13 | 16866,91 | 2p, —5d', | 16 866,89 | 19 
5916,58 16 896,98 | 2p, —5d, | 16896,97 i| 29 
5912,088 | 16 909,80 | 2p. —4s; | 16 909,84 11 
5888,591 | 16977,29 | 29, —4s, | 16 977,29 20 
5882,625 | 16994,49 | 2p19—3s3 | 16 994,55 12 
5870,26 | 17030,31 | 2p, —7d_ | 17030,27 
5860,312 | 17059,23 | 2p,—3s8, | 1705924 | 13 
5843,74 | 17107,60 | 29, —7dg | 17 107,47 | | 38 
5834,265 | 17135,38 | 2p, —5s{ | 17185,37 23 
5802,082 | 17230,42 | 2p, —6d, 17 230,40 24 
5790,39 | 17265,16 | 2p; —7d, | 1726517 37 
5789,48 | 17 267,93 | 29, —5s'"| 17 267,94 | 25 
5783,52 | 17285,73 | 2p, —5s7 | 17 285,66 || 23 
5774,00 ‘| 17314,23 | 29; —7d, | 17314,19 || 38 
5772,116 | 1731988 | 29, —5es%’ | 1731987 27 
5758,84 | 17359,80 | 29; —7d, | 17359,79 
5751,90 | 17 380,75 
5747,18 | 17395,03 | 2p, —7d, | 17394,98 : 
5739,523 | 17 418,23 | 2p, —5e6"| 1741893 25 
5738,40 | 17421,64 | 29, —6d, | 17 421,65 26 
5737,96 | 1742298 | 2p, —7ds | 17 423,16 || 37 
5712,48 | 17500,69 | 29, —7d, | 17500,58 | 37 
5700,86 17 536,36 | 29— —6d, | 17536,37 || 28 
5693,10 | 17560,26 | 2p, —7dy | 17560,25 | 40 
5689,91 17570,11 | 2p; —6s8"-| 17570,01 45 
5689,64 | 17570,94 | 29, —5s | 17571,01 29 
5687,40 | 17577,86 | 2p. —? | | 30 
5683,73 17 589,21 | 29, —6di | 17589,26 | 31 
5681,900 | 17594,88 | 2p, —6d', | 17594,88 i) 32 
5680,90 | 17 600,76 | 
5674,73 17617,11 | 2p, —6s'/"| 17616,95 | 46 

| 27, — 6s, 17 639,91 | Weeaee 
5667,40 | 17 639,89 | nia g th ontenerd |\47, 42 
5665,82 | 1764482 | 2p, —4s, | 17644:70 | 34 
5663,80 | 17651,10 | 2p, —6s, | 17651,00 | 43 
5662,00 | 17656,71 | 29, —7d, | 17656,64 | 44 
5659,130 | 17 665,67 | 29, —5s, | 17 665,67 | 85, 
5650,708 | 17691,98 | 2p:—5d, | 17691,98 | i] 14 
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a  S 


inten 4 Int. A.sE. Yvac. | Kombination Vber. Bee | Bemerkungen 
g | 548,66 | 1769841 | 29, —6d, | 17698,38 36 
0 5644,00 | 17 713,03 | 
6 641,34 | 1772138 | 2p; —5s, | 17 721,30 | 29 
7 | 5639,11 | 1772839 | 2p, —6s, | 17 728,42 43, 30 
2 | 5637,29 | 1773411 | 2p; —Tde | 177834,06 | 44 
6 | 5635.54 | 17739,62 | 2p, —6d{ | 17 789,55 | 31 
3 | 563044 | 17 755,69 | 29, —5s{ | 17 755,65 | 23 
0 | 5625,30 17 771,91 / 
6 5623,76 | 17776,77 | 293 —6s8 | 17 776,73 45 
6 | 5620,89 | 17785,79 2p, —48, | 17785,76 | 33 
1 | 5620.66 | 1778658 | 2p, —6s, | 17 786,58 \| 74 
% 5619,00 | 17 791,83 | | 
6 5617,97 | 17795,10 | 2p, —48. | 17 794,99 | 34, 69 
4 5611,85 | 1781609 | 2p, —5s, | 17815,96 |) 85 
4 5608,90 |, 17823,87 | 2p, —6s{" | 17 823,67 || 46 
10 5606,738 | 17830,74 | 2p —5d, | 17830,74 | | 15 
2 5605.25 | 17835,48 | 2p, —8d, | 17 835,48 | |] 52 
4 5604,86 | 17838,31 | 2p, —5sz 17 838,31 || 58 
1 5601,85 | 17846,30 | 2p, —8ds | 17 846,14 | | 47 
6 5601,08 | 17848,76 | 2p, —6d, | 17 848,67 | | 36 
5 5600,43 17 850,83 | 2p, —6ds 17 850,68 \| 24 
4 | 5598,50 | 17856,98 | 2p. — 58% | | 54 
10 | 5597,46 | 1786030 | 2p; —6s8;" | 17860,26 | 48 
2 | 5591,75 | 17878,54 | | 
10 | 558869 | 1788833 | 2p, —5s;" | 17 888,22 I] 25 
6 5581,83 | 1791081 | 2p, —5sy | 17910,16 | | 23 
1 5580,95 | 17913,14 
2 5574,20 | 17984,83 | 2p, —6sy | 17934,72 |( 45 
10 5572,546 | 17940,15 | 2p, —5sy’ | 17940,15 |p" || 27 
2 5565,96 17 961,38 | | 
0 5561,66 17 975,27 | 
3 5560,22 | 17979,92 2p; —8d, | 17979,73 | 49 
8 5559,62 | 17981,86 | 29, —6s;" | 17 981,81 || 46 
10 558,709 | 17984,81 | 2pi0—5d, | 17984,81 | 16 
1 | 5553,40 | 18002,00 | 2p; —8d, | 18001,58 | 69 
3 5552,76 | 18004,07 | 2p; —8dz | 18 003,9 
1 5542.73 | 1803666 | 2p, —8d5 | 18 004,13 | 
il 5541,46 | 18040,78 | 2p, —7s, | 18 040,25 | 51 
5 | 5540,00 | 18.042,61 {| a nee. 7 sod | [}25, 52 
6 5584,45 | 18063,64 | 2p; —5s, | 18063,57 | | 54 
0 5533,20 . 18067,72 | 
5 5528,938 18 081,67 | 2p; —8d; 18 081,55 | 47 
0 5527,10 | 18087,66 | | | 
9 5524.93 | 18094,76 | 2p, — 5s’ | 18094,66 | | 27 
2 5523.70 | 18098,79 2p, —9dg | 18098,63 | 
D 5518.20 | 18116,83 | 2p, —9ds | 18116,65 | | 68 
3 5507,63 | 18151,60 | 2p, —6s, | 18151,29 | 74 
10 5506,11 | 1815661 | 2p, —6d, | 18156,65 | 28 
3 5505,18 | 18159,68 | 29, —8dy | 18159,57 || 69 
3 5499.00 | 1818009 | 2p;—5dy | 18180,09 | 18 
20 5495,875 | 18190,42 | 29, —6d, | 18 190,42 | 
4 | 549349 | 1819832 | 2p, —Ts, | 18198,24 | 51, 30 
0 | 5492,90 18 200,27 {| Ee ae 18 200,19 | || 52 
5 5492,06 | 18 203,06 | 29, —5s3 | 18 203,02 |) | 53 


K. W. Meissner, 


4 Int. AE. | Vvac. Kombination Vber, Peer | Bemerkungen © 
5490,13 | 18209,46 | 2p,—6d; | 18 209,54 | 31 
5488,46 18 215,00 2p, — 6d}, 18 215,15 |32 koinz. m.Geist.. 

4 5486,47 18 221,61 2p, — 58> 18 221,56 | 54 
3 54838,32 18 232,07 |29, — 58, 18 231,92 50 
10 5473,44 18 264,98 |2p, — 485 18 264,98 | 34 
4 5469,65 18 277,64 ‘ 
6 5467,13 18 286,07 |2p3 — 55, 18 285,95 || 35 
0) 5463,18 18 299,28 | | 
4 5459,61 18 311,25 | 295 — 6d, | 18 311,16 | 28 
3 5457,75 18 317,49 |2p, — 7d; 18 317,32 | 37 
8 5457,37 | 18318,77 |2p, — 6do | 18 318,66 | 36 
2 5456,01 18 323,33 |2p3; — 9d; 18 323,37 | 68 
10 0451,657 18 337,96 |2pio— 455 18 337,96 20 
3 5448,61 18 348,22 |2p; — 9ds 18 348,22 56 
d 5443,88 18 364,16 | 2p, — 6d}{ 18 364,05 | 31 
a. 5443,21 18 366,42 |2p, — 7Tds | 18 366,34 | 38 
10 D442,22 18 369,76 | 2p, — 6d} 18 369,67 + 32 
10 5439,97 18 377,36 |2po— 48,4 18 377,28 21 
0 5437,04 18 387,26 
0) 5435,83 18 391,36 |2p,; — 9d} 18 390,98 57 
0) 5433,48 18 399,31 | 2p, — 10d, 18 399,22 
0 5432,60 18 402,29 | 2p, — 10d; 18 402,17 67 
3 5430,27 18 410,18 | 2p. — 7s} | 66 
a x {| 2Di0o— 5dy 18 412,15 
4 5429,69 18 412,15 | 2 — Tds | 18411,94 | jos 39 
0 5427,39 18 419,96 |2p, — 85, | 18 419,69 58 
1 5422.55 18 436,40 | 2p. —10d3 | | 71 
10 5421,356 | 18 440,46 |2p, — 5s, 18 440,46 |; M. 35 
3 5417,22 18 454,54 | 2p, — Td} | 18 454,41 40 
3 5413,32 18 467,83 |2p, — 7ds | 18 467,61 37 
10 5410,470 | 18477,56 | 29, — 7 d, | 18 477,56 41 
0 5409,34 18 481,43 |29, — 9d; | 18 481,36 68 
@) 5402,08 18 506,26 |2p, — 9d, | 18 506,21 56 
4 53899,01 18516,78 | 2p, — 7ds 18 516,63 38 
0 5396,96 18 523,81 | 
8 5393,971 18 534,08 | 2p, — 6s, 18 534,07 42 
5 5390,72 18 545,26 | 2p, — 6s, 18 545,16 43 
5 53889,10 18 550,83 | 29, — Td 18 550,80 44 
5 5387,37 18 556,78 | 29, — 7s | 18 556,72 70 
(0) 5386,79 18 558,78 | 29, — %dz 18 558,78 | 68 
0) 5384,80 18 565,64 | 
0 5379,52 18 583,87 | 
10 5373,493 | 18604,70 | 2 Vi NC 18 604,70 40 
0) 5372,29 18 608,87 | 2p; — 10 ds, 18 608,89 67 
2 5369,97 18616,91 | 29, — 7s | : 66 
0 5362,48 18 642,92 | 2p, — 10 dz | 71 
3 5356,49 18 663,76 | 
4 5353,46 18 674,33 | 
4 5350,58 18 684,38 | 29, — 6 8 | 18 684,36 42 
8 9347,412 18 695,45 | 29, — 6 $4--|) 18169545 43 
a 5345,81 18 701,05 | 2p, — 7 dy 18 701,09 44 
2 534428 18 706,40 | 2p. — 6583 18 706,55 63 
3 5341,78 18°715,16 | 29, — 6 89 65 
4 5328,02 | 18 763,49 | 2 03. = 738," 70 
0 5327,07 18 766,84 | 29, — 10 d,; | 18 766,88 67 


} 
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851 
DO or 
fale 2 Int. AwE Vyac. Kombination Vber. Boobs Bemerkungen 

2 5324.80 | 18774,84 |\2p, — 7s) 66 
6 5317,726 | 18 799,81 |2p,; — 7s'''| 18 799,81 | 61 
0 5313,63 18 814,31 

8 5809,517 | 18 828,88 |2p, — 6s, | 18 828,88 45 
0 5305,17 | 18 844,31 |2p, —10d; | 18 844,30 | 67 
0 5299,41 18 864,79 

0) 5296,91 18 873,69 |2p,; —11d | 18 873,43 62 
2 5296,32 | 18875,80 |2p, — 6s"| 18 875,82 | 46 
4 5290,00 | 18898,35 |2p, — 8d, | 18898,29 a7 
6 5286,08 | 18912,36 |2p,— 6s7' | 18912,41 48 

ss 2p, — Tah" | 18'921,52 | 

4 | 5288,48 | 18 921,85 | 2p, — 6s | 18 921,88 | 65, 70 
0 5282,52 18 925,11 | | 

6 5280,40 | 18 932,70 | 

4 5279,08 | 18937,55 |2p, — 7d, | 18 937,60 37 
il 5267,48 | 1897914 |2p, — 6s; | 18979,17 || 45 
1 5263,02 | 18 995,23 | 

6 5254,476 | 1902611 |2p, — 6s} 19 026,11 | 46 
9 5252,795 | 19 032,21 |2p, — Td, | 19 032,22 || 49, 39 
5 5249,20 | 1904524 |2p, — 6s, | 19045,45 | 74 

2, — 589? | 19 048,66 We 

0 | 524818 | 19048,18 || 55% — ga.>) 19 048,58 \50, 47 
9 | 5246,76 | 1905409 |2p, — 8dy | 19053,73 | 69 
5 | 524624 | 1905598 (2p. — 8d, | 19 056,08 

1 5242,13 19 070,92 |2p, — 68, | 19071,26 || 63 

uv6 | 5241,096 | 19074,69 2p, — 7Tdy | 19074,69 \| 40 

1 | 5239,71 19 079,73 |2p, — 685 |) 65 
4 5236,21 19 092,48 |2p, — 7s, | 19 092,40 | 51 
2 5234.74 | 19097,85 |2p, — 7d | 19 097,84 | Al 
5 5229,86 19 115,67 |2p, — 589 | | 54 
4 5222.90 | 19141,15 |2p9 — Td | 19 141,18 | || 38 
10 5921,271 | 19147,11 |2p9 — 7d, | 1914711 | 

5 5219.30 | 19154,34 |2p, — 6s, | 19 154,35 | || 42 
6 | 5216,28 | 19165,42 | 2p3 — 6s, | 19 165,44 | | 43 
8 | 5214,768 | 19170,99 |2p3 — Td, | 19171,08 || 44 
8 5210,488 | 19186,73 |2p9 — 7d, | 19 186,73 | | 39 
3 5208,04 19 195,76 |\2p, — 6s, | 19195,74 | || 74. 
3 5207,17 19 198,96 |2p, — 5s) | 19198,90 | 50 
3 5205,79 19 204,06 |2p, — 8d | 19 204,02 | | 69 
0 5201,48 19 219,96 | | 

0 5200,30 19 224,32 | 

1 5198,96 19 229,48 |2p, — Td | 19 229,20 | || 40, 
0 5195,29 19 242,86 |2p, — 78, | 19 242,75 | 

4 5194,77 19 244,80 |2p, — 8d, | 19 244,64 |) 52 
2 5194,02 19 247,57 |2p, — 5s, | 19 247,47 | | 58 
6 5192,72 19 252,38 |2p — 7d, | 19 252,35 | 4 
15 | 5187,753 | 19270,82 |2pi— 5s; | 19 270,92 |) 28 
5 | 5177535 | 1930885 |2p) — 68, | 19 308,86 |, 42 
10 5162,293 | 19 365,86 |2p— 6d, | 19 365,86 ) 24 
3 5159,69 19 375,44 |2p, — 9dz | 19 375,52 | 55, 68 
4 5153,11 19 400,37 |2p, — Q9dz | 19 400,31 56 
8 5151,395 | 19 406,82 |2p.— 6d, | 19 406,82 26 
0 5147,34 | 19 422,12 : 
4 5141,81 19 443,00 |2p, — 9d, | 19 443,13 57 
1 5134,17 19 471,94 |29, — 8s, | 19471,84 58 


\ 


oe 


852 K. W. Meissner, 
Ene est ese Ne eee oe UR ee Pe 
pus 2 Int. AVE. Dae Kombination Vber. ees Bemerkungen 
0 | 513261 | 19 477,85 |2p, — 8s, | 19 477,90 | 59 
6 | 5127,78 | 1949620 |2p, — 6s7"| 19 496,10 46 
0 | 5124,72 | 19507,84 |2p, — 9d, | 19507,79 
2 | 5121,88 | 1951866 |29, — 8d, | 19518,57 47 
0 | 5120,01 | 19525,79 |2p, — 9d, | 19525,81 68 
6 | 5118,200 | 19532,69 |2p9, — 684’ | 19 532,69 48 
0 | 5113,50 | 19550,65 |2p, — 9d, | 15 550,66 | 56 
4 | 5104,74 | 1958420 |2p, — 9d7 | 19584,14 
2 5099,64 | 19603,78 |2p9 — 6s | 19 603,67 45 
4 | 5098,97 | 19 606,36 
0 | 5094,84 | 1962225 |2p, — 8s, | 19 622,13 58 
3 | 3093,32 | 1962810 |2p, — 8s, | 1962819 59 
6 | 5087,087 | 19652,16 |2p, — 8d, | 19 652,16 49 
0 | 5084,79 | 19661,03 |2p, —10d; | 19 661,04 67 
4 5082,74 | 19668,96 | 2p, — 5s, | 19 668,94 50, 66 
3 | 5081,44 | 1967400 |2p, — 8d; | 19 674,01 69 
0 | 508119 | 19674,96 
5 | 5078,03 | 19687,20 |2p, — 6s’ | 19687,20 48 
0 | 507603 | 19694,78 |2p_ — 10d? 71 
8 | 507308 | 19 706,41 |2p,— 5s, | 19 706,47 || 29 
2 | 5071,30 | 19 718,33 |29,— 7s, | 19 712,68 30 diffus 
5 | 507099 | 19714,54/|2Ps — 84 |lio 71463 52 
|| 205 “Tegel 

2 | 5069,66 | 19719,71 |2p, —10d', | 19 719,83 
2 5068,39 | 19 724,65 |2p,.— 6dy | 19 724,72 31 
2 5065,48 | 19785,99 |2p, — 5s, | 19 735,99 54 
2 5063,99 | 19741,78 |2p, — 9s, | 19 741,80 |)M. || 72 
o | 5062,72 | 19746,74 |2p.— 9s, | 19 746,74 60 

10 | 506008 | 19757,04 129, — 8d', | 19 757,04 
8 | 5056,53 | 19770,92 |2p,,— 483 | 19 770,93 33 
9 | 505418 | 19780,10 |2p,— 48, | 19 780.16 34 

10 | 5048,818 | 19801,18 |2p,,— 58, | 19801,13 35 
1 5047,30 | 19807,07 |2p, — 8d4?| 19 806,67 49 
0 | 5047,00 | 1980824 |2p, —10d, | 19 808,38 | 
0 | 3044.97" |), 1981607) | 2p4— Zeit) 70 
1 5044,15 | 19819,43 2p, — 7s} | ' 
3 5041,23 | 19830,92 |2p, — 8d), | 19830,87 
3 5040,51 19 833,75 |2pi— 6d. | 19 833,84 | 36 
2 5035,88 | 19851,99 |2p, — 7s'" | 19 851,96 61 
3 | 5034,25 | 19858,40 |2p, —10d¥ | 19858,42 | 
0 | 5033,39 | 19 861,80 | 
6 | 5032,025 | 19867,19 |2p, — 7s, | 19867,19 |51 
2 | 5029,64 | 19876,61 
0 | 5025,74 | 1989203 |/2p, — 9s, | 19892,09 || 72 
0 | 502450 | 19896,94 |29, — 9s, | 19897,03 60 
0 | 5023,42 | 19 901,22 | : 
0 | 501812 | 19 922,24 | 
2 5017,25 | 19925,70 |2p, —11d', | 19 925,58 | 62 breit 1) 
0 | 5013,47 | 19940,72 | 2p, —10s, | 19 940,69 | 73 | 
1 5007,09 | 1996613 |2p, — 7s'”" |70 | 
1 5006,84 | 19 967,12 
0 | 500513 | 19973,94 | 2a, — -6s. 65 | 
4 5004,318 | 19 977,19 | : 


1) Falit nahe mit einer Linie des blauen Spektrums zusammen. 
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A SS a a 
Inigne 4 Int. A.sE. Vvyac. | Kombination Vber. Reape | Bemerkungen 
0 4999,65 | 19995,84 |2p, — 9d, | 19 995,80 | 68 
Ow! 4996.43 | 20008,73 | | 
0 4991,66 | 20027,84 |2p, —1ld, | 20027,35 | 
8 4989,945 | 20034,73 |2p, — 9d, | 20034,73 | 
4 4985,09 | 20054,24 |2p, — 9d | 20054,13 | 
0 4982,81 | 20.063,42 |2p, — 9d, | 20 063,41 | 57 
0 4982,41 | 20065,03 | | 
0 4980,55 | 20072,52 | 
0 4979,89 | 20 075,18 
0 4979,05 | 2007857 |2p, — 12d‘ | 
0 4976,87 | 20087,36 | : | 
1 4975,66 | 20092,20 |2p. — 8s, | 20092,12 | 58 
0 4975,25 | 20093,98 | 
4 4974,18 | 2009822 |2p, — 8s, | 20098,18 59 
2 4973,53 | 20 100,85 
0 4969,88 | 20115,62 |2p, — 6s, | 20115,71 | 63 
9 4956,753 | 20168,89 | 2p) — 9d, | 20168,89 | uw. v 
2 4955,21 | 20175,17 |2p, — 9d3 | 20175,17 56 
0 49538,22 | 20183,27 
4 4951,75 | 20189,26 |2p, — 9d, | 20189,24 
0 4949,64 | 20197,87 |2p, —13d, | 
0 4946,91 | 20209,01 | 
3 4944,80 | 20217,64 |2p), — 9d | 20217,92 157 
0 4942.81 | 20 225,64 
6 4937,718 | 20246,63 |2p, — 8s, | 20246,63 | 
0 4936,50 | 20 251,63 | 
0 4930,26 | 20 277,26 
2 4929,16 | 20281,79 |2pg —10d, | 20 281,32 |) M. 
0 4926,55 | 20 292,53 | | 
8 4921.042 | 20315,25 | 2pg —10d, 71? 
3 4917,85 | 20328,43 |2p3 —10d{ | 20328,41 | | 
0 4915,03 | 20340,09 2p, —10d; | 20340,11 | 
1u| 4913,88 | 20344,85 | | 
0 4912.30 | 20351,40 |29, — 881 \ 
1 4909,71 | 20362,13 |2pg — 98, | 20 362,08 72 
4 4908,52 | 20367,07 |2pg — 9s, | 20367,02 | 60 
0 4902,23 | 20 393,20 | 
2 4901,26 | 20397,24 | | 

10 4894,692 | 20424,60 |2p,>— 7d, | 20 424,60 | 
0 4890,19 | 20443,83 |2p, — 7s} 

0 4889,22 | 20 447,47 
0 4889,05 | 20 448,17 

15 4887,951 | 20452,78 |2p0— 7d, | 20 452,78 | 
6 4886,29 | 20459,73 |2p, —10d, | 20,459,738 1 
3 4883,86 | 20469,90 | 2p —10d, / 

6 4883.27 | 20472,38 |2p, — 784’ | 20 472,24 
0 4877,96 | 20494,76 |2p, —10d, | 20 494,62 \ 

15 4876,263 | 20501,80 |2p— 7d, | 20501,80 , 38 
4 | 4872.73 | 2051666 |2p) — 98; | 20516,59 | 72 
4 4867,84 | 20537,06 |2p9 —11d, | 20537,06 
Ou| 4865.91 | 20545,42 |2p, —11d, | 20545,86 | 62 
0 4862,16 | 20561,62 | 2p, — 10s, | 
0 4861,91 | 20564,01 | 
0 4860,29 | 20569,17 
3 | 4859.44 | 20572,77 j 
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eas) — 
jens 2 Int. AVE | Vvac. Kombination | Uber. ees | Bemerkungen 

0 | 4855,37 | 20590,02 |2p,.— 74" | 20589,87 

O | 4854,37 | 20594,26 |2p, — 6s, | 

fy) 4851,35 | 20607,08 | | | 

3 4846,73 | 20626,73 |29, — 7s‘ | 20626,75 61 
10 4836,691 | 20669,53 2p..— 68, | 20669,53 ‘| 42 
6 4835,97 | 20672,62 (2p) —1ld | 20672,62 | 

6 4834,10 | 20680,61 |2p,,— 6s, | 20680,62 || 43 
3 4832,79 | 20686,22 |2n,.— 7d, | 20686,26 | 44 
3 4832,38 | 20687,97 |29. —12d, | ! 

0 4831,52 | 20691,65 | 

0 |' 483054 | 2069585 |2p, —1ld, | 

1 4829,47 | 20700,44 |2p, —11d', | 20 700,37 62 
0 4826,14 | 20 714,72 | ! 

2 4825,97 | 20715,45 |2p9 —10s, | 20715,48 73 
3 4804,33 | 20809,76 |2p, —13d, | 

6 4798,742 || 20 832,99 | 2p, — 12d, | 20839,99 | 

0 4796,57 | 20842,43 |2p, —12d, i 

0 4794,10 | 20853,16 |2y —12di, | 20858,36 | 

2 4791,15 | 20866,00 |2p, —11s, | 20866,00 | 

1 4782,35 | 20904,40 | 2p, — 14d, 

0 4778,20 | 20922,55 | 

2 4770,34 | 20957,02 |2p, —13d', | 20957,02 | ] 
10 4768,674 | 20964,34 |2p.— 6s | 20964,34 64, 45 
0 4759,65 | 21004,09 } 

0 4759,09 | 2100661 ] 
10 4752,940 | '21 033,75 |2pi.— 8d; | 21038,75 || 47 
0 4751,30 | 21041,00 ; } 

3 4748,23 | 2105461 |2p, —14d, | 21 054,61 

8 4746,823 | 21060,85 |2p;>— 8d, | 21 060,85 

1 4744,47 | 21 071,30 

0 4743,64 | 21074,98 

0 4732,05 | 21 126,60 | | 

3 4730,66 | 21132,80 |2p,—15d, | 21 132,80 

3 4727,48 | 21 147,02 | 

3 4724,10 | 2116215 | | | 

5 4719,94 | 21180,81 |2p.— 6s, | 21 180,91 | \|'74 
2 4719,22 | 2118404 |2p..— 5s, | 2118412 50 
1 4718,10 | 21189,06 |2p,— 8d | 2118919 69 
0 4716,47 | 21196,28 2p) —16d, | 21 196,28 | 

6 4709,50 | 21227,76 |2p — 7s, | 21 227,86 | 51 
4 4709,08 |' 21 229,64 |2p,,— 8d, | 21 229,81 52 
2 4708,46 | 21 232,45 |2p,.— 58, | 21 232,64 53 
i 4704,35 | 21 250,99 |2p9— 5s, 54 
5 4651,388 | 21 492,96 |2p.9— 9dg |. 21 492,96 

il 4647,493 | 2151098 |2p,— 9d; | 21510,98 

8 4642,148 | 21535,74 |2m.9— 9d | 21535,83 56 
1 4640,75 | 21 542,23 | 
6 4726,78 | 21607,27 |2p. — 85, | 21 607,30 | 

4 4625,46 | 21613,44 |2p1— 88, | 21 613,36 | 

0 4615,15 | 21 661,72 | 

0 4611,75 | 21 677,69 | 

1 4598,78 |, 21 738,82 | 

) 4597.20 | 21 746,30 | 

3 4587,21 | 21 793,66 |29.—10d, | 21 793,55 

4 4586,610 | 21 796,50 |29—10d; | 21 796,50 
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4 | 4584,958 | 2180437 |2p,,— 7s | 21 804,37 |) | 

1 | 4571,10 | 21 870,46 i 

2 4569,69 | 21877,21 |2p.— 9s, | 21877,26 | 

1 4568,64 | 21882,24 |2p  — 9s, | 21 882,20 | 

2 4564,82 | 21 900,55 \ 

5 4554,319 | 21951,05 |2p.— 7s") 21 951,05 t 

1 4546,39 21 989,52 I 

6 4544,746 | 21 997,39 | 
mS 4541,60 | 2201252 |2p,—1ldg | 22 012,60 l 

00 4540,40 22 018,34 | 

5 4534,78 | 22 045,62 \ 

0 4534,46 | 22047,18 

Od| 4523,35 | 2210134 |2p,,— 6s8,?| 22 100,88 

3q| 4509,87 | 22 167,40 | 

0 4507,45 | 22179,20 |2p.—12d, | 

2 4505,16 | 22 190,57 i 

ib 4498,17 | 22 225,04 | 

Od| 4497,79 | 22 226,92 

3 4480,87 | 22 310,85 

3 4479,31 | 22 318,63 

3 4474.72 | 22 341,52 

1q| 446868 | 22371,72 \ 

0 4461,85 | 22 405,96 

3 4461,46 | 22 407,92 | 

4 4460,53 | 22 412,60 | i 

2 | 445661 | 22 482,31 i 

2 4448.88 | 22 471,27 

3 4445.84 | 22486,65 |2pio— 8s") | 22 486,65 | 

i) 4439,48 | 22 518,86 i 

1 4435,15 | 22540,85 | i 

1 | 4404.75 | 22 696,40 

ri 4385,58 | 22 795,61 i 

1 4385,09 | 22 798,16 | 

1 4383,48 | 22 806,53 | 

3 4368,36 | 22 885,48 

0 | 4367,88 | 22 888,26 | ] 

5 4310,47' | 23 192,82 \ 

3 4299,24 | 23 253,41 | 

5 429497 | 23 276,52 

3 4289,09 | 23 308,43 

3 4271,24 | 23 .405,84 

2 4265,52 | 23 487,23 

3 4258,59 | 28 .475,36 

4 4254,95 | 23 495,45 

2 4250,41 | 23 520,55 

5 4249,37 | 23526,30 

5 4243.57 | 28558,47 

0 4241,09 | 23572,23 

1 4239,82 | 23579,29 

1 4179,56 | 23919,24 

5 4176,33 | 23 937,74 

4 4175,40. | 23.943,07 

2 | 4168,70 | 23 981,55 

2 4168,41 | 23 983,23 

5 | 4152,54 | 24074,89 
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271 20s 2 ps 2 ps 2P5 5B 
4y¥ 1226,21 206,71 157,99 77,43 é 
Neg 5 1 | 2 “a 1 hs 0 
1 | 0 ‘ 
2 |1 9 928,73 11 156,58 | (©) 11361,55 (0) 11519,43 | @ 11597,10 
3 lo | @) 11 410,21.  @ 11 616,83 @) 1177491 | 
oH) @) 11 923,20 | 
4 1/2 | £1948,49 [2155.21 | () 12313,21 | 
blll | @) 12186,69 | (@) 12393,44 0) 12551,48 4 
6 la | 12. 263,72 12470,43 | @) 1262842 | @ 12 705,960 
7 Wi | @) 12351,82 | @ 1255816 | @ 1271604 | @ 12793, 5 
8 |e | @ 1310448 | (@ 133811,17 | @) 13 469,28 
9 2 |) 18 122,61 13 329,38 | @) 13 487,36 
10 3 || (6) 13 463,88 i. 
iiah yal 12 289,30 13 515,51 | () 18722,22 | @ 18880,16 | @ 13 957,62 
i Iho) (3) 13 600,2 (8) 18 964,92 | 
13 || 1} @ 12 438,70 | @) 13 664,91 (0) 13 871,63 | @) 14029,65 (6) 14 107,06 
| Aee: st os = = . 
14 || 0 @) 14297,78 @) 14662,46 | . 
15 | 1] @ 1321015 | @ 1443646  @ 1464317 | w 1480131 | ao 14 878,62 
16 || 2 @) 14590,56 | (0) 14.797,41 | @) 14955,35 | 4 
Temes @) 14870,44 | 
18 || 2 | @) 14 785,75 | [o) 14.992,502] | [@ 15 150,42] 
19 || 3 | 15 040,00 / a, | 
20 4/2 @) 14943,76 | (») 15150,42 | @ 1530849 | 
21 || 1}| @ 18 756,67 14 982,99 | 15 189,70 | (4) 15347,69 | ( 15 425,11 | 
22 1] 2879261 | @ 1501791 | 15. 224,62 | @ 1538250 | @ 15459,01 
23 2 () 15 876,51 | © 16088,22° | @* 16 241,86 if 
24 |) 1] @ 14745,52 | @ 1597154 | @ 16 178,30 @) 16 336,23 | @) 16 413, 
25 aie |  16009,07 | ( 16 215,83 (9) 16 373,78 vn 
26 Ilo @) 16012,52 | [@) 16 376,572] 
27 113 | (0) 16 267,78 
28 «(413 | @) 1648417 © |. 
One al | @ 16312,14 | | @) 16 676,90 a. 
30 | 1 (0) 16.319,31 a) 16761, 4. 
Sea me (0) 16 330,39 ©) 16587,10 | @ 16 695,12 é 
32 11 3 (19)* 16 542,90 
33 || 0 (3) 16376,57 | Q) 16 741,33 e 
34 | 1/1 @ 15 159,60 | @ 1638580  @) 16 592,54 () 16 750,53 | @ 16827, 
35 |] 2 (0) 16406,86 | ©) 16613.52 
36 || 1 | ® 15 213,36 | @ 16 439,50 | @ 16 646,14 @) 16 804,16 E 
36a) 0 17 030,31 17 395,03 eos 
Anmerkung: Ein Stern hinter der Intensititsangabe bedeutet, daB d cf 
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150,29 469,99 154,50 1360,65 || 
2 1 2 3 1 || Termgréfe 
= <= 3 i LL 
@) 12425,00 ao) 14.409,97|| 8599,40 || 4d, 
12.413,82| @ 12564,08] (3) 13034,14 (10) 14549,30|| 8460,07 || 4d, 
12669.02| @) 12819,42 13.289,29 | () 13443,94 | (20) 14804,52|| 8204,85 || 4 dy 
12975,30 ao) 13595,86 | @) 13750,13 7898,59 || 4d, 
13207,32| () 13357,74| @ 13827,59 | @ 13982,00 || 7666,55 || 4a’ 
13 445,60| (10) 13595,86| (10) 14065,76 | (0) 14220,32 | (0) 15580,99| 7428,39 | 3s, 
13522,64| (10) 13672,93| (8) 14142,92 (10) 15 658,08 || 7351,29 || 3s, 
13610,33| @) 13760,40 @) 15745,67 || 7263,70 || 4 dy 
14 363,39] (10) 14513,65| @) 14983,66 | @) 15138,12 | @o)16498,77|) 6510,60 |) 48/7” 
) 14381,49| (8) 14531,75] ao) 15001,82 | @ 15156,30 | @ 16516,91) 6492,46 | 4s 
: 14515,90 (8) 15136,21 | @ 15290,71 || 6857,99 |) 4s" 
~ | a0) 14774,49] (@) 14924,71| @ 15394,65 a0) 16 909,80) 6099,53 | 4s, 
as (10) 15009,44 (7) 16994,49|| 6014,82 | 3s, 
| @o) 14.923,82] @ 1507416] @) 15544,02 (6) 17059,23 || 5950,13 || 3s, 
@) 15706,86 (80) 17691,98|| 5317,39 || 5d, 
|} @ 15695,28| 4 15845.65| @) 16315,68 (40) 17830,74|| 5178,63 || 5d, 
 |@ 15849,37| @) 15999,68 16469,57 | (@) 16624,16 | @o)17984,80|| 5024,56 || 5 ds 
| |) 15922,62 (10) *16542,90 | @) 16697,42 4951,29 || 5 dy 
— |@ 16044,59| a0) 16194,83| @ 16664,84 | @ 16819,35 | (s) 18180,09|| 4829,28 || 5 a’ 
~ | ao) 16.092,10 @) 16712,48 | @) 16866,91 4781,81 || 5d) 
| | @o)16202,50]  16352,80| @) 16822,81 | (@) 16977,29 | ao) 18337,96 | 4671,41 | 4s, 
|) | @*16 241,86] @ 16392,10| ®) 16862,10 (io) 18377,36 || 4632,01 || 45, 
~ |@) 16276,71| @) 16426,99| ~@ 16896,98 ()*18412,15|| 4597,22 || 5 dy 
@ 17135,38| (5) 17285,73| @) 17755,69 | @) 17910,31 | as)19270,81|| 3738,54 || 5s 
(6) 17230,42 () 17850,83 (10) 19365,86|| 3643,51 || 6 ds 
(4) 17267,93] (10) 17418,23| (10) 17888,33 | @) 18042,61 19 403,26 || 3605,97 || 5 si” 
(4) 17421,64 (s) 19406,82|) 3602,55 || 6 dg 
(1) 17319,88 (ao) 17940,15 | @) 18094,76 3554,04 || 5 s/f” 
(6) 17536,36 (10) 18156,61 | @ 18311,25 3337,54 || 6 dy 
(8) 17570,94| (6) 17721,38 (8) 19706,41|| 3302,90 || 5s', 
|) 17577,86) @*17728,39| «)* 18 198,32 @) 19713,33|| 3296,04 
©) 17589,21| @) 17739,62| @) 18209,46 | @ 18364,16 | @ 19724,65|) 3284,72 || 6 dy 
(a0) 17594,88 a) 18215,00 | @o)18369,76 3279,03 || 6d) 
@) 17785,79 (8) 19770,92 || 3238,44 || 48, 
t | 4 17644,82| (6)*17795,10| ao) 18264,98 (9) 19780,10|| 3229,37 ||4s, 0.58, 
(10) 17665,67| (4) 17816,09| @) 18286,07 | @o)18440,46 | @o)19801,13|) 3208,24 || 5s, 
| @) 17698,41| @) 17848,76| (@) 18318,77 3) 19833,75|] 3175,70 || 6d, 
20 424,60|| 2584,77 || 7d, 
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1226,21 


206,71 


157,99 


Ww ww Re 


me e bo 7 


@) 17 107,60 


@) 17 265,16 
@) 17314,23 
@) 17 359,80 


(2) 17 422,98 


(0) 17 560,26 


(0)* 17 639,89 
(0) 17 651,10 
(2) 17 656,71 


(* 17 728,35 _ 
@) 17734,11 


“Ios 1 J 
WwW Oo eR 


q 


|| (6) 16 413,78 | 


| 


| @ 17570,11 
| ©) 17617,11 


(0)* 17 639,89 


@) 17 835,48 
4) 17 838,31 
() 17 856,98 
(2) 18 098,79 


(2) 18 706,40 


(3) 18 715,16 
(3) 18 410,18 
(0) 18 402,29 
@) 18 116,83 


[(6)* 17 795,102] 


(5) 18 556,78 
@) 18 436,40 


a) 17 786,58 


' (0) 


(6) 17 776,77 
(4) 17 823,87 
a) 17 846,30 
(10) 17 860,30 
(3) 17 979,92 


qa) 18 040,78 
(5)* 18 042,61 


(6) 18 063,64 


@) 18 348,22 
(0) 18 391,36 


| @) 18 419,96 


(8) 18 695,58 
(6) 18 799,81 
(0) 18 873,69 


()* 18 921,85 
(@) 18 616,91 
(0) 18 608,87 
@) 18 323,33 
a) 18 002,00 
@ 18 763,49 
18 642,92 


(a 


@) 17 934,83 
(8) 17 981,86 
(3) 18 004,07 


(4)* 18 198,32 
(@) 18 200,27 
(6) 18 203,06 
@) 18 221,61 


(0) 18 506,26 


(0)* 18 583,68 


qa) 19 070,92 


a) 19 079,73 
@) 18 774,84 
(0) 18 766,84 
(0) 18 481,43 
(3) 18 159,68 


(4)* 18 921,85 


() 18 151,60 


(©) 18583,87 


@) 18 844,31 
(0) 18 558,78. 
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: | 2 1 2 3 | 1 | Termgréfe 
F. 
(3) 18317,49] (3) 18467,83] 4) 18937,55 (15) 20452,78 |] 2556,59 | 7d, 
- @ 18366,42| 4) 18516,78 (@ 19141,15 | @s)20501,80|| 2507,57 | 7d, 
v (4)*18412,15 (9) 19032,21] () 19186,73 2461,97 || 7d, 
(8) 18454,54) (10) 18604,70/ (6) 19074,69} @) 19229,48? | @*20590,02|| 2419,35 7 dy 
(0) 18 477,56 (2) 19097,85] () 19252,38 2396,35 || 7d/, 
(8) 18534,08) (4) 18684,38) (6) 19154,34| @) 19308,84 | @o)20669,53|| 2339,84 6 8, 
©) 18545,26] (8) 18695,45] (6) 19165,42 (6) 20680,61|/ 2328,75 || 6s, 
@) 18550,83] (4 18701,05| ~) 19170,99 (8) 20686,22|| 2323.11 || 7d, 
~ |@ 18828,84| a) 18979,14 (2) 19603,78 |(20)*20964,35]) 2045,03 | 6 si’ 
|@) 18875,80] @) 19026,11| «) 1949620 1998,09 || 6 s/” 
(4) 18898,35] (@)*19048,18| 2) 19518,66 (10)21033,75 || 1975,62 || 8d, 
(6) 18912,36 (6) 19532,69| @) 19687,28 1961,50 || 65%” 
19031,96 @) 19652,16} @) 19807,07 1842.08 || 8d, 
~ @)*19048,18] (2) 19198,96| «4* 19 668,96 (2) 21184,04|| 1825,33 | 
‘|@ 19092,48 (6) 19867,19 | (6) 21227,76 || 1781,51 | 75, 
(4) 19244,80| (6) 19714,54 (4) 21229,64|) 1779,56 8 dy od. 7&4 
@) 19247,57 (2) 21232,45]| 1776,97 || 5es 
©) 19115,67 (@) 19735,99 (1) 21250,99]) 175819 | 5s, 
@) 19507,84 (5) 21492,96]| 1516,41 |) 9d, 
(4) 19 400,37] @) 19550,65 (8) 21535,74|| 1473.63 || 
(® 19443,00 (0) 20063,42} (3) 20217,64 1430,78 | 9d} 
| 19471,94) @ 19622,25/ a) 20092,37) (6) 20246,63 | (6) 21607,27|| 1402,07 | 855 
4} (0) 19477,85] (3) 1962810] (4) 20098,22 (4) 21613,44]| 1396,01 | 8s, 
) 19719,71 (0) 20840,09} @) 20494,76 1154,08 10d} 
| @ 19746,74) @) 19896,94| 4) 20367,07 (1) 21882,24|} 1127,17 | 9 84 
@) 19851,99 (6) 20472,38] (8) 20626,73 1021,97 || 7st” 
1) 19925,70 (ow)20545,42| a) 20700,44 948,33 | 11d} 
F (0) 20115,53 908,49 || 6 sg 
| @) 20189,26) @) 20340,09] (s) 20809,76| [(10) * 20964,35 ?| 684,65 | 13d, 
|) 19973,94 (0) 20594,26| 899,88 || 635 
| ®*19668,96] a) 19819,43 (0) 20443,83 | 4) 21804,87|| 1205,00 | 7s! 
‘@) 19661,03 (24)20 281,79 (4) 21796,50|| 1212,87 | 10d, 
l@) 19375,44| @ 19525,79| (0) 19995,84 (7) 21510,98|| 1498,39 | 94, 
Je) 19054,09] (8) 19204,06] (3) 19674,00 a) 21189,06 |) 1820,18 | 8 di" 
©) 19816,17] a) 19966,13 (oy* 20590,02 | (5) 21951,05/} 1058,32 agit 
 @ 19694,78 (10)20315,25] (8) 20469,90 | (4) 21 881,252] 1178,80 | 10d, 
_ @) 19741,78) (0) 19892,03) (1) 20362,13] «@) 20516,66 | (2) 21877,21|| 1132,11 | 985 
~@ 19940,72 (2) 20715,45 933,25 10s, 
(6) 19045,24] (3) 19 195,76 (5) 21180,81] 182856 | 6° 
} ¢ | 
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Grenzen: 


K. W. Meissner, 


IL Nebenserien 2 p,— m5p. 


A = 1423,20. 


2p, =18388,83, 29,=19615,04, 2,—19821,76, 2p, =19979,75, 


2-9; =20057,17, 25 =20873,91, 2p, =21 024,20, 2p.—21494,19, 29,9 =23009,37. 


Komb. | m 1 2 3 4 : 6 
one 7 503,868 8 037,22 | 6 594,66 
2184) 13 322,792 12 438,70 | 15 159,62 
ll ase | 34 711,62 5 950,13 | 3 229,21 
jj 4 8 265,524 7 316,00 | 6101,16| 559850] 5 341,78 
Po 89‘ v 12 096,585 13 664,91 | 16 385,80 | 17 856,98 | 18 715,16 
ms, || 31 711,62 5 950,13 | 3 229,24] 1758,06| 899,88 
“ {| A 8 408,213 7 206,986] 6025,14| 55384,45 | *5 283,43 
P3831 11 889,863 13 871,63 | 16 592,54 | 18 063,64 | 18 921,85 
WI més, _ || 31 711,62 5 950,13 | 3 229,22) 175812) 899,91 
(| 4 8 521,442 | 7 125,80 | 5 968,81] 5 486,47| 5 239,71 
P4823 » || 11 731,880 14 029,65 | 16 750,53 | 18 221,56 | 19 079,73 
aii ms. || 31 711,63 5 950,10 | 3 229,22] 1758,19| 900,02 
(fh Ad 7086,70 | 5 940,86 
Dek We eee | 14 107,06 | 16 827,93 
|, M8» 5 950,11 | 3 229,24 
( A 9 224,50 6 698,85 | 5 665,82| 5 229,86] 505,13 
P5854) 10 837,72 14 923,82 | 17 644,82 | 19 115,67 | 19 973,94 
: al mse || 31 711,63 5 950,09 | 3229,09| 1758,24| 899,97 
il fi 9 354,04 6 632,04 | 5 617,97 
M7834,” 10 687,73 15 074,36 | 17 795,10 
, | | ms, || 81 711,98 5 949,84 | 3 229,10 
| i, || 9784.46 6 431,57 | 5 473,44] 5065,48| 4 854,37 
Ps8\| »  |/10217,49 | 15 544,02 | 18 264,98 | 19 735,99 | 20 594,26 
‘ \ ms | 31 711,68 5 950,17 | 322921] 1758,20] 899,93 
(| 4  |i1 590° 5 860,312] 5 054,18] 4 704,35 
P10 8a)| 8 702,22 17 059,23 | 19 780,10 | 21 250,99 
; \ m8» = 5 950,14 | 3 229,27| 1 758,38 
. m8 || 31 711,62 | 12 228,2| 5 950,13 | 3229,21| 1758,19| 899,88 
|m8 + A | 33 134,82 | 13651,4| 7373,83 | 4652,41| 3181,39| 2 323,08 
| meff. || 1,819 83 | 2,835 21] 3,857 82 | 4,856 63 | 5,873 08 | 6,8729 
If. Nebenserien 2 p;— Ms3- A = 1 423,20. 
Grenzen: 2p, = 19615,04, 2p,=19979,75, 2p, = 21024,20, 294 = 23009,37. 
eS re ee Ee 7 350,78 | 6 104,60] 5 604,36] 5 34428 
Po 83 il vy | 12 942.749 13 600,26 | 16 376,57 | 17 838,31 | 18 706,40 
||__msg__||82.557,79 | 6 014,78 | 3238,47| 1776,73| 908,64 
4 || '7948,176 | 7158,83 | 5971,59| 5 492,06] 5 242,13 
Ps 83 y 12 578.042 13 964,92 | 16 741,33 | 18 203,06 | 19 070,92 
St | ms, || 82 557,79 6 014,83 | 3 238,42] 1776,69| 908.83 
i yh 8 667,94 6 660,64 | 5 620,89] 5 194,02] 4 969,88 
P7 83 v 11 533,60 15 009,44 | 17 785,79 | 19 247,57 | 20 115,62 
i \ ms; || 32 557,80 6 014,76 | 3 238,41] 177663] 908,58 
l A 10 640 5 882,625] 5 056,53] 4708,46| 4523.35 
Pro 83 y 9 548,38 16 994,49 | 19 770,92 | 21 232,45 | 22 101,34 
e M8 — __ | 6014,88 | 3 238,45] 1776,97| 908.08 
: mss _||82557,79 | =| 6 014,82 | 8 238,44| 1776,73| 908,49 
_|| ms3 + A | 33 980,99 |etwal3800| 7 438,02 | 4661,64| 3199.93] 2 331,69 
Meff. 1,797 03 |etwa 2,822] 3,841 00 | 4,851 82 | 5,856 04 | 6,860 23 
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I. Nebenserien 2p,;— ms}. A = 1423.20: 
Grenzen: 2p,, 2Do, 2» 2 Ps: 2 Ps, 2P5, 2P¢, 2P7, 2Pg, 2 Pro- ; 
Komb. | m || 3 4 eee ie ay Ea 
vA ee | 
P1 81 )!) a 
I ms; | | | 
{l P| anal | 6 128,71 | 5 620,66 
Paar, 2 a | 16 312,14 | 17 786,58 
|) ms; || | | 3 302,90] 1 828,46 a 
i (I) a | 7 285,44 | 
Pssij|| 2% il 13 722,22 
, al ms, | ; | 6 099,54 te j 
i arr | 7202,55 | 5 994,66] 5 507,63 | 
03844 oe oe | 13 880,16 | 16 676,89 | 18 151,60 
ost || | 6099.59 | 3302,86| 182815 qe 
' | | “7162.57 | 
P581j]| » || | 13 957,62 | 
“UL met _ | | 6.099,55 | 
{| ye 6 766,56 | 5 689,64) 5 249,20) 
Posi ii 2 |i 14774,49 | 17570,94 | 19 045,24 | 
Moms 6 099,42 | 3302,97| 182867 i 
| | 6 698,45 | 5 641,34| 5 208,04 | 
P7834) 14 924,71 | 17 721,38 | 19 195,76 
|| ms, || _—_—s|_: 6 099,49 | 3302,82] 1 828,44 
| A a | 6 493,97 | | 
Pes i] 2 | | 15 394,66 | 
\) m8, | 6 099,53 ee 4 
i) 4 | | 5 912,088 | 5 073,08 | 4 719,94 | 
Pipsiaie 2 2 16 909,80 | 19 706,41 | 21 180,81 
iy | ms, | | 6099,57 | 3 302,96, 1 828,56) ; 
|| ms, |; 11. 742,38 | 6 099,53 | 3302,90| 1 828,46 | 
|| ms, +A | 13 165,5 | 7522,73 | 4726,10| 3 251,66 | 
meff. || 2,8871 | 3,81932 | 4,818 62] 5,809 97 | | 
I. Nebenserien 2P;— mM 8} - A. =-1493;20: 
Grenzen: 2p; — 19821,76, 2p, — 20873,91, 2p, = 21494,19, 2 py = 21648,70.. 
snare ee ae a es ein 248 
Komb. | m 3 ta 4 | 5 6 7 | Be 
ey | 7425,24 | 6 145,43 | 5 597,46 | 5 317,726 | 
nes] y | 13 463,88 | 16 267,78 | 17 860,30 | 18 799,81 | 
| MS vey! | 6 357,88 | 3553,98 | 1961,46 | 1021,95 | | 
il Thee | 6 887,10 | 5 772,116) 5 286,08 | 5 035,88 | | 
Pesy')|| 2 | 14515,90 17319,88 | 18 912,36 | 19 851,99 | 
P | msi" 6 358,01 | 3554,03 | 1961,55 | 1021,92 | 
(| - 6 604,853) 5 572,546) 5 118,200) 4 883,27 | 
Pe8i'y) 2 I 15 136,21 17940,15 | 19 532,69 20 472,38 
| msi | | 6 357,98 | 3 554,04 | 1961,50 | 1021,81 | 
il A | 6 538,115 5 524,93 | 5 078,03 | 4846,73 | | 
Post 3] 15 290,71 18 094.76 19 687,20 | 20 626,73 | 
1% Ui mst" ____| 6 857,99 | 3553,94 | 1961,5@ | 1021,97 | 
dé | msi" | 6 857,99 | 3554,04 | 1 961,50 | 1 021,95 | | 
—_iimsi"+4 | 7 781,19 | 4977,24 | 3384,70 | 2445,15 | | 
| melt. | 3,755 36 | 4,695 48 | 5,69396 | 6,699 18 | 
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Die nach denselben Verfassern im Glimmlicht einer Cu- oder Ni- 
Kathode auftretenden Linien gehéren wohl zum blauen Spektrum des 
Argons. 

Die Deutung der Linien 4 — 932,06 und 919,06 wird schon von 
Saunders") in der gleichen Weise gegeben; nach ihm tritt auch die 
Kombination 1p, —2p, (A = 941,39) auf, deren Existenz Dorgelo 
und Abbink in Abrede stellen. Die Kombinationen 932 und 919 wider- 
sprechen der j-Auswahlregel; vielleicht ist fiir ihre Deutung die Be- 
merkung von Dorgelo und Abbink wichtig, da diese Linien in der 
Argonsiule relativ viel schwicher auftreten. 

§$ 6. Nach der Fertigstellung des Manuskripts erschien eine Arbeit 
von F. A. Saunders iiber das Argonspektrum’), auf die wir wegen einiger 
Abweichungen von unseren Ergebnissen etwas naher einzugehen haben. 

Von den schon in Arbeit I mitgeteilten Hauptserien werden von 
Saunders je vier, in einem Falle sechs Glieder mitgeteilt, die mit unseren 
Ergebnissen in guter Ubereinstimmung sind. Die Bezeichnungen der 
Terme mp; entsprechen einander zum Teil vollkommen, wie die folgende 
Tabelle 4 zeigt (der Indizes 1): 


Tabelle 4. 
a) I | | Lae F 
Saunders , . , | if 2 | 3 aan Ts 3) | — 6 fe 8 9 | 10 
Meissner heats [bs 8 | ab 5S Geren) 8 || couianaes 


Die hauptsichlichste Diskrepanz betrifft die Saundersschen Terme 
mp, und die von mir gegebenen Terme Mp, 

Die Saunderssche Termfolge mp, ist durch zwei Glieder belegt: 
2p, = 16132,8, der mit s, und s, sicher, mit 3 fraglich kombinieren 
soll, und 3p, = 8706,6. 

Wahrend dieser Term 3 p, unser Term 3p, (8703,94) ist, laBt sich 
an Hand unserer Messungen zeigen, daB der Term (2 P,)sauna, nicht zu 
halten ist. 

Die Werte der 1s-Terme gibt Saunders wie folgt an: 

i ee——ciar  LAA lis ho 6 Vs =="3 556041, 
15, ==932, 56018 Ls, == 33:970,0. 
Hierdurch berechnen sich: 
1s,— 2p, = 15581,1, ~ beob. 15 580,99 


= 164943. 
1s,—2p, = 17230,8, beob. 17 Re ee eee 


1) F. A. Saunders, Bull. Amer. Phys. Soc., April 1926, S. 18. 
2) Derselbe, Proc. Nat. Acad. 12, 556, 1926. 
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Av sollte gleich 1s, — 1s, = 1649,24 sein. Der Unterschied der 

Werte ist zu gro. In unserer Darstellung sind die Linien gedeutet: 
15 580,99: 2p,,—3s, (ber. 15 580,98), 
17 230,42: 2p, —6d, (ber. 17 230,40). 

Die Ubereinstimmung ist hier also vollkommen innerhalb der Beob- 
achtungstfehler. 

Was die Termfolge mp, betrifft, so ist zu bemerken, daf Saunders 
eine Reihe von Termen angibt, die nach ibm vermutlich eine Serie bilden; 
es sind dies die Werte 9550,7, 5643,7, 3728,5 und 2673. In der Tat 
sind gerade diese Werte unsere Terme mp, (m = 3...6). Der in I 
gegebene Term 2p, erregt allerdings zuerst einiges MiBtrauen, da die zu 
erwartende Kombination 1s, — 2p, fehlt, aber sein Auftreten in etwa 
20 p,d- baw. p,s- Kombinationen zeigt doch, da® die getroffene Kinord- 
nung die richtige ist. 

Weiterhin werden in einer ‘labelle von Saunders etwa 85 ps- und 
pd-Kombinationen mitgeteilt. Bei allen (wie in unserer Tabelle 2) auf- 
gefiihrten 21 Gruppen fehlt die Kombination mit 2,, was unseren 
obigen SchluB iiber die Nichtexistenz des Saundersschen 2 p,-Termes 
erhirtet. Alle von Saunders gegebenen Nebenserienterme sind bis auf 
zwei (6068 und 3495), die nicht zu verifizieren sind, in unseren Serien 
enthalten. 

Eine Ordnung der Terme in Termfolgen wird nicht gegeben, mit 
Ausnahme der Nissenschen Termfolge (siehe oben 2p; —ms,), in der 
Saunders, in Ubereinstimmung mit uns, die s,-Serie vermutet. 

Im iuBersten Ultraviolett gibt Saunders eine Reihe von Linien, 
die zum Teil auch von Dorgelo und Abbink gemessen und nach § 5 
zu deuten sind. Merkwiirdigerweise fehlen die bei Dorgelo und Abbink 
starken Linien 1p, — md; und 1p, —ms,, wogegen eine Reihe von 
Linien gefiihrt werden, die bei den anderen Beobachtern fehlen. Wo- 
durch die starken Diskrepanzen in den beiden Beobachtungsreihen 
kommen, werden erst neue Versuche von beiden Seiten aufkliren kénnen. 
Nach Dorgelo und Abbink ist es auferordentlich schwer, aus der 
groBen Zahl der von Verunreinigungen (H,!) herriihrenden Linien die 
Argonlinien auszusondern. Da die von Saunders als 1p,,— 2p, ge- 
deutete (4j — 2) Linie 941,39 AE. nach Dorgelo und Abbink nicht 
auftritt, wurde schon oben erwihnt. 


Frankfurt a. M., Physik. Institut d. Universitit, Nov. 1926. 
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Die Ventilwirkung des Silbers in wasserigen LOsungen 
von Kaliumsilbercyanid. 


Von A. Giintherschulze. 


Mit 4 Abbildungen. (Hingegangen am 1. Dezember 1926.) 


Silber zeigt in wasserigen Lisungen von KAg(CN), Elektronenventilwirkung von 
der gleichen Art wie Zn und Cd in Lésungen von K,CO, oder Sb und Bi in den 
meisten Elektrolyten. Die Formierung setzt erst nach einer Latenzzeit ein, die 
mit abnehmender Formierungsstromdichte zunimmt. Die Formierungsgeschwindigkeit 
ist der Stromdichte proportional, nimmt mit der Konzentration des Elektrolyten ab 
und ist von der Temperatur des Elektrolyten nur wenig abhingig. Die Funken- 
spannung liegt etwas niedriger als die des Tantals in den gleichen, Lisungen, 
Die Funken erzeugen ebenso wie beim Tantal Strahlen kleiner Gasperlen, die 
explosionsartig aus dem Funken herausgeschleudert werden. Wird die Silberanode 
dauernd an eine unter der Funkenspannung liegende Spannung geschaltet, so sinkt 
der Strom asymptotisch auf sehr geringe Betrige, denen Widerstande von mehr 
als 10 Millionen Ohm pro Quadratzentimeter Oberfliche entsprechen. Die elektro- 
statische Kapazitat der die Ventilwirkung bedingenden Schicht ist sehr viel 
geringer als bei Tantal und infolge grofer Energieverluste nicht genau meSbar. 
Bei Belastung mit Wechselstrom formiert sich eine Silberelektrode in Kaliumsilber- 
cyanidlésung nicht, eine mit Gleichspannung formierte verliert ihre Wirksamkeit 
sofort. Der Grund liegt darin, daf das anodisch gebildete Paracyansilber katho- 
disch wieder zu Silber reduziert wird. 


A. Einteilung der elektrolytischen Ventilwirkung. 

Bei der elektrolytischen Ventilwirkung!) ist zu unterscheiden 
zwischen : 

1. Elektronenventilwirkung gegen Wechselstrom (Ta, Al, 
Mg). Es bildet sich bei der Formierung auf der Ventilanode eine pordse 
Oxydhaut und in dieser eine iuBerst diinne Gasschicht, die die Ventil- 
wirkung verursacht. Bei einer bestimmten Spannung, der Funkenspannung, 
beginnt bei der Formierung Funkenspiel auf der Anode. Bei einer 
zweiten, ebenfalls scharf definierten Spannung, der Maximalspannung, hort 
das Steigen der von der Anode aufgenommenen Spannung auf. Die For- 
mierung kann nicht weiter getrieben werden. Funkenspannung und 
Maximalspannung sind eine Funktion von Ventilmetall, Art und Kon- 
zentration des Elektrolyten. Die Dicke der Gasschicht ist bei gegebenem 
Ventilmetall eindeutig durch die Spannung bestimmt, bis zu der die Zelle 
formiert ist. Die Dicke der Oxydschicht ist nicht eindeutig durch diese 
Spannung bestimmt, sondern von der Art der Formierung abhiingig. Die 


1) A. Giintherschulze, Ann. d. Phys. 65, 223, 1921. 
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Oxydhaut ist kathodisch nicht reduzierbar. Die Ventilelektrode formiert 
sich bei Belastung mit Wechselstrom ebenso gut wie mit Gleichstrom. 

2. Elektronenventilwirkung gegen Gleichstrom (Zn, Cd, 
Sb, Bi). Erscheimungen wie bei |. mit dem Unterschied, daB die Oxyd- 
haut kathodisch zu Metall reduziert wird. Infolgedessen keine Formie- 
rung bei Belastung mit Wechselstrom und keine Ventilwirkung gegen 
Wechselstrom. 

3. lonenventilwirkung, z. B. Silber in wisserigen Lésungen von 
Halogensalzen und -siuren, am ausgeprigtesten in H Br’). Es bildet sich 
anodisch eine nicht pordse, elektrolytisch leitende AgBr-Schicht sehr 
hohen Widerstandes. In der umgekehrten Stromrichtung ist der Wider- 
stand wesentlich geringer. Keine Gasschicht. Kein Funkenspiel. Keine 
Maximalspannung. Bei gentigend’ vorsichtiger Formierung beliebige 
Schichtdicken, die beliebige Spannungen aushalten. Die Dicke der Ag Br- 
Schicht ist eine eindeutige Funktion von Stromstiirke und Spannung. 
Keine Formierung bei Wechselstrom. Keine Ventilwirkung gegen 


Wechselstrom. 
B. Neue Ventilwirkung des Silbers. 


Es ist bekannt, daf bei der galvanischen Versilberung mit Hilfe 
wasseriger Liésung von Kaliumsilbercyanid dem Elektrolyten stets ein 
Uberschu8 von Cyankalium zugesetzt werden mu8, weil 
sich sonst auf der Anode eine Schicht schwer léslichen, 
schlecht leitenden Paracyansilbers bildet, die den Strom 
unterdriickt. Die infolgedessen zu erwartende Ventil- 
wirkung des Silbers in reinen Lisungen von KAg (CN), 
wurde untersucht. Die Ergebnisse sind im folgenden mit- 
geteilt. Es zeigt sich, daB es sich hier um eine echte 
Elektronenventilwirkung handelt, die jedoch nur gegen 
Gleichstrom wirksam ist (wie bei Zn, Cd, Sb, Bi), weil 
die Paracyansilberschicht kathodisch reduziert wird. 


C. Die Versuche. 


Das Silber wurde in Form von Stiben von 4mm 
Durchmesser und 55 mm vom Elektrolyten bedeckter 


Fig. 1. 


Lange verwendet, so da die wirksame Flache 7,0 em? 
betrug. Die Stabe wurden — wie Fig. 1 zeigt — von unten her in den 
Elektrolyten mit Gummidichtung eingefihrt, was wichtig ist, weil bei 


1) A. Giintherschulze, Ann. d. Phys. 26, 372, 1908. 
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ungeschiitzter Einfiihrung von oben her die Beriihrungsstelle Silber— 
Elektrolyt—Luft zu Stérungen der Ventilwirkung fihrt. 

I. Formierung in Abhingigkeit von der Stromdichte. Die 
Versuche wurden in 0,4n Lésung bei Zimmertemperatur ausgefiihrt. 
Fig. 2 zeigt die Ergebnisse. An den Kurven sind folgende charakte- 
ristischen GréSen zu unterscheiden: 

1. Eine Latenzzeit. Wahrend einer bestimmten mit abnehmender 
Stromdichte schnell ansteigenden Zeit erfolgt noch keine Formierung. 


LO ——— 


700 


Qo 
8 


Zellenspannung 
Q 


Eirschaltungsdaquer 
6 . 2 25 min 30 


Fig. 2. 


Die Spannung an der Zelle bleibt konstant gleich etwa 0,5 Volt. Nach 
Ablauf der Zeit beginnt die Spannung plétzlich zu steigen. In Fig. 3 
ist der Zusammenhang zwischen Latenzzeit und Stromdichte angegeben. 
Ahnliche Vorginge sind bei der Passivitit beispielsweise des Eisens be- 
kannt. 

2. Die Formierungsgeschwindigkeit vor dem Knick. 


d 
a == (3) - Sie ist konstant. In der folgenden Tabelle 1 ist sie in Ab- 
1 
hangigkeit von der Stromdichte dargestellt. 


Taibiel ema: 
Formierungsgeschwindigkeit q@ von Silber bei verschiedenen Strom- 
stirken in 0,4n KAg(ON), bei 22°C. Silberoberflache 7 cm?. 


Stromstirke | Stromdichte ay “ 
mA |  mA/cm?2 Volt/sec alt 
20 | ie S60 Ri aut. 57 0,128 
10 | 1,43 | 1,61 0,161 
10 1,43 1,21 0,121 
5,0 0,713 0,583 0,117 
2,5 | 0,357 0,389 0,156 


Mittel: 0,137 


I 
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Die Tabelle zeigt, daB der Quotient aus Formierungsgeschwindigkeit 
und Stromdichte innerhalb der durch Oberflichenstérungen bedingten 
Schwankungen konstant ist, d. h. es ist eine bestimmte Elektrizitaétsmenge 
notig, um eine bestimmte Formierungsspannung zu erreichen. 

3. Der Knick. Er liegt um so hoher, je gréfer die Stromdichte 
ist, wie die folgende Tabelle 2 zeigt. 


Tabelle 2. 
Stromstarke / Knick 
mA | Volt 
2,5 | 78 
5,0 | 79.5 
10 | 83 
20 | 89 


4. Die Formierungsgeschwindigkeit hinter dem Knick. 


dv Soe : ae . 

Te Joo (=) . Sie nimmt hinter dem Knick zunichst ab, wird dann kon- 
2 

stant und anscheinend von der Stromdichte unabhangig gleich 0,025 V/sec. 

Bei der Stromstiirke 10mA wurde eine linger dauernde Einschaltung 

vorgenontmen. Nach 4 Stunden war eine Spannung von 310 Volt er- 

reicht. Es begannen dann Durchschlage an der Grenze der Gummi- 


dichtung, die ein weiteres 


120 
Steigen der Spannung  ver- a 
hinderten. & 
7 ‘ p ; 8 40 
Zum Vergleich ist in 8 
Fig. 2 die Formierungskurve cen 
eines Stabes gleicher Ober- § ” 
~ 
flache von Tantal, dem typi- S47 
schen Metall der Elektronen- 0 5 ne a 00 
ventilwirkung, im gleichen Me Sa oe 
ig. 3. 


Elektrolyten bei der Strom- 

stirke 10 mA gestrichelt eingetragen. Sie gibt typisch das gleiche Bild: 
Formierungsgeschwindigkeit konstant vor und hinter dem Knick. Der 
Knick liegt jedoch bei Ta etwas hoher als bei Silber, namlich bei 128 Volt 
gegentiber 83 Volt bei der gleichen Stromdichte bei Silber. 

Auch die Beobachtung mit dem Auge ergibt fiir beide Falle ein sehr 
ihnliches Verhalten. In beiden Fallen bildet sich wahrend der Formie- 
rung auf der Anode ein fester Uberzug. Bei Ta zeigt er die Farbe 
diinner Blittchen, bei Silber ist er undurchsichtig, grau bis hellbraun. 
Gleichzeitig zeigt sich in beiden Fallen Sauerstoffentwicklung. In dem 
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Augenblick, in dem der Knick erreicht wird, treten bei beiden Metallen 
feine, zunachst nur im Dunkeln sichtbare Fiinkchen auf, und der Spannungs- 
messer beginnt zu zucken. Bei weiter steigender Spannung werden die 
Fiinkchen heller und zum Ausgangspunkt feiner, explosionsartig in den 
Elektrolyten hineingeschleuderter Gasstrahlen. 

Il. Formierung in Abhangigkeit von der Konzentration. 
Die Versuche wurden mit der konstanten Stromdichte 1,00 mA pro 
Quadratzentimeter und, abgesehen von dem ersten Versuch, in Eis’ aus- 
gefiihrt. Sie ergaben folgendes: 

Mab ellerss 


Formierungsgeschwindigkeit ag, von Silber in Abhangigkeit von der 
Konzentration des Elektrolyten. Stromdichte 1,00 mA/cm?. 


| | | a, bei Tantal aseke Bei | 
Konzentration | Tamer ay Knick Blekevclvten prick, be _ a 
mol/Liter | oG Volt/sec Volt Volt/sec Volt 
1,19." | j3ee* I goa. 1) Aeon Mga 87 1,67 
0,48 1 | 0,66 | hep ae 0,38 LUC) Shree as 
0,36 | 1 0,68 | 100 0,42 137 29) kay 
0,30 | 1 | OS ye dle 0,38 149 =| 4530 
0,22 1 OfD0 Ae 40 0,45 Pee l62 1,16 
ig 1 O15. | si878 ee 0.19" ee toG? |} eieaee 


Hiernach nimmt die Formierungsgeschwindigkeit mit der Konzen- 
tration des Elektrolyten im allgemeinen zu. Die Funkenspannung (der 
Knick der Kurve) liegt um so niedriger, je héher die Konzentration ist. 
Das gleiche Verhalten zeigt Tantal. Das Verhiltnis der Funkenspannungen 
von Tantal und Silber nimmt mit der Konzentration ab. 

Ill. Formierung in Abhangigkeit von der Temperatur. 
Konzentration 0,4n, Stromstarke 10 mA. 


Tabelle 4. 
Formierungsgeschwindigkeit a, des Ag in 0,40n KAg(CN), in Ab- 
hangigkeit von der Temperatur des Elektrolyten. Stromstirke 10mA. 
eeEeEeEeEeEeEeEeEeEeEeEeEEeEEE——— 


Temperatur | Latenzzeit | ay |. Knick 
oC | sec |  Volt/sec | Volt 
Pegi 5 098 | 83 
22 | 12 1,12 83 
65 | 60 1,06 83 
80 90 | 0,80 | 83 


Hiernach ist die Formierungsgeschwindigkeit nur sehr wenig von 
der Temperatur abhingig. Dieses Verhalten weicht von dem der iibrigen 
Ventilmetalle durchaus ab. Bei diesen sinkt tiberall die F ormierungs- 
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geschwindigkeit mit steigender Temperatur sehr stark. Der Knick in 
der Kurve ist wie bei den anderen Ventilmetallen von der Temperatur 
unabhingig. 

IV. Stromabnahme bei Dauereinschaltung. Kin Silberstab 
in 0,4n Lésung wurde langere Zeit bei 22°C an eine konstante Spannung 
von 83 Volt gelegt. Dabei wurden folgende Stréme gemessen. 


Tabelle 5 
Entsprechender 
Einschaltungs- Stromstarke | ote ane | tee 
dauer t es Orn 
mA | 4 
4 Minuten 1,00 83 000 4 
32 Ss | 0,33 | 250 000 10,5 
53 = 0,20 415 000 10,6 
98 0,15 555 O00 14,6 
3,5 Stunden | 0,10 830 000 21 
Stoke, | 0,060 | 1,38 . 106 19,7 
24 is 0,026 | 3,20 . 10° 37,5 


Hiernach niihert sich der Strom asymptotisch auSerordentlich geringen 
Werten. Ein Widerstand von 3 Millionen Ohm ist fiir eine elektrolytische 
Zelle eine erstaunliche Sperrwirkung. 

V. Stromunterbrechungen. ‘Tabelle 6 gibt die Formierungs- 
geschwindigkeit in Abhingigkeit von der Dauer der vorhergegangenen 
Stromunterbrechung. 


Tabelle 6. 
Formierungsgeschwindigkeit nach Stromunterbrechung. 
0,4n Lésung. 22°C. 10mA. 


ay 

Volt/sec 

Erste Formierung . . Suen bio! Be 1,12 
5 Minuten Stromunterbrechung bid oe ad 10,4 
60 " “ Paty ha KS) 
TBO, 5 ORO a! A 260 
4 Tage A ceey oh eet || LIZ 


Die Tabelle zeigt, daB selbst nach kurzer Stromunterbrechung die 
Formierung schon zum guten Teil verschwunden ist und eine neue, wenn 
auch wesentlich schnellere Formierung einsetzt. Kine vier Tage aus- 
geschaltete Zelle verhilt sich wie eine unformierte, obwohl der Uberzug 
noch vorhanden ist. 

VI. Messung der Kapazitat der wirksamen Schicht. Wie 
eingangs erwahnt, ist die Dicke der wirksamen Schicht bei der Elektronen- 
ventilwirkung durch die Spannung eindeutig bestimmt, bis zu der die 


CO 
(oa) 
to 
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Tabelle 7. 
| | . 
A ype et tks | Die Verluste Berechnete 
F ungs- | K tat X b . : | ee . 
‘spannung |= 7 om® Oberfliche reprisenticnie Sig 
” 
Volt | uF | uF mm 
Ag 
10 0,0698 | 0,135 89. 10-6 
21 0,045 0,165 138 . 10-6 
42 0,027 | 0,150 240 . 10-6 
84 0,016 | 0,180 390 = Ome 
Ta 
84 | 1,02 | 0,035 6,07 . 10-6 


Anode formiert ist. Die Schichtdicke ist auberst gering, so da8 die 
Anode eine gro8e elektrostatische Kapazitit hat. Die Kapazitaétsmessungen 
an Silber in kK Ag(CN), wurden in einer Briicke 
in der Schaltung der Fig. 4 durch Vergleich mit 
einer bekannten Kapazitaét bei 800 Hz durch- 
gefiihrt. Die Zelle lag wahrend der Kapazitits- 
messung an Spannung. Es ergab sich fol- 
gendéss 7 == 7. 

In der Tabelle 7 zeigt das Ta das normale 
Verhalten der Ventilmetalle. Die elektro- 
statische Kapazitaét ist sehr gro8, die Verluste, 
die durch die dem Widerstand parallel 
geschaltete Kapazitat C, dargestellt werden, 
sind relativ sehr gering. Bei Ag liegen die Verhiltnisse ganz 
anders. Die Verlustkapazitit ist viel gréBer als die zu messende, d. h. 
die Energieverluste sind sehr gro8. Die Messung der Kapazitiit der 
Schicht wird dadurch recht fragwiirdig und nur der GréSenordnung nach 
verwendbar. Es zeigt sich, dab, bezogen auf die Dielektrizititskonstante 
é = |, bei 84 Volt die Schicht bei Silber mehr als 60 mal so dick ist wie 
bei Tantal. Die gréSte von allen bisher gemessenen relativen Schicht- 
dicken hat Magnesium, und zwar 22 my bei 84 Volt. Dieser Wert liegt 
dem T’a sehr viel naéher als dem Ag. 

VU. Verhalten gegen Wechselstrom. Bei Belastung mit 
Wechselstrom formierte sich die Silberanode nicht. Eine mit Gleichstrom 
formierte verlor ihre Wirksamkeit sofort. Die Ventilwirkung des Silbers 
in KAg(CN), gehort also in die Gruppe 2 der eingangs gegebenen Syste- 
matik. Das war zu erwarten, da Silber als halbedles Metall kathodisch 
leicht reduziert wird. 


Fig. 4. 
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Uber nicht kombinierende Terme in der neueren 
Quantentheorie. II. Teil. 


Von E. Wigner in Berlin. 
(Eingegangen am 26. November 1926.) 


Es wird der Termzerfall bei dem Mehrelektronenproblem behandelt. Die Eigen- 
rotation des Elektrons bleibt unberiicksichtigt. 


1. Im ersten Teil konnte man drei verschiedene Arten von Eigen- 
funktionen (symmetrische, antisymmetrische und entartete) unterscheiden, 
die in der Heisenberg-Schriédingerschen Theorie einem System mit 
drei absolut gleichen Teilchen zugeordnet waren. Die Rechnung war 
ziemlich umstindlich, sie erforderte z. B. die Lisung einer (reduziblen) 
Gleichung sechsten Grades und dergleichen. Es ist klar, daf man diese 
elementaren Methoden schon bei vier Elektronen kaum anwenden kann, 
da die rechnerischen Schwierigkeiten zu groB8 werden. Es existiert aber 
eine wohl ausgebildete mathematische Theorie, die man hier verwenden 
kann: die Theorie der mit der symmetrischen Gruppe (der Gruppe der 
Permutationen) isomorphen Transformationsgruppen, die am Ende des 
vorigen Jahrhunderts von Frobenius’) begriindet und spiiter unter 
anderem von W. Burnside?) und J. Schur?) ausgebildet worden ist. Aut 
diese Arbeiten hat mich Herr J. von Neumann freundlichst hingewiesen, 
der mir auch, als ich ihm das Resultat der Rechnung fiir » == 3 mit- 
teilte, das allgemeine Resultat richtig voraussagte. 

Da die erwihnte Theorie wohl nicht allgemein bekannt sein diirfte, 
werde ich im niachsten Abschnitt (2) die Resultate mitteilen und erst 
weiter unten einen Beweis erbringen, dessen Gedankengang sich an die 
Rechnungen im 1. Teil anschlieBen wird, nur dai die erwihnte Theorie 
hier weitgehend verwendet wird. 

2. Liegt ein System mit n Elektronen vor, so schreibe man die 
Zahl n in Form einer solchen Summe auf, bei der jeder Summand gréfer 


1) Berl. Ber. 1896, 8S. 985, 1343; 1897, 8S. 994; 1899, S. 482. 

2) Acta mathematica 28, 369, 1904. Proc. London Math. Soe. (2) 1, 117, 1904. 

3) Berl. Ber. 1905, S. 406; 1908, S. 664 (diese beiden Verdffentlichungen 
enthalten alles, was wir brauchen). 
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oder gleich dem vorangehenden ist. Jeder solchen Zerlegung ist dann 


ein Termsystem zugeordnet. Die Anzahl der méglichen Zerlegungen, die 


zugleich die Anzahl der untereinander nicht kombinierenden Termsysteme 
angibt, bezeichnet man als ,partitio numerorym“ yon n. Es sind z. B. 
fiir » — 2 die Zerlegungen: 1 + 1, 2, méglich, fir » — 3 haben wir 


dreit “H-4d/4-d, 1 4 2, 8s far nn eee ee eee 


14+ 3, 2+ 2,4. Nach dem letzten Beispiel ist die partitio numerorum fiir 
n == 4 gleich 5, also existieren bei dem Vierelektronenproblem 5 unter- 
einander nicht kombinierende Termsysteme. 

Die Anzahl der lnear unabhiingigen Lésungen, die zu einem Term 
gehéren (der Grad der Entartung), ist fiir alle Terme des Termsystems 
dieselbe. Um sie zu bestimmen, geht man von jener Zerlegung von in 
Summanden aus, welcher das Termsystem zugeordnet ist. Ist diese 
A, tay +++: + d4;, so ist der Term 


n! 
SR NIRS a ge 


fach éentartet. Fiir N gilt die Rekursionsformel 


a *e } 3 T h . 
Nag 8 soe tg Mg ay Na, ya te, 


Ng as eae 


(Tama ti-) 
p< 


Dabei sind alle N gleich Null zu setzen, bei denen in den A eine ab- 
steigende Folge da ist; ist 4, = 0, so ist einfach Nisaaui; 20 schreiben ; 


N,=1. Esist also z. B. beidem Term der zu der Zerlegung 2 + 2 gehort, . 


Noo = Nyo + No), No, = 9, 
Nin = Moti Ma =™M MH N= 1, 
Nyy = 1 + Wyo; Ni) = 9, Ni, = N= 1, 
also ist Nj, == 2. Ebenso ist 
Nyaa = 1 ON, = 1, Nig = 3, Nig = 3. 


In einem System mit » gleichen Massenpunkten, zwischen denen 
zunachst keine Wechselwirkungsenergie da ist, ist jeder Eigenwert (sofern 
der betreffende’ Zustand keine ‘aquivalenten Bahnen enthilt) »! fach ent- 
artet. Lift man eine Wechselwirkung entstehen, so spaltet jeder Eigen- 
wert in mehrere Werte auf. Von diesen gehdren so viele einem Term- 
system 4,A, ... A; an, als das N, 


DAS te 


di dieser Gruppe betragt [N2, ig bei 
gibt gemaB (1) zugleich auch den Grad der Entartung des betreffenden 
Termsystems an]. Also entsteht auf diese Weise bei » — 4 ein ein- 


facher (N,,,, = 1), 8 dreifach entartete (N,,, = 3), noch 8 dreifach 


; 
4 
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entartete (V,, = 3), 2 zweifach entartete (N,, = 2), noch ein einfacher 
CN, 1) erm. 

Wenn wir bedenken, daf ein Nj,;, ...z, fach entarteter Term eigent- 
lich Nj,2,...2, fach zu zéhlen ist, so erhalten wir fiir die so gezahlte 
Anzahl der Terme, die aus einem ungestérten Term entstanden sind, 


= (M25 biel ay 9 (3) 


Atieuiag 


wenn ” = 4, z. B. 


eet. uN? + NZ. Ne ee de a 4 = Da 2S 
wie es ja auch sein mub. 


Die Terme, die verschiedenen Zerlegungen von » entsprechen, 
kombinieren nicht miteinander, dagegen werden Kombinationen zwischen 
verschiedenen Termen, die zu derselben Zerlegung von m in Summanden 
gehéren, im allgemeinen vorkommen. 

3. Zum Verstiiudnis des folgenden ist die Kenntnis der Grundlagen 
der Frobenius-Schurschen Theorie notwendig. 

Wir gehen wieder, wie im 1. Teil, von einer , ungestérten Bewegung“ 
aus, die keine aquivalenten Bahnen enthilt, und bringen eine kleine 
Stérung an. Die w(vr) sind die Liésungen der Gleichung (8) im 1. Teil, 
zur Abkiirzung sei die Bezeichnung 


(Ly To «+ ta) le ete lain Wa Be) (4) 


- eingefiihrt, wobei R die Permutation «, a ... Op, 1st. 


Die gestérten Y sind lineare Kombinationen der mp(t, -.. t,), und 


zwar Sei 
Hy, —4 
> bp pr = Pe (5) 
R=E 


wo die Summation iiber alle Permutationen, also tiber alle Elemente der 
symmetrischen Gruppe (HL, H,, H, ... Hj), 1; es ist h =m!) zu erstrecken 
ist (H ist die identische ‘Permutation 12...m). Den Index & wahlen 
wir zur Unterscheidung der verschiedenen @, da ja, wie wir aus dem 
Fall von drei Elektronen wissen, mehrere entstehen werden. Fiir das 
Produkt zweier Permutationen R und §S schreiben wir einfach #S. 


Wir bezeichnen weiter mit J das Integral 


In = a, so «ple Gtn (TREE OR do VE Tye AEs (6) 
worin V’ die zusitzliche potentielle Energie, die von der Stérung her- 
rihrt, dr, ... dt, die Integration iiber alle Koordinaten andeutet. 
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Die Gleichung fiir die Energiestérung Ze ist »! — hten Grades. 
\Jng—aé Ti, Jn, J 1, See Ba 
Juz Sg — Me Seog a tqs eee A 

J x5} Ji, Ha} JInp—dé J, Hy} eee. Ha 1) 30: (7) 
| | 
Joo), Sn, Jno) Ugh ee te 


Es ist hierin zu beachten, dab Jp — Jp — | ist, wie man durch Vertauschung 
der Integrationsvariablen in (6) ohne weiteres sieht, da8 also die Deter- 
minante (7) symmetrisch ist, und demgemé8 lauter reelle Lésungen hat. 

Nun betrachten wir eine k-dimensionale irreduzible Darstellung der 
symmetrischen Gruppe. Ihr, der Permutation R entsprechendes Element, 


bezeichnen wir mit 


R R R 
a a", ee a, 
R R R 
ay a ae as, (8) 
R R R 
Os oS eh Ok 


Es ist ar == One (i) ist die Einheitsmatrix. Wir bilden folgende 


Gleichung 


(anIn—4e Sti ae In | 

Seer > a3.Ip— Ae... Sarde ' 

hes BR: ed R os (9) 
Sain iI ey Ss aee 

| R 


Gleichung (9) ist nichts anderes als die Gruppenmatrix unserer irredu- 
ziblen Darstellung mit den Variablen Jy — 4¢, Jy,, Ju, .-- J. H,_, und ist 
also’) eine irreduzible Gleichung, z. B. fiir Jy— Ze, also auch fir Ze. 
Insbesondere hat sie also keine doppelten Wurzeln. ; 
Eine ihrer Wurzeln sei Z¢,. Dann bilden wir folgendes Gleichungs- 


system fiir die b4, als Unbekannte: 
DS Sat, Ipoh —4¢,e = 0 (w@ = 12:..%) (10) 
j R 


Da see Determinante verschwindet, hat es eine Lésung und wir be- 
bestimmen die bj. Wir setzen nun 


k 
Zz R-1)4 
Ue = DS) ay; bp. (11) 
tie Ot 
1) J. Schur, Berl. Ber. 413, 1905. Bei uns ist zwar Jr = Jp—1, doch 
ist dies, wie man leicht einsieht belanglos. 


3 


) 


3 
| 
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Wir wollen nun beweisen, daB die so bestimmten bp die Gleichungen, 
die der Determinante (7) zugrunde liegen, befriedigen, und zwar fiir 
dé = Aé,. Ks ist namlich 


a Zz ra Weed 
= brIRs-1 — Ds dé, SES eS DeIsra— bs dé, 
R 
ae WCU OS IS i) S-ly1 
= See 705 tae Say, Up E 
l 


S-1; SR-1,j ah , 
= _> ay t (aj Dyed aie Pea Dp Jd é,) ==10 
Ril 


Also befriedigen die in (11) definierten b% im Verein mit dem 4¢ 
von (9) die Gleichungen. Wenn wir in (11) fiir x der Reihe nach 
1,2... setzen, so haben wir k Losungen, die alle zu demselben 
gehéren. Ich behaupte nun, die / Funktionen 


Steyr (= 1,2...%) (12) 
R 


sind linear unabhingig. Denn sollten unter ihnen die Gleichungen 


Say = 0 


%=1 


identisch in den y bestehen, so kénnte ich unsere Darstellung in eine 


Ay aquivalente iiberfiihren, in der aber in der ersten Zeile jeder Matrix nur 


. 


) 


I. ad oe EBL 


das erste Element von Null verschieden ist. Mithin wire unsere Dar- 
stellung reduzibel. Die Rechnung, da sie ziemlich weitliufig ist, sei hier 
iibergangen. 

[Die Transformationsmatrix ist 


Cen (Ge is» Oe EO ee Oe | 
ere 0... 0 | | Onn 6, oy 
0 ° es io ihre reziproke ie cor 7) 
pete Oo... 1. | Pret cr Cis, na wll 


alle bi werden zu Null, die iibrigen b}, andern sich nicht. Abhnlich ver- 
fahren wir, wenn mehrere Gieiakuieee der Art (12) bestehen.} 

Nun kénnen wir leicht sehen, da die zu einer k-dimensionalen 
irreduziblen Darstellung gehérende Je eine ki-fache Wurzel der 
Gleichung (7) ist. Da nimlich das zu (7) gehérende Gleichungssystem 
bei diesem 4¢ &k linear unabhiingige Lisungssysteme hat (die b), fir 
j = 1,2... 4%), miissen alle h — k-reihigen Minoren verschwinden, ins- 
besondere auch die Hauptminoren. Die Summe der h — 1-reihigen Haupt- 
minoren gibt aber den /-ten Differentialquotienten des Ausdrucks (7) 
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nach 4¢ an. Da diese, wenn 1 < k, verschwindet, ist unser 4é tat- 
siichlich eine k-fache Wurzel. 

Zu jeder k-dimensionalen irreduziblen Darstellung gehort also durch (9) 
eine k-fache Wurzel. Andererseits sind die Gleichungen (9) lauter irredu- 


zible algebraische Gleichungen’) und fiir nicht aquivalente Darstellungen 


verschieden”), so da$ wir wirklich durch jede neue Darstellung neue 
Wurzeln der Gleichung (7) bekommen. Im ganzen bekommen wir auf 
diese Weise, wie aus der Theorie der Darstellungen ohne weiteres hervor- 
geht, eben h. Da Gleichung (7) nur h-ten Grades ist, haben wir eben 
alle Wurzeln. 

Aus den Siatzen tiber die irreduziblen Darstellungen einer sym- 
metrischen Gruppe geht nun ohne weiteres hervor, daf wir in erster 
Niherung eben diejenigen Termsysteme erhalten, die im Abschnitt 2 
angegeben sind. 


In der Tat stellen die dort angegebenen Termsysteme nichts anderes » 


dar, als die Resultate der Theorie der irreduziblen Darstellungen der 
symmetrischen Gruppe*), soweit sie sich auf die Anzahl derselben be- 
ziehen. Ich brauche sie deshalb hier nicht zu wiederholen. 

4. Unser nichster Schritt, um zu zeigen, da hieran sich auch bei 
einer endlichen Stérung nichts éindert, ist nun, wie im 1. Teil, die Angabe, 
wie sich die Eigenfunktionen transformieren, wenn wir eine Permutation 


der Argumente (der r) vornehmen. Zu diesem Zwecke schreiben wir 


zuniichst folgende Formel hin: 


est. al Eas Stale a | 


j=1 j=1 l=1 


a | Mere C2 


Daraus folgt, da [siehe (4), (5); S ist die Permutation B, B, ... Bn] 
Deca) eee = be Prt, --+ Yn) 
TS, (te, 0s, te e = Dr pr (t Gu Ten iecte eae) 

= 2 OAS Bees == = Ves-1 OR re = = a1 Ve Pr 

=5 = Sa P(t, vee ‘ls 


(14) 


1) J. Schur, i. ¢: U90b) 9.413. 
2) §, 409. 
8) Berl, Ber. 1908, S. 665, 666. 


———————— 


J 
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Dies Resultat besagt, da8, wenn wir eine Permutation der Argumente 
an einem YF vornehmen, die so entstandene Funktion sich als lineares 
Agegregat der k linear unabhiingigen & darstellen liBt, und zwar sind 
die Koeffizienten Elemente derjenigen Matrix der irreduziblen Darstellung, 
die zu der betreffenden Permutation gehért. 

Dies ist nun in keiner Weise verwunderlich. Wenn @, Gort) 
eine Lisung unseres Eigenwertproblems ist, so ist auch Py, (te, --- tp,) 
eine Lésung, da aber nur die Lésungen J, (1, ... 1,), Bp, (v, Seay 
w(t, ...¥,) voneinander linear unabhingig sind, lassen sich alle anderen 
Lésungen z. B. ®, (13, ... vp.) durch diese ausdriicken. Auch sieht man 
leicht ein, da$ die Koeffizienten eine Darstellung der Permutationsgruppe 
bilden miissen. Wenn wir nimlich nacheinander zwei Permutationen R 
und S der Argumente vornehmen, so erhalten wir bei leicht verstiind- 
licher Bezeichnung [es ist F'(S) diejenige Funktion, die aus der Funktion 


F(E) = F (a, %,...%,) durch die Permutation S der Argumente 
hervorgeht: F'(S) —= F (%8,; 28,5 --- xg,)] 
BP, (R) = > a, Bi (E) | 
1 
(15) 


B, (RS) = Sa ¥,(8) = Sak S ai ¥,(B)| 
i l j 


andererseits ist 


W, (BS) = > az; W; (L), (15a) 
j 
woraus wegen der linearen Unabhangigkeit der @; (1) 
Ci hee ey (15b) 
I 
hervorgeht, was eben die Tatsache ausdriickt, daf, wenn RS = U, so 


folgt (a2) -(a8,) = (a"). 

Da8 die hier vorkommenden Darstellungen irreduzibel sind, geht 
daraus hervor, daf der Eigenwert, wenn die in (14) vorkommenden 
Koeffizienten einer reduziblen Darstellung angehéren wiirden, bei einer 
weiteren Stérung im allgemeinen aufspalten wiirde, wihrend dies hier, 
wie wir sehen werden, nie der Fall sein wird. 

Die in (14) ausgedriickte Substitutionsformel ist also in gewissem 
Sinne trivial und wir hatten auch unsere bisherigen Ableitungen nur 
dazu nétig, um festzustellen, wieviel k-fach entartete EKigenwerte im 
Termsystem vorkommen werden. Da8 die Kigenfunktionen, die zu einem 
k-fach entarteten Eigenwert gehéren, wirklich der Formel (14) geniigen, 
geht ebensogut aus den drei Zeilen (15), (15a), (15b) hervor. Fiir die 
weiteren Schliisse (den Fall endlicher Stérungen) werden wir aber nur 
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die Forme] (14) benutzen, da nur sie bei einer endlichen Stérung richtig 
bleibt, wahrend die Formeln (4) und (5) selbstverstiindlich versagen. 

5. Nun suchen wir unter unseren h-linear unabhingigen W gewisse 
heraus, wie wir dies schon bei dem Dreielektronenfall mit der Wahl von 
#, und @, getan haben. Hier wenden wir folgende Vorschrift an. 

Wir betrachten die irreduzible Darstellung, die zu unserem speziellen 
p,, B,... WB, gehort, und deren Koeffizienten auch in (14) vorkommen’). 
Wir nehmen nun diejenige Transformation (7), durch welche diese Dar- 
stellung orthoganilisiert wird. Bekanntlich existiert eine solche immer’). 
Dann bilden wir folgende linear unabhingige Funktionen [t;; sind die 
Elemente von (7), t;, von (T)—1, | Z| = |t:z| + 0)) 


‘ 
Oy aS te Be 


Wir finden nun iy 
®(R) = St. BB) = Sty @ VS), (16) 
da aber ; of 
(CE) ree = Tj D; (£), (16a) 


so finden wir 


®;(R) = = D> tin dei %1jD;(E) = >) AD; (E), (16d) 
“lj j 


worin (474) die durch (7') transformierte Matrix (aj); also eine ortho- 
gonale Matrix ist. Insbesondere ist?) Av, = A,,™. 

6. Wir wollen nun im Anschlu8 an Teil I sowohl die Erhaltung 
der Transformationseigenschaft in der Form (16b) bei einer weiteren 
Stérung, wie das Verschwinden des Ausdrucks (4) des Teil I nach- 
weisen. Hierzu brauchten wir zwei Siitze, aus diesen ging alles hervor: 
die Gleichheit der Integrale 


[V" @2 dr, 1. Oty, = | V" @idy, EH, (17) 


worin V" eine in den Variablen r, ... t, [es ist V" (R) = V" (E)] sym- 
metrische Stérungsfunktion, ®, und ®, zwei zu demselben Eigenwert 
gehérende Eigenfunktionen sind; auBerdem das Verschwinden des Integrals 


| V"@;@, dr, ... dv, = 0, (18) 


1) Zu einer anderen Aquivalenten Darstellung in (8) hatten wir andere } 
erhalten. Geht die andere Darstellung durch Transformation der Matrizen (8) 
mit 7’ aus ihnen hervor, so gehen dazu gehérige ) durch Substitution mit 7’ aus 
den alten 6 hervor. Vel. das folgende. 


*) Vgl. z. B. A. Speiser, Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung, 
S$. 107, Satz 100. . 
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worin ®; und ®; zwei beliebige, zu verschiedenen Gruppen gehérende 
Eigenfunktionen sind, oder zwar derselben Gruppe angehiren, aber ver- 
schiedenen Zeilen der Matrix (Az) entsprechen: verschiedene Trans- 
formationseigenschaften haben. 

(17) und (18) bedingen, da’ die Entartung keines Eigenwertes auf- 
gehoben wird und da auch die Transformationseigenschaften der @® 
in (16b) erhalten bleiben. Da man den Ausdruck (4), Teil I, als ein 
Integral (18) auffassen kann, worin V” tiberall Null ist, nur in der Nahe 
der Stellen y = r,, r = 1, ... t = ry einen endlichen, und zwar sehr 
grofen Wert annimmt, so bedingt (18) auch das Verschwinden jeglicher 
Interkombination zwischen den beiden Zustiinden. Dies ist alles, was 
wir beweisen wollen. 

Um (17) und (18) zu beweisen, zerlegen wir das Integrationsgebiet 
in »! Teile. Im ersten Teil, den wir mit G, bezeichnen, ist 


ie aS ae Bian ZA (19) 


(worin unter < etwa der absolute Betrag zu verstehen ist), die anderen 
Teile Gp entstehen durch die Permutation R der r in der Bedingung (19). 


Fiir (17) haben wir 


(re (E) @2(E) dt, ... dy => [v" (E) ®2(E) dv, ... dv, 


R Gp 
=> yh) @} (R- 9 dt, ...4t, 
R Gr 
= i YGayes @? (R) dt, 2c dt, 2 
Gy R (17a) 
== | V" (BE) (S47, 9; (£)) dy, ... dr, 
Gp R j 
= fv"@ SS AF, 42, ©; (E) ©, (E) dr, ... dt, | 
GR Rjl 
Nun ist?) 
R Rk Rte h At h 
Dy Aig Ant — = Aj, Ay, = G O51 9x Ty pda 
R R a d 
h ; (17b) 
jr (EY O2 (Lf) dx). dt, = z\”" (E) > ©} (2) dy,... a 
2 a 
GR 


1) J. Schur, Berl. Ber. 1905, S. 411. 


892 E. Wigner, Uber nicht kombinierende Terme usw. 


also unabhiingig von x, womit (17) bewiesen ist. Fiir 
| V"(B) © (B) Oj (B) dx, ... dy 
=D [V')(£)%#) ay, ... dr, 


R GR (18a) 
= SV" 2) 0,8) OB) dr, ... dy, : 
Es ist nun ae 
> ®; (R) ©; (R) = S Az, Aj, ©, (LE) ; (L) (18b) 
und?) R ; Rzi PAL : 
= Ai, Aji = = Ane Aj; = e 022935; (18¢) 


da aber voraussetzungsgema8 i + j ist, ist (18 c) — O und auch (18) = 0. 
Hiermit haben wir den Zerfall des Termsystems in im 2. Abschnitt be- 
schriebene, untereinander nicht kombinierende Gruppen bewiesen. 

7. Vom physikalischen Standpunkt aus kénnte es zunachst scheinen, 
dab diese Untersuchung der Termsysteme ohne Belang ist, da ja praktisch 
nach Dirac*) nur das eine, unentartete Termsystem in Betracht kommt. 
Dieses System entspricht derjenigen Darstellung, bei der zu jeder Permu- 
tation der alternierenden Gruppe die Matrix (1) zu jeder in der Neben- 
gruppe enthaltenen (— 1) gehért*). (In diesem Fall haben die Matrizen 
natiirlich nur je ein Element, da ja keine Entartung vorliegt.) 

Es zeigt sich aber, daS wegen der Eigenrotation des Elektrons auch 
den iibrigen Gruppen eine Bedeutung zukommt, wie dies Heisenberg’) 
auch explzite am Helium gezeigt hat. (Zum Beispiel sind bei Li die 
normalen optischen Terme den entarteten Eigenfunktionen des Teil I 
zugeordnet.) 

Auf alle Fille ist zu erwarten, daS ein, der Ortho-Paraeinteilung der 
Terme beim Helium analoger, niherungsweiser Zerfall auch bei den 
anderen Elementen existiert. 

Bei dem strengen Zerfall in mehrere Termsysteme ist folgendes be- 
merkenswert. Bei jeder symmetrischen Stérung lassen sich die neuen 
Eigenwerte und Eigenfunktionen eines Termsystems aus den alten Eigen- 
werten und Eigenfunktionen desselben Termsystems allein berechnen, 
d. h. die Eigenfunktionen und Eigenwerte anderer Termsysteme gehen in 
die Stérungsrechnung gar nicht ein. 


Berlin, Institut f. theoret. Physik d. Techn. Hochschule, Nov. 1926. 


1) J. Schur, Berl. Ber. 1905, S. 411. 
Sy eaes 
5) ZS. f. Phys. 88, 411, 1926; 39, 499, 1926. 
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Bemerkungen zu der Arbeit von Herrn G. von Gleich: 
Zur Massenveranderlichkeit im Zweikérperproblem. 


Von M. S. Vallarta in Cambridge, Mass. 


(Hingegangen am 19, November 1926.) 


In einer kiirzlich erschienenen Arbeit) zieht G.v.Gleich die unrichtige 
Folgerung, daf die allgemeine Relativitatstheorie zu Elektronenbahnen im 
Wasserstoffatom fiihrt, welche verschieden sind von denjenigen, die man 
erhalt, wenn man die bekannte Massenveranderlichkeit m — m, (1 — B?)—"/2 
in Rechnung zieht. Die Beriicksichtigung der allgemeinen Relativitiits- 
theorie sollte also nach v. Gleich zu Resultaten fiihren, die von Sommer- 
felds Theorie der Feinstruktur abweichen. Dazu bemerkt J. Kudar2) 
in einer Kritik der Schluffolgerungen v. Gleichs, daB ,die Gravitations- 
krifte der Elektronen und der Atomkerne im Vergleich zu ihrer elektro- 
statischen Wirkung voéllig vernachlissigt werden kénnen, also kann das 
Gravitationsfeld des Atomkerns die durch elektrische Kriifte verursachte 
Bewegung der Elektronen merklich nicht beeinflussen“. 

In einer im letzten Jahre publizierten Arbeit *), wo sich ausfiihrliche 
Literaturangaben finden, habe ich gezeigt, da der Fall nicht so einfach 
liegt, wie Herr Kudar glaubt, sondern daf in Betracht gezogen werden 
miissen: erstens die Gravitationswirkungen beider Massen und elektrischen 
Ladungen, zweitens die Tatsache, da8 das Feld des Atomkerns nicht 
genau statisch und daher nicht streng kugelsymmetrisch ist. Dagegen 
konnte ich zeigen, da, wenn die bestehenden numerischen Relationen 
zwischen den Elektronen- und Kernmassen und -ladungen in Betracht 
gezogen werden, die aus der allgemeinen Relativitatstheorie berechneten 
Elektronenbahnen mit denjenigen der Sommerfeldschen Theorie iiberein- 
stimmen. Es folgt, dab die letztere, welche durch Betrachtungen ab- 
geleitet wurde, die auf dies spezielle Problem strenggenommen nicht 
anwendbar sind, identisch ist mit derjenigen, die aus der allgemeinen 
Relativitatstheorie folgt, vorausgesetzt, da8 die gewohnlichen Sommer- 
feld-Wilsonschen Quantenansitze zutreffen. Ich hoffe nichstens zeigen 
zu kénnen, da das gleiche Resultat herauskommt, wenn man die neue 
Schrédingersche Wellenmechanik mit der allgemeinen Relativitit ver- 
bindet. 


1) ZS. f. Phys. 36, 150, 1926. 
2) Ebenda 88, 141, 1926. 
’) Journ. Math. and Phys. 4, 65, 1925. 
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Andererseits miissen wir, wie wir in der obigen Arbeit ausgefiihrt 
haben, mit v. Gleichs Bemerkungen tibereinstimmen: erstens, da das 
Gesetz der Massenverinderlichkeit m — m, (1 — B)~*/2, das im Rahmen 


der Relativitiitstheorie eine Konsequenz der Lorentztransformation ist, — 


nur auf geradlinig-gleichférmige Bewegungen anwendbar ist, aber nicht 
auf Bewegungen unter Zentralkraften; und zweitens, daf, da dieses Gesetz 
auch aus Betrachtungen gefolgert werden kann, die nichts mit der Rela- 
tivitaitstheorie zu tun haben, die experimentelle Bestatigung der Sommer- 
feldschen Theorie der Feinstruktur nicht zugleich eine Bestitigung der 
Annahme ist, da die spezielle Relativitatstheorie die Elektronen- 
bewegungen im Atom beherrscht. Ich schlieSe mich daher v. Gleichs 
SchluBbemerkung an, dab ,die kinetische Theorie der Materie . .. den 
physikalischen Beobachtungen der Feinstruktur geniigt“, glaube aber, 
daB dies auch vom Standpunkt der allgemeinen Relativitiitstheorie aus 
zutrifit. 


Massachusetts Institute of Technology, November 1926. 
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